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内 容 简 介 


本 书 主要 内 容 包括 中 国 古 代数 学 和 希腊 古代 数学 ,近代 与 现 
代数 学 中 的 解析 几何 . 微 积 分 ,离散 数学 .函数 论 ,微分 方程 . 非 欧 几 
倍 . 概 康 ,混沌 ,NPC 理论 以 及 数学 学 等 主要 数学 分 支 的 原 梭 创 
新 .重大 成 就 的 妾 育 ,发 展 和 完善 的 历史 过 程 和 重要 数学 思想 。 穿 
插 介 绍 各 学 科 主 要 代表 人 物 的 思想 方法 与 其 治学 做 人 的 可 趴 之 
处 。 本 书 史 料 翔实 ,文字 简练 生动 ,数学 论证 严谨 易 懂 , 集 加 想 性 、 
知识 性 史料 性 于 一 地 ,是 提高 科学 文化 素质 和 增长 知识 的 理想 读 
本 ,可 作为 综合 大 学 与 师范 大 学 的 教材 , 亦 可 供 有 志 背 自学 。 
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车 拘 预 见 数 学 的 将 来 ,正确 的 方法 是 研究 
它 的 历史 和 现状 。 
一 一 庞 加 莱 


本 书 是 作者 在 中 国 科技 大 学 数学 系 .00 教学 实验 班 和 少年 班 
高 年 级 主讲 数学 史 课 程 的 讲稿 经 整理 编撰 而 成 的 。 著 书 的 初衷 是 
为 综合 大 学 或 师范 大 学 数学 等 专业 提供 一 部 可 读 性 与 可 教 性 都 比 
较 强 的 好 用 的 教材 ,同时 也 为 从 事 数学 工作 ,数学 教育 的 同志 和 数 
学 爱好 者 提供 一 部 参考 书 。 

几 千 年 的 数学 长 河 , 已 经 汇 成 人 类 的 智 右 之 海 ,其 主要 业 续 不 
是 这 么 一 本 小 书 可 以 包容 的 ,加 之 本 书 作 者 学 识 有 限 , 量 时 量力 ， 
只 能 选 钴 若干 主要 学 科 分 块 撰写 ,对 数学 史上 典型 的 事件 和 人 物 
进行 编 录 和 分 析 。 由 于 参阅 了 足够 多 的 史料 ,史实 似 不 会 失真 (个 
别 年 代 各 史料 其 说 不 一 ,大 体 上 误差 不 大 ) ,但 分 析 则 纯 属 作者 的 
个 人 行为 ,未 必 惟 确 , 和 失误 之 处 ,盼望 读者 和 行家 批评 指正 。 

全 书 共 分 10 章 ,各 章 主 要 内 容 如 下 。 

第 一 章 讲述 中 国 古 代 ( 从 上 古 ( 约 公元 前 2000 年 ) 到 14 世纪) 
数学 的 普 煌 成 就 ,其 中 商 高 定理 .圆周 率 的 近似 值 和 中 国 剩余 定理 
等 是 中 国 对 人 类 科学 的 重大 贡献 ;《 九 章 算术 }》 则 是 中 果 数 学 的 王 
牌 文献 ; 刘 , 祖 , 祖 , 僧 , 秦 , 杨 , 李 、 朱 是 世人 敬仰 的 八大 数学 家 ,他 
们 的 人 品 .才智 和 数学 成 果 皆 为 后 世 之 榜样 。 

可 悲 的 是 ,由 于 中 国 的 封建 政治 和 中 国 古 代数 学 的 弱点 ,从 
14 世纪 到 20 世 纪 初 ,中 国 数 学 基本 上 停滞 不 前 ,落后 于 西方 数学 
一 大 截 ,很 值得 我 们 搞 数学 的 同志 们 深思 ,以便 从 中 悟 出 中 国 数学 


N 


事业 振兴 的 正确 道路 ,把 中 国 尽快 建设 成 数学 强国 。 值 得 我 们 探 
讨 的 具体 历史 事件 很 多 ,例如 《庄子 ?中 日 :一 尺 之 村 ,日 取 其 半 ， 
万 世 不 竭 ," 这 已 经 是 无 穷 小 思想 的 萌芽 ; 刘 微 和 祖 蜡 在 研究 第 合 
方 盖 的 体积 以 及 建立 “ 刘 祖 等 矫 等 积 定理 "时 ,已 经 行 至 微 积分 站 
得 之 下 ,为 什么 不 再 迈 一 步 呢 ? 

第 二 章 讲述 古 希 腊 灿 烂 的 数学 成 就 和 第 一 次 数学 危机 , 毕 达 
哥 拉 斯 . 欧 刀 里 得 、 阿 基 米 德 和 阿波 罗 尼 斯 四 巨头 的 伟大 业绩 ,是 
人 类 永远 要 继承 的 宝贵 遗产 。 

毕 达 哥 拉 斯 功 过 兼备 ,他 乱 提 口号 ,打出 “万 物 皆 数 “( 他 的 数 
仅 指正 有 理 数 ) 的 旗 巾 ,引火 烧 身 ,成 了 第 一 次 数学 危机 的 始 作 俑 
者 。 当 然 数学 危机 是 好 事 ,第 一 次 数学 危机 使 人们 突破 了 正 分 数 
的 局 限 , 进 而 发 现 了 无 理 数 ,后 人 戴 德 金 等 数学 家 的 理论 工作 使 实 
数理 论 日 至 完善 。 

古 希 腊 数学 家 提出 规 尺 三 大 作 图 问题 (化 圆 为 方 , 倍 立方 和 三 
等 分 角 ) ,貌似 初等 ,引诱 人 们 不 停 巾 地 冲击 了 2000 余年 不 得 其 
解 ，- 直 等 到 近世 代数 与 数论 的 一 些 成 果 出 现 之 后 , 才 有 了 理论 依 
靠 而 得 证 三 大 作 图 题 用 无 刻 直 尺 和 圆规 是 不 可 解 的 。 这 正如 一 个 
人 委 了 钥匙 , 首 在 一 个 电线 杆 下 而 寻找 ,路 人 问 他 ,为 什么 不 到 别 
处 拒 找 ,失主 管 : 其 他 地 方 没有 路 灯 。 一 斧 数 学 的 “路 灯 " 打 开 得 多 
了 ,我 们 才能 找到 数学 遗 难 问题 的 解答 。 有 些 数学 问题 , 例如 
3x+ ! 问 题 `Ulam 猜想 之 类 ,在 它们 的 理论 根子 没 发 所 出 来 之 前 ， 
很 难 拔 得 动 。 理 论 (例如 算术 基本 定理 ,代数 基本 定理 、 微 积分 基 
本 定理 等 ) 的 指导 在 数学 中 是 首要 的 ,拒绝 理论 思维 ,过 分 强调 实 
上 践 不 是 数学 家 的 思想 作风 。 

第 三 章 讲述 解析 几何 的 历史 ,第 卡 儿 真 了 不 起 ,他 的 坐标 系 为 
现代 数学 搭建 了 懂 架 结构 ,而 解析 几何 则 使 初等 数学 寻 变 为 高 等 
数学 ,他 有 不 朽 名 言 : 

“一 切 问 题 可 以 化 为 数学 问题 ， 
一 切 数 学 问题 可 以 化 为 代数 问题 ， 
一 切 代数 问题 可 以 化 为 方程 求解 。” 


此 言 虽 有 华 偏 颇 , 但 很 多 时 候 确实 如 此 。 

在 笛 卡 儿 的 思想 和 传统 的 中 国 数学 思想 启发 下 ,我国 著 名 数 
学 家 吴 文 俊 , 张 景 中 等 人 在 几何 的 机 器 证 明 领 域 取得 了 世界 领先 
的 成 果 。 

笛 卡 邢 的 解析 用 何 和 数学 史上 任何 重大 成 果 一 样 ,并非 天 才 
人 物 的 突 发 奇想 或 空穴来风 ,都 是 在 数学 科学 的 历史 积累 之 中 孚 
育 的 ,例如 著名 的 “ 帕 波斯 问题 "对 币 卡 儿 的 启发 作用 功 不 可 没 。 

第 四 章 讲述 微 积 分 史 和 第 二 次 数学 危机 。 

微 积分 是 科学 史上 最 为 伟大 的 成 就 之 一 , 它 对 人 类 科学 技术 
的 进步 所 起 的 作用 ,无 论 如 何 评价 ,也 不 为 过 。 微 积分 的 成 果 是 牛 
顿 与 莱 布 尼 兹 “站 在 巨人 的 肩膀 上 "取得 的 ,例如 巴 罗 教 授 的 “微分 
三 角形 "等 就 是 点 燃 牛 顿 流 数 思想 的 火石 。 

牛顿 与 莱 布 尼 兹 虽 局 天 才 , 但 其 初创 的 微 积分 ,难免 带 有 新 生 
几 的 稚气 和 表达 缺 从 ,当初 连 他 们 自己 也 说 不 清楚 流 数 的 定义 及 
其 有 关 推 理 是否 严 格 ( 当时 其 实 是 不 严格 的 ) ,在 伯 克 莱 的 发 难 面 
前 ,显得 十 分 被 动 , 引 起 了 第 二 次 数学 危机 。 对 此 本 书 做 了 不 偏 不 
简 的 分 析 评 述 ,并 阐述 在 以 后 的 两 百 多 年 里 ,各 路 数学 家 是 如 何 加 
微 积 分 的 基础 的 。 

在 数学 的 历史 上 ,此 种 危机 现象 已 多 次 发 生 , 例 如 i= V1 的 
出 现 曾 被 人 贬 为 “诡辩 量 ”, 用 它 进行 运算 时 感到 “道德 上 的 折磨 ”; 
罗 巴 切 夫 斯 基 提 出 非 欧 几何 时 ,大 多 数 数学 家 认为 这 种 几何 是 " 芒 
唐 透 顶 的 伪 科 学 ”。!9 世纪 传 里 什 创 立 三 角 函 数 时 的 情景 如 出 一 
簿 ,由 于 基础 不 牢 , 弄 得 传 里 叶 的 稿子 多 次 审查 都 通 不 过 而 通 稿 ， 
后 来 还 是 狄 里 克利 给 出 便 氏 级 数 收敛 性 定理 才 算 成 功 ,应 证 了 达 
兰 贝尔 的 名 言 :“ 向 前 进 ,你 就 会 产生 信念 。 

第 五 章 讲述 离散 数学 史 和 第 三 次 数学 危机 。 一 则 好 似 笑话 的 
罗素 悖 论 , 弄 得 天 才 数学 家 康 托 尔 的 集合 论 不 能 自 加 其 说 , 惹 出 第 
三 次 数学 危机 ,直到 朴素 集合 论 晓 变 为 公理 集合 论 时 , 才 平 息 了 龙 
动 一 时 的 第 三 次 数学 危机 。 敢 问 :是否 还 会 有 第 四 次 乃至 第 n+ 1 
次 数学 危机 呢 ? 


由 


得 德尔 是 古今 数学 家 中 最 具 思想 家 气质 的 一 位 哲人 ,他 提出 
不 可 判定 的 所 谓 “ 哥 德尔 命题 ”, 一 举 推翻 了 20 世纪 鼓舞 人 心 的 
“ 希 尔 伯 特 纲领 ”, 答 似 哺 天 霹雳 般 凉 醒 了 20 世纪 一派 升平 乐观 的 
数学 四 ,大 家 不 得 不 承认 公理 系统 中 未必 是 无 矛盾 的 太平 盛世 。 

图 灵 定 义 了 什么 是 计算 ,而 库 克 和 卡 普 则 开发 出 一 个 所 请 
NPC 问题 集团 ,计算 机 数学 而 临 着 严 酝 的 挑战 。 

数论 与 代数 中 的 谱 多 短 难 问题 是 否 与 计算 复杂 度 或 不 可 判定 
性 理论 有 关系 呢 ? 

第 六 章 讲述 复 变 与 实 变 函数 论 以 及 变 分 法 与 泛 函 分 析 的 历 
中。 

复 变 函 数论 被 汶 为 19 世纪 数学 的 享受 ,是 纯 数 学 与 应 用 数学 
中 最 为 优秀 的 理 沦 系 统 之 一 。 

外 和 尔 斯 特 拉 斯 等 人 构造 了 点 点 连续 但 点 点 不 光滑 的 函数 实 
例 , 皮 亚 拿 则 给 出 一 条 能 装 满 一 个 正方 形 (或 长 方形 ) 的 若 当 曲 线 ， 
种 种 鬼怪 式 的 函数 使 得 人 们 党 得 还 需要 对 实 变 函 数 进行 更 细 数 的 
探讨 ,进而 发 展 出 实 变 函 数论 这 样 一 个 深刻 精彩 的 主要 研究 可 测 
本 数 与 各 种 积分 理论 的 数学 分 支 。 

伯 努 利家 族 提出 的 速 降 线 与 齿 链 线 问 题 的 挑战 , 促 生 了 变 分 
法 与 泛 函 分 析 两 个 现代 学 科 。 泛 函 方法 则 是 现代 数 分 方程 研究 的 
最 重要 的 数学 手段 之 一 ,例如 广义 函数 与 不 动 点 定理 等 ,是 研究 非 
线性 方程 解 的 存在 唯一 性 的 理论 基础 。 
第 七 章 讲述 微分 方程 史 ,分 别 介绍 常 微分 方程 .党 微分 方程 定 
性 理论 和 偏 微 分 方程 的 发 展 轨 迹 。 
一 则 表达 简洁 的 获 卡 提 方 程 
和 


dz 
的 求解 问题 难 住 了 包括 欧 拉 和 莱 布 尼 效 在 内 的 众多 著名 数学 家 ， 
150 余年 不 得 其 解 ,直到 1841 年 刘 维 尔 证 明 黎 卡 提 方 程 一 般 不 存 
在 初等 函数 的 积分 表达 的 解 , 才 使 人 位 求 通 解 的 奢望 开始 收 伍 , 转 
向 方程 的 适 定性 研究 。 从 19 世纪 开始 ,以 庞 , 李 , 班 . 白 4 位 杰出 
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和 二 
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数学 家 为 首 ,开展 了 运动 稳定 性 和 定性 理论 的 研究 ,后 来 ,苏联 的 
力学 家 安 德 罗 诺 大 和 言 人 数学 大 师 庞 特 列 雅 金 建立 了 结构 稳定 性 
理论 。 随 着 定性 理论 的 发 展 , 冲击 希 尔 伯 特 第 16 问题 的 势头 风 起 
云 涌 ,20 世纪 50 年 代 , 苏 联 权 威 学 者 发 表 文 章 说 二 次 系统 的 极限 
环 最 多 者 恰 3 个 ,一 时 间 为 之 猴 动 。1976 年 ,中 国 数学 家 们 给 出 
有 4 个 极限 环 的 二 次 系统 的 实例 ,于 是 得 出 二 次 系统 的 极限 环 个 
数 最 多 者 不 少 于 4 个 ,但 至 今 未 证 明 或 反 了 驶 存 有 5 个 极限 环 的 二 
次 系统 。 至 于 高 次 多 项 式 系统 的 极限 环 个 数 问 题 , 倒 怕 不 是 近期 
可 以 解决 的 。 

非 线性 方程 中 的 内 容 非 常 之 丰富 ,对 于 哈密 顿 系统 ,20 世纪 
建立 了 最 富 盛 名 的 KAM 定理 ,从 常 微分 方程 的 定性 理论 培 变 出 一 
个 富有 生命 力 的 数学 分 支 一 微分 动力 系统 。 

微分 方程 是 一 个 十 分 有 用 又 十 分 有 魅力 的 学 科 。1917 年 和 
1925 年 两 次 出 任 法 兰 西 共和 国 总 理 的 班 勒 卫 博士 对 微分 方程 有 
深入 研究 和 重要 贡献 .他 是 法 国 著名 数学 家 ,巴黎 科学 院 院士 ， 
1920 年 曾 访问 北京 大 学 并 对 中 国 的 科学 研究 提出 了 建设 性 意见 。 

偏 微分 方程 是 数学 的 中 心 学 科 之 一 。 人 们 对 热传导 .电磁 场 
和 苹 振动 等 物理 问题 建立 的 数学 模 末 开 创 了 近代 仿 微 分 方程 的 研 
究 , 候 里 叶 为 解 热传导 问题 发 明 函 数 的 三 角 级 数 展 开 方法 ,以 此 
级 数 为 工具 , 求 得 了 不 少 重要 的 线性 偏 微分 方程 的 解 ,三角 级 数 是 
19 世纪 最 精彩 的 数学 创造 之 一 。 

对 偏 微分 方程 有 英 基 性 贡献 的 一 位 传奇 式 人 物 是 柯 瓦 列 夫 斯 
卡 雅 ,她 对 非 线性 偏 微分 方程 组 的 柯 西 问题 建立 是 证 明了 解析 解 的 
存在 唯一 性 定理 ,还 因 成 功 解决 有 “百年 数学 水 妖 " 之 称 的 关于 刚体 
绕 定点 转动 规律 问题 而 获 法 国 科学 院 大 奖 ,这 一 问题 把 很 多 大 数学 
家 难 住 达 上 百年 ; 柯 瓦 列 夫 斯 卡 雅 的 道德 文章 是 今天 每 个 有 志 科学 
研究 的 年 轻 朋友 的 榜样 ,她 的 名 言 则 是 敌人 做 学 问 的 信条 : 

“说 你 知道 的 话 ， 
干 你 应 干 的 事 ， 
成 为 你 起 做 的 人 。” 


岗 


第 八 章 讲述 《几何 原本 ?的 内 容 和 罗 巴 切 夫 斯 基 等 人 非 欧 几何 
的 工作 成 就 . 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 是 数学 史上 影响 最 为 深远 的 
名 著 , 至 今 它 的 主要 内 容 仍 列 人 中 学 生 的 必修 课 。 《几何 原本 ) 中 
的 第 五 公设 在 数学 史上 惹 出 了 极 大 的 麻烦 ,证 又 证 不 明 ,接受 起 来 
又 不 情愿 ,于 是 有 人 考虑 什么 样 的 两 条 直线 平行 ? 三 角形 的 内 角 
和 究竟 是 多 少 度 等 深刻 的 人 问题 ,出 现 了 与 欧 几 里 得 相左 的 所 谓 非 
欧 几 何 ( 也 称 为 反 欧 几何 )。 于 是 相反 相 成 .是 非 并 存 的 几何 同时 
在 数学 中 流通 , 搞 非 欧 几 何 的 革新 家 的 才智 和 胆量 (也 有 胆 愤 的 ， 
例如 伟大 的 数学 家 高 斯 ) 实 为 近世 数学 界 的 骄傲。 

第 九 章 讲述 不 确 性 数学 ,主要 谈 概 率 与 混沌 两 个 学 科 。 

概率 论 是 从 诸如 掷 仍 子 .分 赠 本 之 类 不 人 大 雅之 堂 的 事情 人 
手 渐渐 发 展 出 来 的 ,但 它 的 大 数 定律 和 中 心 极限 定理 却 是 现代 数 
学 当中 最 为 高 雅 .最 富 哲 理 和 有 广泛 用 途 的 数学 理论 之 一 ,能 从 随 
机 事件 中 找 出 确定 的 规律 性 ,这 种 数学 确实 生动 诱 人 。 

混沌 是 20 世纪 四 大 科学 成 就 之 一 , 另 3 个 是 量子 力学 、 相 对 
论 和 电子 计算 机 。 泥 沌 是 确定 性 系统 中 变化 极端 复杂 和 行为 不 可 
预测 的 同 义 语 , 作 为 极 现代 (1975 年 混沌 作为 数学 名 词 普 次 出 更 ) 
的 数学 概念 则 是 指 轨 线 对 初 值 的 敏感 .拓扑 传递 和 有 处 处 箱 审 的 
周期 点 等 内 涵 丰 富 的 一 种 数学 表现 。 正 如 科学 家 格 莱克 所 说 ; 混 
沌 排除 了 拉 普 拉 斯 决定 论 的 可 预测 性 的 狂想 。” 泥 沌 之 父 次 伦 兹 形 
象 地 找 述 混沌 说 : “巴西 境内 的 一 只 蝴蝶 肩 动 怒 膀 , 可 能 引起 德 克 
萨 斯 州 的 一 场 龙 卷 风 。” 

第 十 章 讲述 历史 上 各 数学 学 派 的 主张 和 代表 人 物 的 思想 以 及 
各 派 间 的 争论 。 涉 及 什么 是 数学 ,数学 为 什么 要 证 明 , 纯 数 学 与 应 
用 数学 有 理 高 低 贵 贱 之 分 、 数 学 家 是 些 什么 人 等 问题 。 

希望 本 书 能 使 想 做 数学 家 的 年 至 朋 友 得 到 茶 些 启发 与 借鉴 ， 
学 习 午 顿 和 高 斯 等 从 何 处 下 手 找到 切 人 点 ,来 创造 新 的 概念 和 理 
论 .学习 栖 西 和 外 尔 斯 特 拉 斯 等 如 何 对 一 门 不 够 严格 的 新 生 数 学 
分 支 进 行 理论 装修 。 本 书 作 者 也 祝愿 不 想 以 数学 为 职业 的 读者 喜 
次 数学 , 读 一 些 数学 史上 的 名 人 名 言 。 事 实 上 ,数学 是 一 种 高 层次 


区 
文化 ,可 以 提高 我 们 的 文化 修养 和 科学 素质 。 数 学 会 使 人 人 上瘾, 即 
使 你 想 驱除 它 , 也 别 指望 真 的 能 驱除 得 了 。 数 学 的 历史 和 你 本 人 
的 体验 一 定 会 证 明 这 一 点 。 但 愿 这 本 书 能 成 为 你 永远 的 好 朋友 。 
本 书 是 中 国 科 学 技术 大 学 教材 审批 委员 会 组 织 的 指令 性 选 


题 ,作者 对 中 国 科学 技术 大 学 数学 系 各 教务 处 对 本 书号 作 的 支持 
深 表 感谢 。 


王 树 杀 
2003 年 1 月 
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第 一 章 ”辉煌 的 中 国 古 代数 学 


周公 问 于 商 高 辐 ; 夫 天 不 可 阶 而 升 ,地 不 可 得 尺寸 
而 度 , 请 问 数 安 从 出 ?” 商 高 答 上 日 ;“ 句 广 三 , 股 修 四 , 径 隔 
五 。” 
一 一 《 周 体 算 经 》 
中 华 民族 ,善良 勘 奋 , 容 智 机 敏 ,数学 科学 乃 我 之 所 长 。 队 公 
元 前 20 世纪 到 14 世纪 ,上 下 3000 多 年 之 间 , 我 国 在 数学 科学 上 
取得 了 丰硕 成 果 , 为 人 类 的 科学 文化 做 出 辉煌 贡献 ,不 朽 的 数学 典 
籍 不 可 届 指 而 数 , 著 名 者 即 有 11 部 ， 
《 周 何 算 经 》 ”《 九 章 算术 》 《海岛 算 经 》 
《孙子 算 经 》 ”《 张 印 建 算 经 》《 五 曹 算 经 》 
《五 经 算术 》 ”《 辑 古 算 经 》 《 数 术 记 遗 》 
《 夏 伐 阳 算 经 》 《 数 书 九 章 》 
其 中 以 《 周 钥 算 经 》 为 最 早 , 以 《4 九 章 算术 》 和 《 数 书 九 章 ) 为 最 优 。 
出 于 中 国 古 代数 学 家 之 手 的 重要 数学 成 果 非 常 之 多 ,其 中 有 
不 少 是 里 程 碑 式 的 成 就 ,例如 : 
(1) 商 高 定理 ( 勾 股 定理 ); 
(2) 刘 微 与 祖冲之 的 圆周 率 近 似 值 ; 
{3) 祖 旺 定 理 ; 
(4) 一 行 的 二 次 不 等 距 内 播 法 ， 
(5) 秦 九 帮 的“ 大街 求 一 术 “( 中 国 剩余 定理 ); 
(6) 杨 辉 三 角 ; 
(7) 李 冶 的 天 元 术 ; 
(8) 朱 世 杰 的 四 元 术 与 高 阶 等 差 级 数 ,等 。 
其 中 魏 国 人 刘 徽 (263 年 ) 为 求 « 而 发 明 的 " 岩 圆 术 ” ,战国 时 
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代 惠 施 的 名 言 ， 一 尺 之 杆 , 日 取 其 半 ,万 世 不 竟 。 和 《 九 章 算术 } 中 
的 名 题 ; "女子 善 织 ,日 自 倍 "( 即 1+72+22+…+2"+…) 马 经 来 到 
极限 ,无穷 小 量 和 发 散 几何 级 数 的 大 门口 , 差 一 步 就 可 以 登 堂 和 人 室 
了 ;更 有 宰 量 与 刘 微 的 “等 血 等 积 定理 "日 :“ 夫 释 棋 成 立 积 , 隶 短 
势 既 同 , 则 积 不 容 异 。 说 的 是 两 立体 被 任 取 定 的 平行 于 给 定 平面 
的 平面 所 截 , 若 两 方 截面 面积 ( 靠 ) 相 等 , 则 两 立体 体积 相等 。 刘 祖 
定理 与 现代 微 积分 中 的 定 积分 思想 是 一 致 的 ,用 现在 的 符号 可 以 
把 “等 韩 等 积 定理 " 改 述 成 , VW, 与 VW 是 两 立体 之 体积 ,平行 于 yoz 
平面 的 平面 截 与 V; 所 得 的 截面 面积 4(*)= 4stx),xELa, 
5], 则 


二 在 
y= [aas = joydz = 到 


中 。 与 6 分 别 是 两 立体 的 最 低 点 与 最 高 点 高 度 ( 设 * 轴 与 水 平 
面 垂直 )。 
是 什么 原因 阻碍 了 中 国 数学 家 走 到 微 积 分 的 门槛 却 止 步 了 呢 ? 
本 章 撕 最 次 限 的 成 就 展示 我 国 古代 数学 家 的 工作 思路 ,技巧 ， 
也 讲 先 右 们 的 人 品 与 个 性 ,同时 分 析 我 国 古代 数学 的 弱点 和 入 文 
社会 意义 下 使 得 中 国 数学 兴衰 的 原因 。 


1 《 周 体 算 经 ) 与 勾 股 定理 


1.1 勾 股 定理 


我 国 古代 能 计算 一 些 特殊 图 形 的 面积 和 特殊 立体 的 体积 ,更 
有 刘 微 及 《 九 章 算术 》 中 众多 实际 问题 的 计算 ,第 得 益 于 勾 肌 定理 
之 助 ,所 以 有 “几何 即 匆 股 "的 口头 浪 , 一 语 道破 勾 股 定理 对 于 几何 
学 研究 之 重要 性 。 事 实 上 ,时 至 今日 ,不 论 是 初等 数学 还 是 高 等 数 
学 ,如 果 欲 从 其 中 选举 一 个 不 可 或 缺 的 重要 定理 ,大 多 数 明白 人 还 
是 会 投 勾 股 定理 的 票 。 初 等 数学 自 不 待 说 ,就 是 以 微 积 分 为 骨干 
的 高 等 数学 , 谁 敢 说 他 不 靠 勾 股 定理 就 可 以 进行 计算 与 证 明 ! 例 


了 


如 强 微 分 公式 的 导出、 方向 导数 的 计算 、 昌 面 法 线 的 方 负 余弦 进而 
求 申 面 面 积 等 ,不 都 是 靠 勾 股 定理 为 主要 工具 完成 的 吗 ? 

在 色 股 定理 的 发 现 与 证 明 过 程 中 ,我 国 古代 数学 家 荔 不 可 没 。 

中 国 关 于 勾 股 定理 的 记载 首 见 于 《 周 铂 算 经 》。《 周 铂 算 经 ) 是 
中 国 古 代 ( 公 元 前 200 年 左右 ) 一 部 天 文学 著作 ,作者 已 不 可 考 。 
钼 是 股骨 , 周 体 是 周 朝 测量 日 光影 长 的 工具 ,长 8 尺 ,这 种 记录 很 
值得 推 蔽 ,即使 是 牛 的 大 眼 骨 ,也 没有 这 么 长 ,可 能 是 几 根 牛 的 或 
人 的 大 腿 骨 捆 接 在 一 起 做 成 的 。 

周公 其 人 , 身 为 西周 宰相 ,多 才 多 艺 , 既 能 事 君 主治 臣民 ,又 能 
至 鬼 神 观 天 相 , 他 曾 向 长 于 计算 的 商 高 问 及 测算 天 高 之 事 , 商 高 官 
至 “ 史 策 " 级 , 即 后 来 的 太史 令 ,负责 星相 观测 和 祭 天 事 仪 ,也 带头 搞 
些 占卜 迷信 活动 ,周公 与 商 高 恬 西 周 初 年 的 要 人 ,有 距 今 约 3000 多 年 
了 。《 周 牌 算 经 ) 卷 首 记 述 了 一 自在 数学 史上 极 有 地 位 的 对 话 ， 

周公 间 商 高 :天 没有 阶梯 可 以 攀登 ,地 没有 尺子 可 以 度量 ,请 
问 怎么 求 得 天 之 高 地 之 广 呢 ? 商 高 回答 说 : 按 色 三股 四 弦 到 的 比 
例 去 算 。 见 图 1.1。 


S(tH) 


图 1.1 


由 周 面 二 人 的 对 话 可 以 推测 当时 商 高 可 能 知道 一 点 有 关 三 角 
形 相 似 的 道理 ,当时 的 钵 为 8 尺 , 即 BC = 8,A 4BC 中 三 边 之 比 为 
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AC: BC: AB =3:4:5。 

又 因为 

即日 高 为 钥 高 8 尺 乘 以 地 长 4D 再 除 以 角 之 影 长 4C =5 尺 。 但 4 
怎么 测 出 昵 ?可 见 商 高 用 这 种 办 法 想 测 日 高 是 不 可 能 实现 的 。 

《局 体 算 经 》 上 又 把 “ 勾 三 股 四 弦 五 ”推广 成 商 高 定理 : 

“ 求 斜 至 日 者 ,以 日 于 为 勾 , 日 高 为 股 , 勾 股 各 自习 ,并 以 开 方 
除 之 ,得 斜 至 日 ”。 

用 现在 的 话说 就 是 直角 三 角形 斜 边 之 长 是 两 直角 边 平方 和 的 
算术 平方 根 。 至 此 ,在 我 国 经 典 著作 中 一 般 形式 的 勾 股 定理 已 明 
确 地 载 人 史册 ,后 人 称 其 为 商 高 定理 , 古 希 腊 人 则 称 其 为 毕 达 格拉 
斯 定理 ,现代 称 其 为 匀 股 定理 。 


1.2 义 股 定理 的 证 明 


商 高 和 《有 周 姐 算 经 》 并 未 给 出 勾 股 定理 的 和 证明, 我 国 证 明 勾 股 
定理 的 第 一 人 是 赵 麦 ; 赵 严 字 看 卿 , 东 吴 人 ,生平 不 详 , 约 生活 于 公 
元 3 世纪 初 ,他 学 识 浏 博 , 熟 读 《 周 仲 算 经 ) 并 为 之 做 序 ,在 赵 的 《 周 
体 算 经 序 》 中 说 :“ 爽 以 暗 南 ,才学 浅 昧 ,人 负 薪 余 日 , 聊 观 局 钥 。 其 谦 
撑 和 洲 的 品格 令 人 钦佩 。 他 冤 重 局 公 , 严 格律 已, 赵 说 :“ 周 公 位 居 
冢 宁 , 德 则 至 圣 , 尚 卑 已 以 自 牧 ,下 学 而 上 达 , 况 乎 凡 乎 ?" 赵 栾 要 求 
自己 "不 能 自 料 , 则 访 之 贤 者 ,” 在 做 学 问 上 他 主张 “ 累 思 ”, 即 反复 
深入 地 思考 ,他 说 ;“ 累 , 重 也 , 若 诚 能 重 栋 轴 之 , 则 达 至 微 之 理 。 他 
要 求 自己 “ 言 约 旨 远 , 问 一 事 而 万 事 达 。” 

赵 素 对 色 股 定理 给 了 一 个 高 水 平 证 明 , 见 图 1.2, 这 几乎 是 一 
篇 “无 字 论 文 ” ,构思 之 巧妙 ,推理 之 严格 、 之 简洁 , 令 千 载 后 人 为 之 
叫绝 。 阮 元 在 《4 暑 人 传 》 中 称 赵 爽 的 工作 “精深 简 括 , 诚 算 氏 之 最 
也 。” 从 起 于 的 图 1.2 可 以 看 出 ,正方 形 4BCD 的 面积 是 4 个 “ 朱 
《 红 ) 实 "加 上 一 个 “ 黄 实 ”, 即 


= (Fob) x4+ 8-a) = e+ 


图 1.2 

即 直角 三 角 堪 A 4ED 的 斜 边 之 平方 等 于 其 两 直角 边 平方 和 。 

以 时 间 之 先后 而 论 , 证 明 勾 股 定理 的 第 一 人 基 古 希腊 的 毕 达 
哥 拉 斯 (Pythagoras, 约 公元 前 580 年 至 公元 前 500 年 ), 我 国 发 现 勾 
股 定理 比 希 腊 早 500 年 左右 ,证 明 勾 股 定理 比 古 希腊 晚 800 年 左 
右 。 在 毕 达 哥 拉 斯 之 后 ,各 国 数学 家 给 出 370 多 种 载 人 史册 的 证 
明 , 其 中 古 希 得 的 欧 凡 里 得 (Eucid, 约 公元 前 330 年 至 公元 前 275 
年 ) 给 出 了 一 个 称 为 “新 娘 的 椅子 ”(The bride's chair) 的 证 明 , 见 图 
1.3, 记 载 于 《几何 原本 》 第 一 卷 ( 第 47 定理 )。 可 以 看 出 , 欧 氏 的 
“新 娘 的 椅子 "不 如 赵 诡 的 “ 朱 实 黄 实 " 那 么 精美 易 懂 。 

事实 上 ,不 难看 出 
4C2= b=2A JAB= 
2 人 4CD = 长 方形 ADKL 


同 理 知 
BC? = a? = 长 方形 BEKL 
于 是 
AC? + BC? = 长 方形 ADKL + 长 方形 BEKL = 正方形 ABED = c?。 
1876 年 ,美国 第 二 十 届 总 统 加 菲尔德 (J., A. Garfield, 1831 一 
1881) 给 岂 了 另 一 个 勾 股 定 埋 的 精彩 证 明 如 后 1.4 所 示 。 


图 1.3 
7 
a 加 
图 1.4 


事实 上 ,梯形 面积 为 AI + 人 了 + 和 本 ,于 是 
Cat+b)x(ath)xi= 
二 十 x2+ 浊 
故 得 q+bi=e? 
这 位 总 统 给 出 的 证 明 图 形 之 简明 ,计算 之 便捷 确实 有 总 统 级 
水 平 。 


1.3 人 义 股 数 
满足 方程 x*+ 内 = 妇 的 3 个 正 整 数 x,y,z 称 为 勾 股 数 。 
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1.5 是 美国 哥伦比亚 大 学 普 林 顿 (G.A. Plinpion) 收 藏 馆 第 
322 号 文物 ， 原件 是 十 巴比伦 人 用 攀 形 文字 写 在 泥 板 上 的 , 制 成 时 
间 大 约 为 公元 前 1900 年 至 公元 前 1600 年 。 纠 比 伦 是 四 大 文明 古 
之 一 ( 另 三 国 是 埃及 、 印 度 和 中 国 ), 位 于 两 河 ( 幼 发 拉 底 河和 底 
客 里 斯 河 ) 平 原 ( 今 伊拉克 }。 巴 比 伦 人 民 对 世界 数学 有 过 杰出 贡 
献 , 例 如 公元 前 15 世纪 就 会 计算 矩形 ,直角 三 角形 .梯形 的 面积 和 
平行 六 面体 的 体积 ,知道 使 用 色 股 定理 , 比 中 国 早 600 年 左右 发 现 
勾 股 定理 。 图 1.5 中 的 两 列 数字 是 直角 三 角形 的 斜 边 与 直角 边 的 
长 ,相应 的 勾 股 数 表 见 表 1.1。 至 于 图 1.5 中 的 数 表 是 何人 何 地 何 
日 所 做 ,今日 他 的 后 代 又 是 何人 ,已 不 可 考 ,但 它 说 明 巴 比 伦 人 之 
中 不 乏 绝顶 聪明 者 ; 古 印度 的 《 喘 陀 经 }》 中 也 记载 了 勾 股 定理 ,他们 
发 现 的 勾 股 数 表 为 ; 


岂可 


(3,4,5), (12,16,20), {8,15,17), 
(15,36,39), (5,12,13), {15,20,25), 
(12,35,37)。 


161( 15921) 
1771 


图 1.5 
《 喘 陀 经 } 中 记载 勾 股 定理 的 所 谓 《 绳 法 经 》, 成 书 于 公元 前 8 
世纪 至 公元 前 2 世纪 。 


表 1.1 
a 了 ¢ a v 
mm 99 1 到 5 
3456 3367 4825 64 7 
4800 4601 56649 75 32 
13500 12709 18541 125 5 
72 5 Ea 9 4 
360 319 48] 2 9 
2700 2291 354] $4 25 
%0 了 1249 2 15 
600 481 739 5 2 
6480 4961 3161 81 如 
如 本 75 2 1 
2400 1679 2929 将 25 
240 164 289 15 8 
2700 ml 3229 50 27 
9 56 106 9 5 


1938 年 发 据 出 《开罗 数学 草 纸 书 》, 考证 得 知 此 书写 于 公元 前 

300 年 左右 ,上 写 有 勾 股 数 3 组 : 
(3,4,5),(5.12.13),(20,21,29) 

且 给 出 验证 《开罗 数 学 草 纸 书 》F 有 下 列 两 题 : 

(1) 一 梯 10( 腕 ) 尺 长 , 梯 足 至 墙 6 尺 , 求 梯子 可 达到 的 高 度 。 

(2) 一 长 方形 面积 0 平方 尺 . 对 角 长 13 尺 , 求 长 与 宽 。 

由 此 种 题目 可 知 古 埃及 人 对 勾 股 定理 已 心 知 肚 明 , 且 能 实际 
应 用 它 ,埃及 的 勾 股 定理 见 诸 文 字 的 时 间 和 中 国 的 《4 周 甬 算 经 成 
书 时 间 大 致 相同 。 

古 希 腊 柏 拉 图 (公元 前 380 年 ) 给 出 公式 

(2m)2+(m 1)2=(m+lD2 {m 为 自然 数 ) 

得 出 无 数组 勾 股 数 


加 


2mm —1,m +1) (1.D) 
w+( 守 下 -只 下 0m 
得 则 无 数组 色 股 数 
(m4 (1.2) 


但 公式 (1.80) 与 公式 (1.2) 并 来 包 含 一 切 勾 股 数 。 


2 中 国 古 代 最 优秀 的 数学 经 典 
一 一 《 九 章 算术 》 


《 九 章 算 术 } 是 我 国 古代 数学 成 就 之 集大成 者 , 它 是 何 年 何 地 
何人 所 写 , 尚 无 定论 ,大 约 是 汉代 人 之 作 ,作者 亦 未 必 是 一 人 ,后 经 
刘 微 等 人 作 注 , 现 在 我 们 见 到 的 《 九 章 算术 》 多 为 刘 注 本 。 

《 九 章 算术 》 全 书 分 为 9 着 ,事实 上 , 它 是 由 246 道 题 组 成 的 一 
本 算术 习题 集 ,每 题 的 已 知 条 件 是 具体 的 数目 ,不 谈 一 般 情 形 的 相 
应 问题 ,各 题 之 间 亦 不 追求 数理 上 的 联系 。 题 旧 的 陈述 十 分 简洁 ， 
不 加 任何 解释 。 

每 题 之 后 有 两 则 极 简短 的 作 注 者 附 言 , 一 是 “ 管 日 ”, 一 是 “ 术 
日 ”:“ 管 日 "给 出 答案 ,“ 术 日 "论述 具体 计算 过 程 或 方法 。 

除 刘 微 外 ,南北 朝 的 祖冲之 . 祖 是、 甄 弯 、 徐 岳 , 唐 代 的 李 淳 
风 , 北 宋 的 贾 宪 , 南 宋 的 杨辉 , 清 代 的 焦 循 、 李 浇 等 人 ,都 对 《 九 章 算 
术 》 做 过 妙 注 。 

由 于 《 九 章 算术 》 内 容 丰 富 多 彩 ,已 译 成 俄 , 德 .日 , 英 等 多 种 文 
字 在 全 世界 出 版 发 行 ,对 进 界 数学 教育 和 数学 科学 产生 了 可 观 的 
积极 作用 。 ， 

由 于 《 九 章 算术 } 题 文 用 古 汉 语 写 出 ,下 面 对 其 词语 做 必要 的 
注释 ,县 对 题目 的 解法 用 现在 的 数学 表达 方式 做 了 一 些 点 评 ,用 
[注解 ] 标 出 ;题目 从 (D 到 (246) 加 了 编号 ( 题 且 的 标点 及 简化 汉字 
为 现代 人 所 为 [0)。 


第 一 卷 方 田 
[注解 ] 方 田 即 计算 田地 的 面积 。 
(1) 今 有 方 田 广 十 五 步 , 纵 十 六 步 , 问 为 田 几何 ? 
[注解 ] 广 即 宽 , 纵 即 长 , 方 田 指 长 方形 田地 。 所 以 其 面积 为 
(一 步 等 下 5 尺 ) 
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长 x 宽 = 翅 x 电 =60( 平 方 次) = ! 高 。 

算 形 面积 等 于 长 科 宽 这 一 数学 金 委 在 现代 数学 中 水 有 大 用 ， 
在 定 积分 | Kx)dz 的 定义 中 /名 )A 就 是 广 为 Aw ,级 为 7 的 
一 个 小 息 形 之 面积 。 

(2) .3) .(4) 三 题 与 (1) 题 雷同 , 只 是 具体 数据 有 变 ,和 为 有 


田 广 a, 纵 避 , 问 为 田 几 何 ?” 这 种 题 型 。 
(5) 今 有 十 八 分 之 十 二 , 问 约 之 得 几何 ? 


[注解 ] 此 题 潮 二 = 之 ,我 古代 先 人 在 2000 年 以 前 已 知 分 数 约 
分 方法 与 既 约 分 数 的 概念 。 

(6) 题 与 (5) 题 是 同一 题 型 ,反映 了 汉代 数学 家 已 能 判定 两 整 
数 互 素 (婚约 )。 

(7) 仿 有 三 分 之 一 ,五 分 之 二 , 问 合 之 得 几何 ? 

(8) 又 有 三 分 之 二 ,七 分 之 四 , 九 分 之 五 , 问 合 之 得 几何 ? 

(9) 又 有 二 分 之 一, 三 分 之 二 ,四 分 之 三 ,五 分 之 四 , 问 合 之 得 
几何 ? 
注解 ] 这 3 个 题 是 分 数 加 法 ,反映 了 当时 已 掌 手 了 通 分 ( 即 最 
小 公 代数 ) 的 分 数 加 法 技术 。 
(10) 今 有 九 分 之 八 , 减 其 五 分 之 一 , 问 余 几何 ? 
411) 又 有 四 分 之 三 , 减 其 三 分 之 一 , 问 余 由 何 ? 
注解 “三 其 " 指 “ 减 去 ”, 不 是 名 减 去 号 的 十。 这 两 题 是 分 数 
减法 ,当时 已 掌握 分 数 减法 的 技术 。 
(12) 今 有 八 分 之 五 ,二 十 五 分 之 十 六 , 间 装 多 ? 多 几何 ? 
注解 ] 分 数 大 小 比较 与 分 数 茂 法 。 
(13) 题 (14) 题 与 (12) 题 是 同一 题 型 。 
(15) 今 有 三 分 之 一 ,三 分 之 二 ,四 分 之 三 , 问 减 多 益 少 ,各 几何 
而 平 ? 


注解 ]" 减 多 益 少 ", 把 多 的 减 去 一 些 给 小 的 数 加 上 ;各 几何 


了 了 


而 平 ", 各 个 数 诚 去 几 或 加 上 几 而 得 平均 值 ;可 先 求 三 个 分 数 的 和 
均值 ,再 求 各 数 与 平均 值 的 差 

(416) 题 与 (15) 题 是 同一 题 型 。 

(7) 今 有 七 人 ,分 作 钱 三 分 钱 之 一 , 问 人 得 用 何 ? 
注解 ] 八 钱 三 分 钱 之 一 " 即 8 村 钱 。 
(18) 又 有 三 人 三 分 人 之 一 ,分 六 钱 三 分 钱 之 一 ,四 分 钱 之 三 ， 
问 人 得 几何 ? 
注解 (6 二 + 守 ) :3 于 =2 吉 ( 钱 )。 
(9) 今 有 图 雍和 步 之 四 , 负 五 分 步 之 三 , 问 为 田 几 何 ? 
注解 (20) ~ (24) 各 题 与 (19) 题 是 同一 题 型 ,运算 上 滨 分 数 
敢 法 ,至 此 知 当时 已 掌握 分 数 的 加 城池 . 除 四 则 运算 。 


, 广 十 二 步 , 正 纵 二 十 一 步 , 间 为 田 几 何 ? 
” 即 三 急 形 田 ,“ 正 纵 ” 指 三 角形 的 高 ,“ 广 " 指 三 角 


形 的 底 边 长 。 


(26) 题 与 (25) 题 为 同一 题 型 ,当时 已 知 三 角形 而 积 = 
x 高 。 
《27) 今 有 斜 田 , 一 头 广 三 十 步 ,一 头 广 四 十 二 步 , 正 纵 六 十 到 
步 , 问 为 田 几何 ? 

[注解 ]* 斜 图" 即 梯形 田 “ 一 头 ”“ 一 头 "分 别 指 梯形 的 上 下 
底 ,“ 正 纵 ” 为 梯形 的 高 ,当时 已 知 


梯形 而 积 = 十 ( 上 底 长 + 下 底 长 ) x 高 


《28) 又 有 斜 田 , 正 广 六 十 五 步 ,一 畔 纵 一 百 步 ,一 畔 纵 七 十 二 
步 , 间 为 田 几 何 ? 

[注解 ]* 正 广 * 指 真 角 梯 形 的 高 ,一 畔 "一 畔 " 指 下 底 与 上 底 。 

(29) 今 有 往 田 , 舌 广 二 十 步 ,是 广 五 步 , 正 纵 三 十 步 , 问 为 田 几 
何 ? 

【注解 ]“ 笑 田 " 指 等 腰 梯 形 之 田 ,* 舌 " 指 下 底下 " 指 上 底 ， 正 


了 2 


纵 "是 高 。 

{30) 题 与 (29) 题 为 同一 题 型 。 

《3 号 今 有 圆 田 ,周三 十 步 , 径 十 步 , 间 为 用 几何 ? 

[注解 ]* 周 " 指 周 长 ,“ 径 ” 指 直 径 , 当 时 x 取 3, 即 用 圆 的 内 接 
正六 边 形 的 周 长 近 似 辐 周 长 ， 
面积 =3 x 7r? 


其 中 + 是 半 径 ,r= 十 周 长。 


当时 已 知 圆 的 周 长 公 式 为 2xr, 圆 面积 为 rr?。 

{32) 题 与 (31) 题 为 同一 题 型 。 

{33) 今 有 宛 田 ,下 周三 十 步 , 径 十 六 步 , 问 为 田 几 何 ? 

[注解 ] 宛 田 " 是 山头 上 球 和 冠 形 田地 , 狐 如 一 只 扣 着 的 碗 , 故 名 
为 宛 田 。“ 下 周 " 指 球 冠 底 圈 周 长 “ 径 " 指 午 直 球 冠 底面 的 过 底面 
中 心 的 平面 与 该 球 冠 的 交 线 。 

《 九 章 算术 》 中 “ 管 日 ”: 一 百 二 十 步 。 


这 个 答案 是 不 正确 的 , 它 是 于 x “下 周 ” x “ 径 "算出 的 。 


事实 上 ,由 于 “下 周 "30, 面 “ 径 "为 16> 十 x 30, 可 知 此 完 田 起 
过 了 半球 面 , 见 图 1.6( 此 题 脱离 实际 )。 


图 1.6 
“ 究 田 "是 4BC 绕 x 轴 旋 转 所 得 施 转 体 的 体积 , 4BC 的 函数 表 
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达 式 为 


y= 本 二 好 


代入 旋转 体 侧面 积 公 式 得 


宁国 -os (到 os = 


R 地 可 
2r| vY 天 -ivVT+CV -zr )dxr= 
4 


?| VE - ey 1+ 下 dx = 
2xR(R - a) (a<O0) 
其 中 R 与 a 满足 方程 


a+rr=sR 


2rr = 30 
! [ - cigo 
R(x-0) = 8 
可 见 《 九 章 算术 》 中 有 的 实际 问题 的 难度 已 经 直抵 现代 数学 ， 


不 可 等 闲 视 之 。 
(34) 题 与 (33) 题 同一 题 型 。 
《35) 今 有 弧 田 , 纺 三 十 步 , 矢 十 五 步 , 问 为 田 几 何 ? 
注解 ]“ 弧 田 ", 弓 形 田 地 ,“ 矢 ”是 弓形 所 在 笛 的 半 答 减 去 弦 心 
距 , 妓 弓形 的 高 , 它 怡 似 弦 上 之 矢 。 
(36) 题 与 (35) 题 为 同一 题 型 。 
(37) 今 有 环 田 ,中 周 九 十 二 步 , 外 周一 百 二 十 步 , 径 五 步 , 问 为 
田 几 何 ? 
注解 ] 径 " 指 外 圆 半 径 与 环形 的 内 圆 半径 之 差 。 
(38) 题 与 (37) 题 为 同一 题 型 。 
第 二 卷 ”粟米 
注解 ] 本 卷 讲 的 是 各 种 谷物 如 何 折合 交易 。 
注解 ] 票 米 之 法 即 各 种 谷物 的 折算 比例 。 
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粟 率 五 十 ， 粳米 三 十 ， 炉 米 二 十 七 ， 


更 米 二 十 四 ， ” 御 米 二 | 一 ， ”小 韦 [ 三 半 ， 

大 赭 五 十 四 ， 。” 业 饭 七 十 五 ， 粹 饭 五 十 四 ， 

紧 饭 四 十 八 ， ” 御 饭 四 十 二 ， ” 痊 苦 、 麻 , 麦 各 四 十 五 ， 
稻 六 十 ， 玛 六 十 三 ， 篇 九 十 ， 


熟 项 一 百 三 半 ， 散 一 百 七 十 五 。 

(39) 今 有 票 一 半 , 欲 为 糯米 , 问 得 几何 ? 

[注解 ] 栗 米 : 煌 米 = 50:30= 5:3, 于 是 

新 米 = 己 x 标 米 = 记 x1 斗 =6 升 

(40) ~ 09) 第 与 (39) 是 同一 三 型 。 

(70) 今 有 钱 一 百 六 十 , 买 领 司 十 八 枚 , 问 枚 几何 ? 

[注解 ]" 枚 几何 " 即 每 个 领 允 多 少 钱 。 

(70 仿 有 出 钱 五 二 七 百 八 十 五 , 买 滚 一 解 关 斗 七 升水 半 升 , 欲 
斗 率 之 , 间 斗 几何 ? 

[注解 ]“ 太 半 ”= 子 ,“ 斗 率 之 ”, 以 半 为 单位 计算 ,“ 斗 几何 ”每 
斗 多 少 钱 。 

(72) 题 ~ (75) 题 与 (71) 题 同一 题 型 。 

(76) 仿 有 出 钱 五 百 七 十 六 , 买 竹 七 十 八 个 , 欲 其 大 小 率 之 , 问 
各 几何 ? 

[注解 ]“ 欲 其 大 小 率 之 ”, 即 分 大 小 两 种 来 计算 。 

设 大 人 每 根 zi 元 , 共 y; 根 ,小 竹 每 根 各 元 , 共 六 根 。 则 有 
二 次 不 定 方程 


=78 
人 “ 《1.3) 


X191 + %2y2 = 576 
此 题 欲求 式 (1.3) 的 正 整数 解 。 
中 国 古代 数学 家 不 喜欢 (不 善于 ?) 解 这 种 一 般 性 的 问题 ,而 是 
动用 聪明 机 智 ,就 事 论 事 地 给 出 一 个 具体 算法 ;在 本 题 中 ,576= 78 
商 7 余 30, 如 果 每 根 竹 付 7 枚 钱币 ,就 少 给 了 卖主 30 市 ,30 根 大 
一 点 的 竹 于 每 根 加 价 一 枚 钱币 ,其 余 的 还 按 每 根 7 枚 钱币 米 卖 , 即 
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x1=8,71 =30,xz=7,72=78-30=48 
此 组 解 恰 满 足 式 (1.3)。 

但 式 (1.3) 并 非 惟一 解 ,例如 和 =9, yt = 36, x2=6,yz= 扣 也 
是 解 。 

为 什么 浅 尝 辑 止 , 不 对 不 定 方程 进行 理论 探讨 呢 ? 

(77) 题 - (84) 题 与 (75) 题 为 同一 题 型 。 

同类 题 过 多 ,《 九 章 算术 》 似 有 一 定 程度 的 同 水 平 重复 之 嫌 。 

第 三 卷 ” 误 分 

[注解 ] 衰 分 讲 的 是 物价 . 购 谷 . 幸 禄 及 纳税 等 的 分 配 比例 问 
题 。 

(85) 今 有 大 夫 、 不 更 . 管 襄 、 上 造 , 公 士 , 凡 五 人 , 共 猎 得 五 鹿 ， 
欲 以 甸 次 分 之 , 问 各 得 几何 ? 

[注解 ] 在 封建 等 级 社会 ,分 配 不 公 ,，“ 以 尔 次 分 之 ", 即 按 等 级 
之 高 低 以 等 差 级 数 的 规则 来 分 配 , 设 筹 亦 分 得 a , 则 

(a-2d)+(a-d)rat(a+td}+(a+2d)=5 

求 得 a =1, 即 敌 高 分 得 一 只 谭 。 由 丁 a -2d >0, 即 公 士 虽 分 得 最 


少 ,但 也 不 能 一 点 不 给 ,所 以 可 以 取 d= 十 ,于 是 大 夫 分 得 a+2d 


2 2 1 3 各 1 _ 之 
=1+3=13 只 鹿 。 不 更 分 得 1 计 只 ,上 造 分 得 1- 广 = 计 只 , 公 


土 分 得 1 了 = 到 只 ,显然 这 不 是 唯一 解 ,例如 还 有 一 种 分 配方 案 
为 


1 字 ,1 荆 1. 了 .之 
4 4'*4'4 
事实 上 可 以 有 无 穷 多 种 方案 。 


《86) 今 有 牛 . 马 , 羊 食 人 苗 , 苗 主 责 之 票 五 斗 , 羊 主 吕 ;我 羊 食 
半 马 ”; 马 主 已 ;我 马 食 半 牛 ", 今 欲 误 偿 之 , 问 各 出 几何 ? 
[注解 ] 这 是 等 比 级 数 求 和 的 题目 , 设 牛 主 被 蜀 x 斗 聚 , 则 


EE 
x+ 本 + 村 = 


16 


从 而 解 得 牛马 , 羊 各 罚 几 斗 襄 。 

(87) 今 有 甲 持 钱 五 百 六 十 , 乙 持 钱 三 百 五 十 ,两 持 钱 一 百 八 
士 , 凡 三 人 俱 出 关 , 关 税 百 钱 , 欲 以 钱 数 多 少 误 出 之 , 问 各 几何 ? 

[注解 ] 这 是 一 道 百分数 算术 , 设 税 率 为 *% , 则 (当时 不 用 小 
数 表示 ) 

(560 + 180 + 350)x = 10000 

求 得 x 后 ,560x% ,350x% ,180x 名 分 别 为 甲 . 乙 \ 丙 3 人 的 关税 。 

(88] 今 有 女子 善 织 ,日 自信 ,五 日 织 五 八 , 问 日 织 几 何 ? 

[注解 ] 设 第 一 天 织 af 尺 ,第 二 天 织 az 只 等 , 子 是 由 等 比 级 数 
之 和 有 (日 自 倍 , 即 公 比 a =2): 
ai(l = 2) 

1-2 

解 出 al 后 ,a2=2a1,43=4a1,a4=8al,as=16ae 

(89) 今 有 北 乡 算 八 于 七 百 五 十 八 , 西 乡 算 七 千 二 百 三 十 六 , 南 
乡 算 八 千 三 百 五 七 六 , 凡 三 乡 ,发 鼻 三 百 七 十 人 人 ,和 欲 以 算数 列 发 
出 之 , 间 各 几何 ? 

[注解 ]“ 乡 算 " 指 多 乡 人 口 总 数 ,县 令 欲 按 一 定 百 分 比 从 各 乡 
征 劳 役 , 设 百分比 为 x*% , 则 

(8758 + 7236 + 8356) x = 37800 

解 出 x 后 ,8758x% ,7236x% ,8356x% 分 别 为 北 乡 . 西 乡 与 南 乡 的 
被 征 人 数 。 

(90) 今 有 训 桶 ,大夫 ,不 更 , 矢 高 ,上 造 , 公 士 ,上 凡 五 人 ,一 十 五 
斗 ; 今 有 大 夫 一 人 后 来 , 亦 当 豆 五 斗 , 仓 无 票 。 欲 以 衰 出 之 , 问 各 几 
何 ? ， 

[注解 ] 领 取 奉 标 ( 聚 ) 依 阶级 等 差 而 供 , 大 夫 领 五 斗 , 五 人 分 完 
后 ,又 来 一 位 大 夫 , 也 要 求 分 得 五 斗 ;这 时 仓 内 已 无 粮 , 只 好 前 五 位 
每 人 退出 一 些 交 给 后 来 的 这 位 大 夫 , 当然 大 家 拿 出 的 数量 也 要 成 
等 差 数列 , 且 前 后 两 位 大 夫 所 得 一 样 多 , 设 管 高 拿 出 x 斗 , 则 

(x+2d)+ (x+d)+x+tr-d)+(x-2d)=5-(x+2d) 
G6x+2d=5 (3> rx>2d20) 


$= 


了 7 


这 是 有 约束 的 不 定 方程 ,可 以 有 无 穷 多 解 ,例如 取 d= 十, 则 = 
地 .于 是 大 夫 拿 出 1 十 斗 ,不 更 拿 出 1 斗 , 备 高 拿 出 子 斗 ,上 造 拿 出 
闻 斗 , 公 士 拿 出 二 斗 。 

(91) 今 有 京 票 五 制 ,五 人 分 之 , 欲 令 三 人 得 三 ,二 人 得 二 , 问 各 
几何 ? 

[注解 "三 人 得 三 " 指 有 主人 每 个 得 三 份 “ 二 人 得 二 " 指 其 余 
二 人 每 人 得 两 份 。 寺 是 每 份 为 

5: (3x3+2x2)= 襄 ( 负 ) 

(92) 今 有 大 夫 \ 不 更 、 管 襄 ` 上 造 . 公 士 , 凡 五 人 , 共 出 再 钱 ,向 
令 高 天 出 少 ,以 次 渐 多 , 问 各 几何 ? 

[注解 ] 此 题 与 (85) 题 数学 上 仍 法 相似 高丽 出 少 ,以 次 浙 多 " 
即 按 等 差 级 数 来 “出 钱 ”, 不 过 官 越 大 越 少 出 ,可 想 而 知 ,百姓 在 最 
低层 ,出 钱 "最 多 ,等 级 特权 的 思想 与 行为 , 似 为 中 国之 传统 , 当 大 
官 的 对 社会 多 占有 少 付出 ,实在 可 恨 。 

(93) 今 有 甲 持 聚 三 升 , 乙 持 产 米 三 升 , 丙 持 新 饭 三 升 , 欲 令 合 
而 分 之 , 问 各 几何 ? 


[注解 ] 已 知 票 率 为 五 十 , 糯 率 为 三 十 , 精 饭 率 为 七 十 五 。 得 知 
分 配 的 “ 权 数 ” 比 为 


3°15 
于 是 
1 7 
四 应 分 多 9x 一 娃 本 "2 汕 开 
+ +t 
FE 
5 
4 3 5 
乙 应 分 得 9x 10=41 升 
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得 gx 5 -18 
两 应 分 得 9x 3 10716 区 


3 +15 
《 九 章 算 术 》 中 没有 说 清 是 怎么 个 “ 合 而 分 之 ", 若 是 硬 把 3 种 


粮食 混合 在 一 起 .再 按 上 述 分 配 数额 去 分 ,分 得 的 “ 杂 合 粮 "怎么 

吃 * 我 们 铺 想 ,可 能 是 甲 分 每 种 粮 二 x 2 而 升 , 乙 分 每 种 粮 直 x 
5 1 8 

4 放 升 , 丙 分 每 种 粮 3 x 116 升 。 


(94) 今 有 丝 一 斤 ,价值 二 百 四 十 , 今 有 钱 一 千 三 百 二 十 八 , 问 


得 丝 几何 。 


注解] 设 可 买 丝 * 斤 , 则 有 比例 式 240 = 上 2 。 
(95) 题 ~(104) 题 客 同 此 类 比例 题 。 

第 四 卷 少 广 
注解 ] 少 广 " 指 长 方形 的 短 边 ,第 四 卷 用 少 广 做 标题 ,表示 讨 


论 有 关 长 度 的 题目 。 


(105) 今 有 田 广 一 步 半 , 求 田 一 讶 , 问 纵 几 何 ? 
以 下 鞋 (115) 题 医 已 知 亩 数 和 长 求 宽 之 类 的 题目 ,数学 上 省 低 


水 平 重 复 。 


己 


(116) 今 有 积 五 万 五 千 二 百 二 十 五 步 , 间 方 几何 ? 
注解 ] 题 中 的 步 指 (5 尺 关 ,， 方 几 何 " 是 问 此 正方 形 边 长 是 
即 而 积 的 算术 平方 根 是 多 少 。 此 题 显示 我 国 案 汉 时 代 已 掌握 


了 并 平方 的 算法 。 


以 下 至 (120) 题 普 与 此 题 同类 、 
(121) 今 有 积 一 千 五 百 一 十 八 步 四 分 步 之 三 , 问 圆周 几何 ? 


注解 ] 当 时 x 玛 3, 于 是 312 =1518 写 ,由 此 开 方 求 半径 >, 再 


用 周 长 等 于 6r 求 得 周 长 ,这 种 圆 的 面积 与 周 长 的 算法 在 秦汉 时 代 
已 是 家 喻 户 晓 。 


(122) 题 与 (121) 题 同类 。 
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《123) 今 有 积 一 百 八 十 六 万 八 百 六 上 七 尺 , 问 为 立方 几何 ? 

[注解 ] 此 题 是 求 186867, 表明 我 国 秦汉 时 代 已 掌握 求 立方 
根 的 方法 。 

《124) 题 ~ (126) 题 与 此 题 同 类 。 

(127) 今 有 积 四 千 五 百 尺 , 问 为 立 圆 径 几何 ? 

[注解 }* 立 贺 " 即 球体 ,“ 径 ” 指 球 的 直径 ,当时 《 九 章 算术 》 用 的 
公式 是 (4 为 直径 ) 

9 


于 = 话 中 
这 个 公式 不 正确 。 
《128) 题 与 (127) 题 同类 。 
第 五 卷 ” 商 功 


[注解 ] 商 功 解决 与 工程 有 关 的 体积 等 问题。 

(129) 今 有 穿 地 积 一 万 尺 , 问 为 坚 , 壤 各 几何 ? 

[注解 ] 穿 地 " 即 近 土 ,“ 坚 " 指 把 挖 出 的 士 打 这 后 所 成 的 所 谓 
“ 坚 士 ";* 壤 " 指 塘 土 , 即 肥沃 土壤 , 按 当时 常识 , 挖 出 的 土 体积 为 
4, 则 可 变 坚 士 3, 可 变 塘 土 5。 控 出 1 万 尺 ?, 可 做 成 坚 士 为 1 万 尺 ? 
x 污 , 可 做 成 壤土 1 万 尺 x 谱 。 

(130) 仿 有 城 ,下 广 四 丈 , 上 广 二 ,高 五 丈 , 奏 一 百 二 十 六 文 
五 尺 , 间 积 几何 ? 

[注解 ] 城 " 指 城 坊 ,“ 下 广 " 指 城 根基 的 靡 度 ,上 广 " 指 城 坟 顶 
部 厚度 ," 玫 "是 长 度 。 当 时 已 采用 正确 体积 公式 


?= 村 (ai+ oz) 录 


其 中 a1,az 分 别 为 上 广 和 下 广 ,h 是 高 ,b 是 宸 。 
(131) 题 - (135) 感 与 (130) 题 同类 。 
(136) 今 有 方 堡 博 , 方 一 丈 六 尺 ,高 一 丈 五 尺 , 问 积 几 何 ? 
[注解 ]* 方 堡 震 " 即 正四 棱柱 , 当时 己 采 用 公式 * 底 边 自 乘 乘 以 
高 "来 求 体积 。 
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(137) 今 有 圆 堡 丧 , 周 四 丈 八 尺 ,高 一 丈 一 尺 , 问 积 几何 ? 
[注解 】 圆 堡 博 " 即 圆柱 ,当时 采用 体积 公式 


= 
其 中 工 是 底面 周 长 ,h 是 高 , 取 x=3。 
(138) 今 有 方 襄 , 下 方 五 丈 , 上 方 四 丈 ,高 五 丈 , 间 积 几 何 ? 


[注解 了 方 亭 " 即 正四 楼 台 , 当时 中 国 数学 家 已 知 采 中 体积 公 
式 


= 讨 (ab + a2+ 9) 


其 中 a 是 上方", 即 上 底 边 长 ,5 是 "下方 ", 是 高。 
(139) 今 有 圆 亭 , 下 周三 丈 , 上 周二 丈 ,高 一 丈 , 问 积 几 何 ? 
[注解 ]* 圆 亭 ” 即 圆 台 , 当时 中 国 数学 家 采用 体积 公式 
(x=3) 


1 
V=%( H+ B+ La)h 


其 中 已、 分别 是 上 下 底 贺 周 长 ;是 高 。 
(140) 今 有 方 锥 ,下 周二 丈 七 尺 ,高 二 丈 九 尺 , 问 积 几何 ? 
[注解 ]“ 方 锥 " 即 正四 棱锥 ,当时 采用 体积 公式 


方 锥 体积 = 底面 积 x 高 x 请 


(141) 今 有 圆锥 ,下 底 三 丈 五 尺 ,高 五 元 一 只 , 间 积 几何 ? 

[注解 ] 当 时 采用 了 体积 公式 :图 锥 体积 = 底面 周 长 自 乘 x 高 
x 坑 ! 取 "=3, 这 个 公式 是 成 立 的 。 

(142) 今 有 稳 堵 ,下 广 二 丈 , 奏 一 十 八 丈 六 尺 ,高 二 丈 五 尺 , 问 
积 几何 ? 

[注解 ] 握 堵 " 是 长 方 体 被 过 -侧面 对 角 线 旦 与 该 侧面 垂直 的 
平面 削 开 后 所 得 的 那 (两 ) 个 立体 , 见 图 1.7, 它 的 体积 是 长 方 体 体 
积 (长 x 宽 x 高 ) 之 半 。 
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图 1.7 


(143) 今 有 阳 马 , 广 五 尺 , 素 七 尺 ,高 八 尺 , 问 积 几何 ? 
[注解 】 阳 马 " 是 古代 建筑 工匠 专用 名 词 , 即 有 一 棱 与 底面 垂 
直 的 四 棱锥 ,底面 是 长 方形 ,当时 已 采用 公式 


阳 马 体积 = 谨 面 积 x 高 x 放 


图 1.7 中 -ABCD 是 一 个 " 阳 马 "。 

(144) 今 乃 用 , 下 广 五 尺 ,无 于 ;上 束 四 尺 , 无 广 ;高 七 尺 , 问 
积 几何 ? 

[注解 ] 浆 里 "是 由 四 个 直角 三 角形 围 成 的 四 面体 , 它 是 一 个 
三 棱锥 ,图 1.7 中 E -4BF 是 一 个 禾 腾 ,AB 是 它 的 下 广 ,AF 是 高 ， 
EF 是 上 麦 。 


阳 马 体积 = 十 (上 素 x 下 广 X 高 ) 


(145) 今 有 羔 除 ,下 广 六 尺 ,上 广 一 诡 , 深 三 尺 ; 末 广 八 尺 ,无 
深 ; 玫 七 尺 , 阿 积 几何 ? 

[注解 ]" 谈 " 首 yan, 是 古 时 的 医道 ;,“ 除 " 指 医道 里 的 台阶 ,“ 莱 
除 " 形 如 图 1.8 所 示 ,是 一 个 模 形 物 ,侧面 4BCD 与 4BEF 垂直 ,4B 
称 为 “上 广 ”, CD 称 为 “下 广 ”, ABCD 是 梯形 , EF 是 " 末 广 ” ,梯形 
ABCD 的 高 即 “ 苹 除 ”的 “ 深 ”, 4BEF 也 是 梯形 , 4BEF 的 高 是 “ 羡 除 ” 
的 “这 ”"。 苹 除 的 体积 为 
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Y = 二 (Cat+ oa+ mm) 证 (1.4) 
式 中 oilyaa,a3,5, 关 分别 为 上 广 .下 广 . 未 广 、 玫 和 深 。 


图 1.8 


事实 上 , 若 上 广 下 广 与 末 广 相等 , 则 义 除 就 变 成 了 珀 堵 , 这 时 
公式 (1.4) 成 立 。 不 然 , 用 垂直 于 下 广 的 平面 把 它 切 分 成 若干 垩 
堵 、 鉴 烽 、 阳 马 等 基本 部 分 , 易 证 公式 (1.4) 仍 成 立 。 

在 我 国 古 代数 学 家 了 眼 里 ,至 墙 、 阳 马 和 览 锯 是 最 基本 的 多 面 
体 ,是 组 合成 各 种 多 面体 的 “细胞 ” ,而 这 3 种 基本 多 面体 的 体积 有 
公式 可 用 。 若 能 把 给 定 的 多 面体 了 切 分 成 若干 基本 多 面体 , 则 了 
的 体积 可 以 求 得 。 这 种 方法 即 著名 的 “出 人 相 补 原理 "或 称 " 割 补 
原理 ”, 为 刘 徽 首 创 。 

18 世纪 ~ 19 世纪 最 伟大 的 数学 家 高 斯 (Gauss, 1777 一 1855， 
德 ) 提 出 著名 的 “高 斯 多 面体 稍 想 ;一 般 多 面体 体积 的 求 得 不 可 能 
不 进行 无 穷 次 切割 “这 一 猜想 被 希 尔 伯 特 (Hilbert, 1861 一 1943， 
德 ) 列 人 著名 的 “二 十 三 问题 "之 一 (Hilber 第 三 问题 ), 后 被 证 明成 
立 。 希 尔 伯 特 的 学 生 德 恩 (M, Dehn, 1878 一 1952) 证 明 :“ 存 在 两 个 
等 底 等 高 四 面体 ,它们 不 可 能 分 解 为 有 限 个 小 四 面体 ,使 两 组 四 面 
迟 对 应 等 积 。 

刘 微 也 歇 到 过 有 限 次 切割 解决 不 了 问题 的 情形 ,可 惜 没有 提 
炼 出 类 似 于 Hilber 第 三 问题 的 理论 。 

(146) 今 有 刍 蔓 , 下 广 三 丈 , 囊 四 丈 ; 上 囊 二 丈 , 无 广 ;高 一 丈 。 
间 积 几何 ? 
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注解 ]“ 各 ” 即 草 ,“ 莞 "是 屋 疹 , 刍 荔 指 状 似 瓦 房 的 草 开 , 是 一 
种 下 底 为 长 方形 的 棉 形 物 , 见 图 1.9, EF || 4B,AD 为 下 广 ,48B 为 
误 ,EF 为 上 衰 , 高 指 EF 到 平面 4BCD 的 距离 ,过 F 作 4BCD 的 于 
线 , 垂 足 为 6, 风 FG 是 高 。 设 FC = b。 


图 1.9 
在 图 1.9 中 ,下 广 4D = a, 下 衰 4B8 = by, 上 率 EF = 61, 高 FG 
=h。 过 6 与 EF 做 平面 , 则 此 平面 把 刍 幕 切 成 两 个 羡 除 , 与 
ABCD 交 于 线段 MN。 过 G 作 契 | BC, 于 是 
刍 蔓 =( 羡 除 EF - MNCD) + ( 葬 除 EF - ABNM) = 


再 


理 人 b+ 28)ab 


这 里 妙用 了 刘 徽 的 “ 宴 补 原理 ”。 

(147) 今 有 刍 音 , 上 广 二 丈 , 帮 三 丈 ; 下 广 三 丈 , 衷 四 丈 ; 高 三 
丈 , 问 积 几何 ? 

[注解 ] 刍 童 是 上 下 底 为 长 方形 的 一 个 四 楼台 ,上 底 有 一 条 边 
平行 于 下 底 的 一 条 边 ,如 图 1.10 所 示 ， 
也 此 名 童 切 成 两 个 刍 刘 EF - 4BCD 与 CD - EFGH, 见 图 
1.10。 图 中 ,e 为 上 广 ,5 为 上 囊 ,e 为 下 广 ,d 为 下 束 , 上 为 高 ,于 
是 刍 音 体积 为 

VY( 名 童 ) = ( 刍 蔓 EF - 4BCD) + ( 刍 蔓 CD - EFGH) = 
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图 1.10 


生 [(e+2c)d+(e+2a)6] 


《148) 今 有 曲 池 ,上 中 周二 到 ,外 周 四 来 , 广 一 丈 ; 下 中 周一 丈 
四 尺 , 外 周二 丈 四 尺 , 广 五 尺 ; 深 一 丈 , 问 积 几 何 ? 


[注解 ]“ 曲 池 " 如 图 1.11 所 示 , 上 底 4BCD 中 , 外 与 6 是 同心 
网 (同一 个 圆心 角 } 对 的 两 段 弧 ,下 底 4'B'C'D 亦 然 ,“ 深 ” 措 上 下 


底 的 距离 ,上 底 的 面积 
SE = 二 (+Ar)20- 二 92= 


25 
[0242Arer +Ar)O Ol= 
(arr+ 人 jo= 
Ar(25erje- 


(B+ MB)BC 


Sr= T(E + AB)B'C 


二 是 上 底 与 长 宽 分 别 为 BC 与 二 (0C + 全 ) 的 长 方形 等 积 ,下 底 亦 
然 ,进而 把 * 曲 池 " 化 成 一 个 刍 童 。 如 图 1.12 所 示 。 


SC 


图 1.12 


(149) 今 有 盘 池 ,上 广 六 丈 , 束 八 丈 ;下 广 四 浆 , 族 六 丈 ; 深 二 
丈 , 问 积 几何 ? 

[注解 了 ” 盘 池 ” 即 刍 童 状 水 池 ,不 过 二 底 大 下 底 小 而 已 。 

(150) 今 有 冥 谷 ,上 广 二 丈 , 玫 七 丈 ; 下 广 八 尺 , 事 四 丈 , 深 六 丈 
五 尺 , 问 积 几何 ? 

[注解 ] 窜 谷 " 即 莫 穴 ,形状 与 盘 池 同 。 
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(151) 今 有 委 栗 平地 ,下 周一 十 二 丈 , 高 二 丈 . 问 积 及 票 几何 ? 
[注解 了 委 闽 平地 ”, 在 平地 上 堆 一 个 圈 锥 形 谷 粒 堆 。 其 体积 
为 


一 工 xi 
Y= 3rrh 


当时 用 x=3, 故 丫 = z25, 又 国 周 =2rr =6r,r= 二 周 ,于 是 


『= 夫 (下 周 疡 x 高 

《152) 令 有 委 茂 依 十 ,下 周三 丈 , 高 七 尺 , 问 积 及 茂 各 几何 ? 

【注解 ]* 委 戎 依 逢 * 即 靠 墙 堆放 玉 粮 成 一 半 国 锥 。 

(153) 今 有 委 米 依 垣 内 角 , 下 周 八 尺 ,高 五 尺 , 问 积 及 米 几 何 ? 

[注解 “ 委 米 依 二 内 角 " 即 把 米 在 墙角 处 堆 成 二 个 图 锥 形 。 

(154) 今 有 穿 地 , 泰 一 丈 六 尺 , 深 一 丈 , 上 广 六 尺 , 为 卉 积 五 百 
七 十 六 尺 , 间 穿 地 下 广 几 何 ? 

[注解 ]" 穿 地 " 即 挖 土 ,“ 为 垣 " 即 用 土 打 夯 成 墙 。 

设 下 广 为 <, 则 挖 出 的 土方 为 


二 (上 广 +*)x 深 x 认 =576x 地 

{ 控 出 的 土 为 4 尺 !, 则 打压 后 得 3 尺 3。) 
(155) 今 有 仓 , 广 三 丈 , 玫 四 丈 五 尺 , 容 票 一 万 解 , 问 高 几何 ? 
[注解 ] 此 仓 是 长 方 体 。 
《156) 今 有 园 国 ,高 一 丈 二 尺 三 寸 少 半 寸 , 容 米 二 千 射 , 问 周 几 


何 ? 
[注解 ]“ 图 困 ” ,圆柱 形 粮仓 。 
第 六 卷 ” 均 输 
[注解 ] 均 输 讲 的 是 平均 地 处 理 劳务 费用 等 问题 。 
{157) 今 有 均 输 票 , 甲 具 一 万 户 ,行道 八 日 ; 乙 县 九 千 五 百 户 ， 
行道 十 日 ;两 县 一 万 二 千 三 百 五 十 户 ,行道 十 三 日 ; 丁 县 一 万 二 千 
二 百 户 , 行 道 二 十 日 ;各 到 输 所 。 几 西 其 赋 , 当 输 二 十 五 万 解 ,用 千 
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一 万 了 乘 , 欲 以 道里 远近 , 户 数 多 少 衰 出 之 , 问 聚 车 各 几何 ? 
[注解 ]" 均 输 粟 "指向 各 县 平均 摊派 征收 粮食 与 香 役 。 出 车 的 
辆 数 与 其 户 数 成 正比 ,而 与 运输 所 需 天 数 :成 反比 ,于 是 
甲 出 车 数 : 乙 出 车 数 :两 出 车 数 :村 出 车 数 = 
扣 ,和 ,条 ,h 工 
理 志士 十 
设 m 是 用 车 总 数 ( 一 万 辆 ), 记 
Wy 
1 = 人 
各 , 且 ， 顾 ; 
坤 纪 声 条 
则 甲 县 出 车 hm 辆 , 乙 县 出 车 kz m 辆 , 丙 县 出 车 hE m, 丁 县 出 
车 打 mm。 
又 每 车 载 栗 25 解 , 用 25 去 乘 各 县 出 车 辆 数 , 即 得 各 县 运送 的 
粮食 数 。 
(158) 今 有 均 输 卒 : 甲 县 一 千 二 百人 , 薄 塞 ; 乙 县 一 千 五 再 玉 十 
人 ,行道 一 日 ; 丙 县 一 千 二 再 八 十 人 ,行道 二 日 ; 丁 县 九 百 九 十 人 ， 
行道 三 日 ;成 县 一 千 七 百 五 十 人 ,行道 五 日 。 凡 五 县 赋 , 输 卒 一 月 ， 
-- 千 二 百人 , 签 以 远近 , 户 率 多 少 衰 出 之 , 问 县 各 几何 ? 
[注解 ]“ 薄 塞 " 即 接近 边塞 ,不 需 多 少时 日 即 可 到 达 。 
各 县 调 出 的 兵役 人 数 与 该 县 所 有 兵卒 人 数 mi 成 正比 ,与 到 
达 边 塞 的 时 间 成 反比 ,于 是 1200; 是 第 i 县 的 起 边疆 兵役 人 数 , 其 
中 


My 
30+ 6 
2 30 在 
其 中 是 行 至 边塞 所 需 天 数 ,30 指 " 输 辛 ” 一 个 月 (30 日 )。 
(159) 今 有 均 赋 票 : 甲 县 二 万 五 百 二 十 户 , 栗 一 狸 二 十 钱 , 自 输 
其 县 ; 乙 县 一 万 二 千 三 百 一 十 二 户 , 票 一 解 一 十 钱 , 至 输 所 一 百 里 ; 
两 县 七 千 一 再 人 十 二 户 , 粟 一般 一 十 二 钱 , 至 输 所 一 再 五 十 里 ; 丁 


大 = 
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其 一 万 三 千 三 有 三 十 八 户 , 桶 一 解 一 十 七 钱 , 至 输 所 二 百 五 十 里 ; 
友 县 五 千 一 下 三 十 户 , 皮 一 解 一 十 三 钱 ,至 输 所 一 百 五 十 里 。 凡 五 
呈 赋 , 输 粟 一 万 佣 , 一 车 载 二 十 五 狸 , 与 例 一 里 一 钱 , 欲 久 县 户 输 
粟 , 令 费 劳 等 , 问 划 为 桶 几何 ? 
【注解 ] 与 全 " 即 付 给 运费 (每 里 一 钱 ), 要 求 根据 各 县 户 数 来 
纳 粮 (“ 以 县 户 输 栗 ") ,而 且 使 劳务 费 要 均等 。 
设 mxayxayx4,xs 分 别 为 5 县 纳 粮 数 ,每 车 载 35 解 , 则 各 县 


出 车 辆 数 分 别 为 十 si = 1,2,…,5。 各 县 运费 为 mr 其, 其 中 a 
是 第 i 县 所 行 里 数 ;各 县 纳 粮 金额 为 bx;, 6: 是 第 i 县 的 粮 价 。 各 
县 费用 为 a 著 + bra i= 1,2,…,5, 每 户 催 担 为 上 [ 。 短 + bs)， 
ci 为 第 i 县 户 数 。 于 是 得 方程 组 


x1+ K+ X3+ x4+ xs = 10000 


二 (ai 总 和 + bix1) “le bar) 
涡 昌 + ) = 
ta 35+ ,i 
) 


le s+ bs 
(160) 题 与 (159) 题 同类 。 
(161) 今 有 票 七 斗 , 三 人 分 春之 ;一 人 为 糯米 ,一 人 为 炉 米 ,一 
人 为 生 米 , 令 米 数 等 , 问 票 为 米 各 几何 ? 
[注解 ] 问 的 是 每 人 用 的 票 和 春 成 的 米 各 多 少 。 设 每 人 得 米 为 
x 斗 ,分 别 用 票 x1,*2; x3: 则 
x Wx Dr 2 


于 是 


1 1 ,1 1 
(wt w+ rs) =50( 秃 + 击 + 击 ) 
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<=73+[so( 二 + 二 + 二 )] i 
本 
1 
(162) 今 有 人 当 京 村 二 狸 , 仓 无 药 , 欲 以 米 一 革 二 ,以 当 所 京 ， 
回 各 几何? 
[注解 】 京 " 即 赐予 。 米 一 蕊 二 指 一 份 米 二 份 贰 , 米 指 类 米 。 
设 米 * 铅 , 则 项 2x 狸 , 折 合成 药 则 有 


(163) 今 有 取 佣 负 盐 二 解 , 行 一 百 里 ,与 钱 四 十 。 今 负 盐 一 解 
七 斗 三 升 少 半 升 , 行 八 十 里 , 问 与 钱 几 僻 ? 


[注解 ]“ 少 半 升 " 指 计 升 。 设 与 钱 ( 即 付 工 钱 )x, 则 


(164) 今 有 负 第 重 一 石 一 十 七 斤 , 行 七 十 六 步 ,五 十 返 ; 今 负 笑 
重 一 石 , 行 百 步 , 问 返 几何 ? 

[注解 ]* 五 十 返 " 指 50 次 往返 。1 石 =120 斤 。 

结果 = (120+17) x76x50+ (120x 100) 

(165) 今 有 程 传 委 输 , 空 车 日 行 七 十 里 , 重 车 日 行 五 二 里; 今 吉 
太仓 票 输 上 林 , 五 日 三 返 , 同 太 仓 去 上 林 儿 何 ? 

[注解] 设 太仓 取 上 林 x 里 ,3 次 重 车 ,3 次 空 车 , 重 车 用 时 让， 
空 车 用 时 科 ,于 是 


(166) 今 有 络 丝 , 一 斤 为 练 丝 十 二 两 ; 练 丝 一 斤 ,为 青丝 一 斤 十 
二 铁 ; 今 有 青丝 一 斤 , 问 本 络 丝 几何 ? 
[注解 11 斤 =16 两 ,1 两 =24 铁 。 
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《167) 今 有 恶 聚 二 十 斗 , 春 之 ,得 糯米 九 斗 ; 今 欲 求 炉 米 十 站， 
问 恶 票 几 何 ? 
[注解 ]“ 恶 聚 " 即 劣质 票 。 已 记 类 米 30 相当 于 炉 米 27。 
(168) 今 有 善行 者 行 一 百 步 ,不 善行 者 行 六 十 步 ; 今 不 善行 者 
先行 一 百 步 ,善行 者 追 之 , 问 几何 步 追 及 ? 
[注解 ] 设 善行 者 行 x 步 追 及 , 则 
x._x—-100 


100 60 
《169) 今 有 不 普 行 者 先行 一 十 里 ,善行 者 造 之 一 百 里 , 先 至 不 
普 行者 二 十 里 , 问 普 行者 几何 里 及 之 ? 
[注解 ] 设 善行 者 行 x 里 追 及 不 着 行者 ,又 令 w, oz 分 别 为 
行者 与 不 善行 者 的 违 度 , 则 
=- (1.5) 


2 va 


x _%-10 
3 v2 (1.6) 


式 (1.6)< 式 (1.5) 得 


(170) 今 有 免 先 走 一 百 步 , 犬 追 之 二 百 五 十 步 ,不 及 三 十 步 而 
下 , 癌 犬 不 正 , 复 行 几何 步 及 之 ? 
[注解 ] 设 犬 速 为 ul, 移 速 为 v2, 厂 复 行 > 步 即 可 追 及 兔子 , 风 


250+xz _ 250+x- f00 
p= (1.7) 


250 _ 250 ~ 100 + 30 
v1 v9 
式 (1.7) +- 式 (1.8) ,再 解 出 x。 

(0D 今 有 人 持 金 十 二 斤 出 关 ,关税 之 ,十 分 而 取 一 , 今 关 取 金 
二 斤 , 偿 钱 五 千 , 问 金 一 斤 值钱 几何 ? 

[注解 ]“ 偿 钱 ” 指 " 找 零 ”。 

设 一 厅 金 子 值钱 x, 则 此 出 关 人 纳税 为 


{1.8) 
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1 
2x -5000= 124 x i6 


(172) 今 有 窜 马 日 行 三 百 里 , 客 去 忘 持 衣 , 日 已 三 分 之 一 ,主人 
用 党 , 持 衣 追 及 ,与 之 而 还 ,至 家 , 视 日 四 分 之 三 , 问 主人 马 不 停 ,日 
行 几何 ? 

【注解 ] 设 主人 马 速 为 5, 则 

计 二 -于 je=[ 计 + 人 (全 - 二 ao 

(073) 今 有 金 楼 ,长 五 尺 , 斩 本 一 尺 , 重 四 斤 , 斩 来 一 尽 , 重 三 
斤 , 间 次 一 尺 各 二 几何 ? 

【注解 了 次 一 尺 " 指 依次 一 尺 一 尺 地 。“ 本 " 指 下 端 ,* 未 " 指 上 
端 ,下 粗 上 细 。 

从 末 吾 本 等 分 成 5 段 ,分 别 为 2 斤 ,xm 斤 ,x2 斤 ,加 斤 和 4 斤 ， 
成 等 基 级 数 , 故 


m= 二 (2+4) =3(F) 


去 ( 斤 ) 


zi= 卫 (2+ 轧 )= 2 二 


-244-3 二 ( 厅 ) 
(174) 今 有 五 人 分 五 钱 , 令 上 二 人 与 下 三 人 等 , 问 各 得 几何 ? 
[注解 1 当时 社会 把 人 分 成 等 级 ,分配 按 等 级 依 等 差 级 数 进 行 ， 
设 第 三 等 人 得 x, 则 
(x+2d) +(x+d)+xt(x-d)+(x-2d)=5 (1.9) 
解 得 x =1。 把 x 代 人 式 (1.9) 解 得 d。 
x+2d,x+d,x%,x- d,x-2d 
恢 次 是 5 人 所 得 。 
《175) 今 有 竹 九 节 , 下 三 节 容 四 升 , 上 四 节 容 三 升 , 问 中 间 二 节 
和 欲 均 容 ,各 多 少 ? 
[注解 ]" 均 容 ” 指 各 节 的 容积 均匀 地 变化 ,此 题 如 同 (174) 题 按 
等 差 级 数 计算 。 
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(176) 今 有 外 起 南海 ,七 日 至 北海 ; 座 直 北海 , 九 日 至 南海 , 今 


网 腾 俱 起 , 何 日 相逢 ? 
[注解 ] 设 总 速 cj, 脸 速 v2, 则 


To = 00 = 也 


可 得 3 臣 日 相连 。 
(177) 今 有 甲 发 长 安 ,五 日 至 齐 ; 乙 发 齐 ,七 日 至 长 安 。 今 乙 发 
已 先 二 日 , 甲 旋 发 长 安 , 问 几何 日 相逢 ? 
[注解 ] 设 甲 速 w, 乙 速 mw, 则 


5 = 7v2.0 = Zw 


Sv7 Sw 1 
mtmn- T2128) 
Fr2tv 
即 甲 出 发 后 2 十 日 相 因 。 


《178) 今 有 一 人 一 日 为 牡 瓦 三 十 八 术 ,一 人 一 日 为 牧 瓦 七 十 六 


枚 , 今 令 一 人 一 日 作 瓦 我 牡 相 半 , 问 成 瓦 几何 ? 
[注解 ] 设 此 人 作 一 日 制 成 尼 , 牡 瓦 各 4 枚 ,于 是 


%% 
+! 
(179) 今 有 一 人 一 日 矫 矢 五 十 ,一 人 一 日 羽 矢 三 十 ,一 人 一 日 


答 矢 二 五 , 今 令 一 人 一 日 自 矫 、 羽 . 答 , 问 成 矢 几 何 ? 
[注解 ]“ 矫 和 撩 " 指 矫 直 篆 ,“ 羽 矢 " 即 装 箱 钢 ,“ 管 矢 " 指 装 往 答 。 


设 一 人 一 日 成 和 撩 x 只, 则 
1 .1,1 
引 吉 + 芳 + 寺 ) =1 
《180) 今 有 俱 田 , 初 假 之 岁 三 亩 一 钱 ,明年 四 亩 一 钱 ,后 年 五 亩 
一 钱 ; 凡 三 岁 ,得 一 下 ,了 癌 田 几何 ? 
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[注解 ]“ 假 田 " 即 出 租 土地 。 设 出 租 田 x 亩 , 则 


二 


3 +4+ 了 =100 
(181) 题 与 (179) 题 同类 。 
(182) 今 有 池 , 五 灌注 之 ;其 - 汇 开 之 , 少 半日 一 满 ;次 ,一 日 一 
满 ;次 ,二 日 半 一 满 ;次 ,五 日 一 浦 ; 今 绾 决 之 , 问 几何 日 满 池 ? 
[注解]" 少 半日 " 即 证 天 。 设 五 深秋 放水 入 池 ,x 日 注 满 全 字 , 则 
Ne a 
%+T+ «+ EE 二 入室 二 


1 1 5 


3 2 
(183) 仿 有 人 持 米 出 三 关 , 外 关 三 而 取 一 ,中 关 五 而 取 一 ,内 关 
七 而 取 一 , 余 米 五 斗 , 问 本 持 米 几何 ? 
[注解 ] 设 本 来 携带 的 米 为 x 斗 , 则 
过 第 一 关 ( 外 关 ) 后 剩 米 (1 二) x 
过 第 二 关 (中 关 ) 后 利 米 (1- 到) (1 -二 }s 


过 第 三 关 ( 内 关 ) 后 利 米 (1 -地 (1 二 ) (1- 二 jx=5。 

(84) 今 有 和 持 金 出 五 关 , 前 关 二 而 税 一 ,次 关 三 而 税 一 ,次 关 
四 而 税 一 ,次 关 五 而 向 一 ,次 关 六 而 税 一 ,并 五 关 所 税 , 适 重 一 斤 ， 
问 本 持 金 几何 ? 

[注解 ] 设 本 来 持 金 x 斤 , 则 


第 一 关 : 收 税 二， 祭 金 让 

第 二 关 : 收 税 二 x 二 4 = 二 x， 余 金 让 -二 4 = 
第 三 关 : 收 税 二 xx = 余人 金 二 x 一直 x= 于 
第 四 关 : 收 税 十 x 二 x= 去 *， 余 金 (二 - 击 )x= 二 x 
第 五 关 : 收 税 二 x 十 x= 击 *， 余 侈 (于 -二 jx- 十。 
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于 是 
ll.1l1,.l1,l 
( 7+6 + 写 + 匣 +30)*=1 
第 七 卷 ” 盈 不 足 
[注解 ] 即 今日 小 学 算术 中 的 “盈亏 问题 "。 
{185) 今 有 共 买 物 , 人 出 八 , 盈 三 ;人 出 七 ,不 足下 , 问 人 数 . 物 
价 各 几何 ? 
[注解 ] 设 人 x 位 ,物价 y 元 , 则 
(7 
Tx=y—4 
(186) 题 (187) 题 与 (185) 题 同类 。 
(188) 今 有 共 买 牛 ,七 家 共 出 一 百 九 十 ,不 是 三 百 三 十 , 九 家 共 
出 二 百 七 士 , 盈 三 十 , 问 家 数 . 牛 价 各 几何 ? 
[注解 ] 设 家 数 为 x 户 , 牛 价 为 y, 则 
330 


2 -y+ 30 
解 得 x =126,y = 3750。 
(189) 题 ~ (192) 题 与 (188) 题 同类 。 
(193) 今 有 米 在 十 斗 桶 中 ,不 知 其 数 , 满 中 添 桶 ,而 春之 ,得 米 
七 斗 , 问 故 米 几 何 ? 
【注解 】 满 中 添 栗 " ,把 桶 用 栗 添 满 ; 故 米 " 指 原来 桶 里 的 米 - 
设 故 米 为 x 斗 , 则 添加 的 栗 为 10- * 斗 , 按 票 5 炳 米 30 的 比 
人 鲍 ,10- * 斗 票 能 春 成 的 米 为 


(10- 4)304 


于 是 
(10- 4)3+e=7 
(194) 今 有 垣 ,高 九 尺 , 瓜 生 其 上 , 幕 日 长 七 寸 , 略 生 其 下 , 盔 日 
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长 一 尺 , 癌 几 和 何 日 相关 ? 瓜 、 声 各 长 几何 ? 

[注解 ]“ 垣 " 即 墙 ,“ 瓜 生 其 上 ” 指 一 棵 南瓜 苗 长 在 墙头 ,“ 氢 生 
其 下 " 指 一 棵 苦 芦 苗 长 在 墙根 下 南瓜 苗 正 下 方 。 设 x 日 两 种 瓜 莹 
相连 , 则 (以 寸 为 单位 》 

(7+10)x=90 

《195) 今 有 蒲生 一 日 ,长 三 尺 ; 莞 生 一 日 ,长 一 尺 , 薄 牛 日 自 半 ， 
莞 生日 自 倍 , 问 几 何 日 而 长 等 。 

[注解 ] 莞 (guan) ,水 瓯 。 

设 x 日暮 莞 等 长 , 按 等 比 级 数 之 和 计算 ， 


1- 二 ) 110-25) 
1 工 1-~2 
2 
得 2 =6,z*= log26=1+1log3。 

当时 世界 上 尚 无 人 知道 logz3 是 何 物 ! 可 见 此 题 当时 是 无 人 
能 得 出 其 精确 解 的 。 

对 数 是 英国 数学 家 纳 皮尔 (J. Napier,1550 一 1617) 于 1614 年 创 
立 的 。1624 年 , 开 普 勒 引 入 符号 logaN。17 世纪 中 时, 由 穆 尼 阁 把 
对 数 logoN 介绍 到 中 国 。 由 于 对 数 能 节省 计算 时 间 , 被 世人 誉 为 
“使 科学 家 延长 寿命 的 重大 数学 成 就 。 

(196) 今 有 垣 厚 五 尺 , 两 鼠 对 穿 ,大 鼠 日 一 尺 ,小 鼠 亦 日 一 尺 ; 
大 鼠 日 自 倍 ,小 鼠 日 自 半 , 问 几何 日 相逢 ? 各 穿 几何 ? 
注解 ] 此 题 与 (195) 题 同类 , 同 水 平 重 复 。 
《197) 今 有 醇 酒 一 斗 , 值 钱 五 十 3 行 酒 一 斗 ,值钱 一 十 。 今 将 钱 
三 十 ,得 酒 二 斗 , 问 醇 , 行 酒 各 得 几何 ? 
注解 ] 设 醇 酒 * 斗 , 行 酒 y 斗 , 则 

{7 

50x + 10y = 30 

(198) 今 有 大 器 五 ,小 器 一 , 容 三 解 ;大 器 一 ,小 器 五, 容 二 解 ， 
问 大 小 器 各 容 几 何 ? 
注解 ] 没 大 器 容 x ,小 器 容 y, 则 
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[3 
x+5y=2 
《199) 今 有 漆 三 得 油 四 , 油 四 和 漆 五 。 今 有 漆 三 斗 , 欲 令 分 以 
易 油 ,还 自 和 余 漂 , 问 出 漆 、 得 油 . 和 漆 各 几何 ? 
[注解 ] 漆 三 得 油 四 "是 指 3 份 漆 可 换 得 4 份 油 。“ 油 四 和 漆 
五 "是 说 4 份 油 可 以 调和 5 份 漆 。 
设 从 漆 中 拿 出 x 斗 去 换 油 ,还 剩 3 ~ * 斗 漆 ;x 斗 漆 换 得 的 油 


为 4x 斗 。 于 是 


(200) 今 有 玉 方 一 寸 , 重 七 两 ; 石 方 一 寸 , 重 六 两 。 今 有 石 立方 
三 二 ,中 有 玉 , 并 重 十 一 斤 , 问 玉 石 各 重 几何 ? 
[注解 ] 设 3 立方 十 中 有 玉 * 立方 寸 , 石 y 立方 十 , 则 
{ +7=27 
Tx+6y=11lx16 
题 文中 “一 寸 " 指 (1 才思， 立方 三 寸 " 指 (3 寸 。 
(201) 今 有 善 田 一 亩 , 价 三 百 ; 恶 田 七 调 , 价 五 百 , 今 并 买 一 硕 ， 
价钱 一 万 , 问 善 . 恶 田 各 几何 ? 
[注解 ] 设 善 田亩 , 恶 田 y 亩 , 则 
+y=1l00 


300x + 2 = 10000 
(202) 今 有 黄金 九 枚 ,白银 一 十 一 枚 , 称 之 重 适 等 ;交易 其 一 ， 
金 轻 十 三 两 , 问 金 . 银 一 枚 各 重 几何 ? 
[注解 ] 设 金 一 校 x 两 , 银 一 枚 7 两 , 则 
位 - 11y 
8x+y+13= 10y+x 
《203) 今 有 良 马 与 每 马 发 长 安 至 齐 , 齐 去 长 安 三 千里 。 良 马 初 
日 行 一 百 九 十 三 里 ,日 增 一 十 三 里 , 驾 马 初 日 行 九 十 七 里 ,日 减 半 
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里 。 良 马 先 至 齐 , 复 还 馆 努 马 。 问 几何 日 相逢 及 各 行 几何 ? 

[注解 ] 设 x 日 两 马 相逢 , 则 和 良 马 行程 为 

到 ia93+ [193+ (z- D13]ix 
努 马 行程 为 
{m+ [9 -GD 引 j 

于 是 

于 nga+[lg+(z- D13]lx+ 寺 +[9-(z-D 和 is= 

2x3000 

这 是 以 x 为 未 知 数 的 一 元 二 次 方程 。 

《 九 章 算术 》 的 “ 答 日 "给 出 的 是 近似 值 。 

(204) 今 有 人 持 钱 之 里 ,次 , 利 十 三 。 初 返 , 归 一 万 四 千 ;次 返 ， 
归 一 万 三 千 ; 次 返 , 归 一 万 二 千 ; 次 返 , 归 一 万 一 千 ; 后 返 , 妇 -万 。 
凡 五 返 归 钱 ,本 利 俱 尽 。 问 本 持 钱 及 利 各 几何 ? 

[注解 ] 此 题 说 某 人 拿 钱 去 四 川 经 商 ( 砚 ) ,利润 率 主 。 记 4， 
B,C; 分 别 为 第 i 次 的 投资 .给 家 留 钱 和 得 利 ,i = 1,2,3,4,5, 则 

Ai=«, Bi = 14000,Ci=0.3x 

As= A + C1- Bi=1.3x -14000, B;= 13000, C2=0.342 

As=1.34;- Ba, Bs = 12000, C3 =0.343 

A4 =1.34; ~ B3, Bs = 11000, C4=0.3A4 

As=1.344- Ba, Bs = 10000, Cs =0.3As 
由 题 意 

1.34s = 10000 


45 中 含 ,可 解 得 *。 

共 获 利 0.3(A1 + 42+ 43+ A4+ 4s) ,4; 中 含 x,x 已 在 上 面 求 得 。 
第 八 卷 ”方程 

[注解 方程 是 含 未 知 数 的 等 式 ,古代 中 国 数学 家 称 未 知 数 为 "天 
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元 ”, 列 方程 和 解 方程 的 技术 称 为 “天 元 术 ”; 且 有 名 言 日 “代数 即 天 
元 "。 此 音 现 在 听 起 来 似 有 偏 贤 ,但 基本 切中 要 害 。 不 仅 代 数 方 程 如 
此 ,现代 的 微分 方程 若 求 数值 解 , 亦 是 天 元 术 , 可 见 天 元 术 之 重要 。 

《205) 今 有 上 禾 三 秉 ,中 禾 二 秉 ,下 禾 一 秉 , 实 三 十 九 斗 ;上 禾 
二 梯 , 中 禾 三 乘 , 下 禾 一 冬 , 实 三 十 四 斗 ;上 禾 一 葬 , 中 禾 二 和 葬 , 下 禾 
三 秉 , 实 二 十 六 斗 。 问 上 ,中 .下 禾 实 一 材 各 几何 ? 

[注解 ] 秉 " 即 捆 。“ 实 "指称 捆 脱 粒 后 所 得 的 称 谷 。“ 实 一 对” 
指 一 捆 能 收 的 粮食 。 

设 每 捆 上 中 、 下 禾 分 别 得 实 x 斗 ,y 斗 和 z 斗 , 则 

人 +2y+z=39 


2x+3y+2z=34 
x+27y+3z=26 
在 中 国 , 刘 微 首先 用 消 元 法 解 线性 方程 组 。 
(206) 今 有 上 禾 七 秉 , 损 实 一 斗 , 益 之 下 禾 二 莱 , 而 实 一 十 斗 。 下 禾 
八 生 , 益 实 一 斗 ,与 上 禾 二 秉 ,而 实 一 十 斗 。 问 上 .下 禾 实 一 秉 各 几何 ? 
[注解 ]“ 损 实 一 斗 " 指 米 损失 了 一 斗 。" 益 之 "是 给 它 添上 ;“ 益 
实 " 指 添加 稻米 。 
设 上 禾 每 捆 可 得 粮 x 斗 , 下 禾 每 捆 可 得 粮 y 斗 , 则 
全 -1+2y=10 
2x +8y+1=10 
(207) 今 有 上 禾 二 秉 , 中 禾 三 冬 , 下 禾 四 秉 , 实 医 不 满 斗 。 上 取 
中 ,中 取 下 ,下 取 上 各 一 葬 , 而 实 满 斗 , 问 上 ,中 .下 禾 实 一 秉 各 几何 ? 
[注解 ] “不 满 斗 " 即 不 满 一 斗 。 设 +,y,z 分 别 是 上 .中 、 下 对 
每 捆 可 得 粮食 的 斗 数 , 则 1 


2x+y=1 
展 +2=1 
4z+x=1 
《208) 今 有 上 禾 五 乖 , 损 实 一 斗 一 升 ,当下 禾 七 条。 上 禾 七 乘 ， 
损 实 二 斗 五 升 ,当下 禾 五 秉 , 问 上 、 下 禾 实 一 秉 各 几何 ? 


[注解 ] 设 每 捆 上 、 下 禾 分 别 可 得 粮食 * 斗 与 y 斗 , 则 
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EE -1.1=77y 
Tx ~-2.5=5y 
(209) 题 (210) 题 与 (208) 题 同类 。 
(211) 今 有 牛 五 , 羊 二 , 值 金 十 两 ; 牛 二 , 羊 五 ,信和 金 八 两 , 问 牛 、 
羊 各 值 金 几何 ? 
[注解 ] 设 牛 . 羊 值 金 分 别 为 < 两 与 两 , 则 
{> +27 =10 
2x+5y=8 
《212) 今 有 卖 牛 一 , 羊 五 ,以 买 十 三 舟 , 有 余 钱 一 千 ; 卖 咎 三 , 秒 
三 ,以 买 九 羊 , 钱 适 足 ; 卖 羊 六 , 系 八 ,以 买 五 牛 , 钱 不 足 六 百 ; 问 牛 、 
羊 . 篆 价 各 几何 ? 
[注解 ] 设 牛 . 羊 , 系 价 分 别 为 x,y,z, 则 
2x +5y= 13z + 1000 
> +3z=9y 
6y +8z=5x- 600 
(213) 今 有 五 省 ,六 燕 , 集 称 之 衡 , 淮 俱 重 , 攻 俱 轻 , 一 淮 一 藻 交 
而 处 , 衡 适 平 。 并 做 ,敬重 一 斤 。 问 燕 .省 一 校 各 重 几 何 ? 
[注解 ] 集 称 之 衡 ”, 在 衡器 ( 秤 ) 上 把 五 党 一 起 称 量 , 把 六 燕 一 
起 称 量 。“ 交 而 处 ", 在 衡器 ( 似 天 平 ) 两 端 交 换 一 党 一 阁 ;“ 并 节 、 
省 ”, 即 一 只 汰 加 上 一 只 燕 。 
设 每 只 燕 重 x 斤 ,每 只 党 重 y 斤 , 则 
位 十 了 = 47 十 式 
x+y=1 
(214) 今 有 蛙 乙 二 人 持 钱 ,不 知 其 数 。 围 得 乙 半 ,而 钱 五 十 , 乙 
得 甲 太 半 ,而 亦 钱 五 十 。 问 甲乙 持 钱 各 几何 ? 


[注解 ]“ 太 半 " 即 子 。 设 甲 下 钱 >, 乙 有 镜 7, 则 


0 
x+ 了 =50 


2 
Y+3%=50 
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(215) 今 有 二 马 一 牛 , 价 过 一 万 ,如 半 马 之 价 ; 一 马 二 牛 , 价 不 
满 一 万 ,如 半 牛 之 价 , 问 牛马 价 各 几何 ? 

[注解 ] 设 牛 价 * , 马 价 y。 

“ 价 过 一 万 ,如 半 马 之 价 ”, 指 价钱 出 一 万 多 出 的 部 分 等 于 马 价 
的 一 半 。 


x+27= 10000+ 十 y 


2x+y=10000- 二 x 
《216) 今 有 武 马 一 匹 ,中 马 二 匹 ,下 马 三 匹 , 皆 载 四 十 五 至 坂 ， 
皆 不 能 上 。 武 马 借 中 马 一 匹 , 中 马 借 下 马 一 匹 ,下 马 借 武 马 一 匹 ， 
态 尼 上 , 问 武 . 中 下马-- 匹 各 力 直 几何 ? 
[注解 ]* 坂 " 即 坡 路 ;“ 力 引 " 即 引力 。 
设 武 马 .中 马 .下 马力 引 分 别 为 x,y,z, 则 
+7y=40 


2y+z=40 
3z:+*=40 
《217) 今 有 五 家 共 井 , 甲 二 绠 不 足 , 如 乙 一 绠 ; 乙 三 缓 不足, 如 
再 一 绠 ;两 四 绠 不 足 ,如 丁 一 绠 ; 丁 五 绠 不 足 , 如 成 一 绠 ; 友 六 组 不 
足 , 如 甲 一 绠 ,为 各 得 所 不 足 一 绠 , 皆 束 。 问 进深 、 组 长 各 几何 ? 
[注解 ]“ 组 ”, 井 绳 。“ 逮 " 指 恰 达 到 水 面 ， 甲 二 绠 不 足 ,如 乙 一 
组 ”指甲 丙 根 井 绳 不 够 ,短缺 的 部 分 与 乙 的 一 条 韩 强 一样 长 。 
设 甲 . 乙 . 丙 、 杆 、 上 戊 的 绠 长 分 别 为 <,y,z,u,0, 井 深 , 则 
2x+ y= 
3y+2z=h 
4z+ 忆 =h 
Sut+v=h 


6r+x=h 
这 是 一 个 不 定 方程 组 ,说 明 我 古代 数学 家 已 研究 不 定 方程 组 这 种 
现代 线性 代数 问题 了 。 
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方程 组 的 系数 矩阵 为 
21000 
03100 
00410 
00051 
100056 
其 增 广 矩 阵 为 
210001 
031001 
004101 
000511 
100061 
经 过 行 的 初等 变换 得 


72 0 0 0 


[= 
b= 
[= 
9 


于 是 
721x = 265h 
721y = 191h 
721z= 148h 
721u = 129h 
721v = 76h 
解 得 
zx _ 265 7 19 z 148 uu 1939» 76 
kh Th Th 72 h 721'h 7 721 
井深 721, 则 甲 之 绠 长 265, 乙 的 长 191, 丙 长 148, 丁 长 129, 友 长 
76。 这 是 最 小 正 整数 解 。 
《218) 今 有 白 禾 二 步 , 青 禾 三 步 , 黄 禾 四 步 , 黑 禾 五 步 , 实 各 不 
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满 斗 。 白 取 青 . 黄 , 青 取 黄 、 黑 , 黄 取 黑白 , 黑 取 白 、 青 ,各 一 步 ,而 
实 满 斗 。 问 白 . 青 . 黄 、 黑 禾 实 一 步 ,各 几何 ? 
[注解 1" 白 取 青 、 黄 "的 “ 取 ” 字 理解 为 添加 。 
设 x、y、z,u 分 别 为 白 . 青 . 黄 、 黑 禾 一 步 可 得 的 粮食 数 , 则 
2x+y+7z=1 
3y+z+u=1 
4z+uwu+x=] 
Su+t+x+t+y=1 
《219) 今 有 甲 用 二 冬 . 乙 儿 三 秉 ,两 禾 四 乘 , 重 此 过 于 石 , 甲 二 
重 如 乙 一 , 乙 三 重 如 丙 一 , 丙 四 重 如 甲 一 , 问 甲乙 、 丙 下 一 于 各 重 
几何 ? 
[注解 ]“ 重 缘 过 于 石 , 甲 二 重 如 乙 一 "是 说 一 捆 甲 禾 超 过 一 石 
的 重量 与 乙 禾 一 捆 的 重量 一 样 。 
设 甲乙 \ 丙 禾 每 捆 重 分 别 为 x、y.z 石 , 则 


2x -l=y 
Be 
4s—-1=% 

(220) 今 有 令 一 人 . 吏 五 人 ,从 者 一 十 人 , 食 鸡 一 十 ; 令 一 十 人 ， 
更 一 人 ,从 者 五 人 , 食 鸡 八 ; 令 五 人 ,更 一 十 人 ,从 者 一 人 , 食 鸡 六 。 
问 令 .更 、 从 者 一 人 食 鸡 各 几何 ? 

[注解 ] 设 县 长 .干部 和 服务 员 分 别 吃 鸡 x 、y 、z, 则 

(se 


I0x+y+5z=8 
5x +li0y+z=6 
(221) 题 (222) 题 与 (220) 题 同类 。 
第 九 卷 ” 勾 股 
(〈223) 今 有 勾 三 尺 , 股 四 尺 , 问 弦 几 何 ? 
(224) 题 (225) 题 与 (223) 题 同类 。 
(226) 今 有 圆 材 , 径 二 尺 五 寸 , 欲 为 方 板 , 令 厚 七 寸 , 问 广 几 何 ? 
[注解 ] 如 图 1.13 所 示 , 设 广 为 x 寸 , 则 
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x2 +7 =252 
此 题 显示 ,中 国 上 古代 数学 家 在 秦汉 时 代 已 知晓 直径 上 的 贺 局 
龟 为 直角 、 加 内 接 矩 形 的 对 龟 线 过 圆心 等 几何 知识 。 


图 1.B 
(227) 今 有 木 长 二 款 , 围 之 三 尺 ,万 生 其 下 , 缠 木 七 局 ,上 与 木 
齐 , 问 葛 长 几何 ? 
[注解 ] 缠 7 周 ,每 周 上 升 加 尺 ,把 圆柱 面 展开 成 一 矩形 , 设 葛 按 
最 短路 径 上 缠 , 从 4 点 至 B 点 为 一 周 , 见 图 1.14(a) 和 图 1.14(&)。 


4B= 银 ,由 已 知 得 
2xR=3 
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取 x= 3, 及 = 二 ( 尺 ), 于 是 44 =2xR=3 尺 ,由 勾 股 定理 得 


2 
48=V3z+[( 纪 

万 长 74B。 

(228) 今 有 池 , 方 一 克 , 荐 生 其 中 央 , 出 水 一 尺 , 引 蕊 赴 岸 , 适 与 
岸 齐 , 问 水 深 、 茂 长 各 几何 ? 

[注解 ] 方 一 丈 " 即 边 长 一 丈 的 正方 形 ,“ 若 ”, 即 芦苇 。“ 引 芒 
赴 岸 , 透 与 岸 齐 ", 是 把 芦 革 的 项 拉 疝 岸 ,恰好 接触 岸 的 边缘 。 

设 藏 长 x 尺 , 则 { 见 图 1.15》 
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图 1.15 


z+(r-1) 
水 深 z -1。 
《229) 今 有 立木 , 系 索 其 末 , 委 地 三 尺 , 引 索 却 行 , 去 森 八 尺 , 问 
索 长 几何 ? 
[注解 1 立木 ” ,垂直 埋 在 地 上 的 木 柱 ;" 系 索 其 末 ”, 一 条 绳索 
绑 在 它 的 顶端 ;“ 委 地 三 尺 ” ,绳子 落 在 地 上 的 部 分 长 3 尺 ;“ 引 索 却 
行 " , 拉 着 强手 面 对 木 桩 后 退 ， 去 木 八 尺 ”, 指 绳子 拉 直 且 端 点 蓝 
地 ,端点 距 木 桂 八 尺 。 设 索 长 x, 则 由 勾 股 定理 得 
zx- (x~3) = 
(230) 今 有 十, 高 一 丈 , 倚 木 于 士 ,上 与 垣 齐 , 引 木 却 行 一 尺 ,其 
本 至 地 , 问 木 几何 ? 
[注解 ] 其 木 至 地 ”, 木 杆 身 在 地 上 。 
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设 木 长 x 尺 , 则 ( 见 图 1.16) 


10R 


图 1.16 
z=10+(x-1) 
《231) 今 有 圆 材 , 埋 在 整 中 ,不 知 大 小 ;以 锅 句 之 , 深 一 十 , 锯 道 
长 一 尺 , 问 径 几 何 ? 
[注解 1 网 图 1.17, 设 半径 为 + 十 , 则 


n=(r- 1 + 


图 41.17 


《232) 今 有 开门 ,去 闪 一 尺 ,不 合 二 寸 , 问 门 广 几 何 ? 
[注解 ]* 阅 ”, 门 权 . 见 疼 1.18。 
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设 每 扇 门 宽 x 尺 , 则 由 勾 股 定理 得 
x2= +(x-0.1) 
(233) 今 有 户 ,高 多 于 广 六 尺 八 十 ,两 隅 相去 适 一 丈 , 问 户 高 、 
广 各 几何 ? 
[注解 ]“ 户 ” 即 门 。“ 两 隅 相去 ”, 即 门 的 对 角 线 之 长 。 
设 门 宽 x 尺 , 则 高 为 x+6.8, 丁 是 
10 = x+ (t+6.8): 
这 是 一 个 一 元 二 次 方程 。 
《 九 章 算术 》* 术 是" 中 为 解 此 方程 ,给 出 的 公式 是 


(1.10) 


《1.1 


2 
b= VIP (5 a+ (ba)] 


其 中 a 为 和 ,5 为 股 ,c 为 弦 。 

容易 验证 ,公式 (1.10) 与 公式 (1.11) 皆 成 立 。 

此 题 中 ,已 知 -a=6.8,c=10, 代 入 公式 (1.10) 或 (1.11)， 
可 算出 勾 e( 即 我 们 设 的 x)。 

为 迎合 这 一 具体 题 生 (¢ 与 5 - a 已 知 ) , 刘 微 等 古代 数学 家 巧 
妙 地 构 作 出 公式 (1.10) 与 (1.11) ,真是 鬼 佐 神 工 ,他 们 给 出 了 已 知 
c 与 6- a 时 求 a 与 b 的 算法 ,等 价 于 对 二 次 方程 
2x2+2ox+ a -P=0 


给 出 了 求 根 公式 。 
(234) 今 有 户 , 不 知 高 广 , 午 不 知 长 短 , 横 之 ,个 出 四 尺 , 纵 之 ， 
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不 出 二 尺 , 钳 之 适 出 , 问 户 高 . 广 , 斜 各 儿 何 ? 
[注解 ] 见 图 1.19。 


图 1.19 
设 门 宽 = 尺 ,高 y 尺 , 峙 
位 +4) =x2+y 
(y+27 =x+7 
《235) 今 有 竹 , 高 一 丈 , 末 折 抵 地 ,去 本 三 尺 , 问 折 者 高 几何 ? 
[注解 ]* 末 折 抵 地 ”. 见 图 1.20, 设 折 点 高 x 尺 , 则 
(10— x)?=x2+3 


3 尺 
图 1.20 
这 是 一 个 一 元 二 次 方程 《 九 章 算 术 》 中 作出 求解 公式 
s=4[(e+ 6) -7] (1.12) 
公式 (1.12》 中 8 即 方程 中 的 x,c + 5 = 10,a = 3, 所 以 用 公式 
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(1.12) 可 以 算出 x= 5b。 

容易 验证 公式 (1.12) 是 成 立 的 ,其 中 a ,6,c 分 别 是 勾 、 股 和 
弦 。 

我 们 反复 看 到 ,《 九 章 算术 ?为 解 一 个 具体 的 一 元 二 次 方程 . 针 
对 该 方程 的 结构 建立 一 个 求解 公式 (例如 题 (233) 中 的 公式 (1.10) 
和 公式 (1.11) , 题 (235) 中 的 公式 (1.12)) ,事实 上 , 离 给 出 一 元 二 
次 方程 


ax2+ 和 +c=0 
的 求 根 公 式 只 差 一 层 窗户 纸 没有 捅 破 ! 
《 九 章 算术 》 的 成 书 年 代 ( 汉 代 ) 外 国 亦 无 一 元 二 次 方程 的 求 根 
公式 ,我 国 数学 家 赵 严 (公元 3 世纪) 对 方程 
-z+hy=A4 


给 出 了 求 根 公式 
= 小 [hk-V -44] 
但 这 仍 不 是 一 般 意义 下 的 求 根 公式 ,对 于 方程 


at+ 丰 +cs=0 


的 求 根 公式 
_ b+vVb-4a 
一 2a 
是 9 世纪 阿拉 伯 数 学 家 花 拉 子 米 建立 的 。 


花 拉 于 米 (AL-Khowarizmi,783 一 850) , 生 于 波斯 的 花 控 子 模 , 卒 
于 巴格达 。820 年 , 花 的 名 车 《代数 学 ?问世 ,此 书 中 首创 了 一 元 二 
次 方程 的 求 根 公式 。 

《236) 今 有 二 人 同 所 立 , 甲 行 率 七 , 乙 行 率 三 , 乙 东 行 , 甲 南 行 
十 步 ,而 斜 东 北 ,与 乙 会 , 间 甲 乙 行 各 几何 ? 

[注解 ]* 同 所 立 ”, 站 在 同一 个 地 点 。“ 行 率 ” 央 速 度 。 


设 乙 行 * 步 , 则 耗 时 亏 ,在 此 时 间 内 , 甲 的 行程 为 7x 本 ,于 是 
(网 图 1.21) 
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图 1.21 
2+10=(3r-10) 


《 九 章 算术 》 刘 微 注 对 (236) 题 解法 男 有 高 后 : 刘 微 的 解法 用 现 
代 写 法 如 下 , 设 甲 速 为 m, 乙 速 为 n,a,b,c 分 别 为 勾 股 弦 , 则 


申 此 得 出 


(1.13) 


题 中 a= 10,m=7,n=3, 代 人 上 式 可 求 得 甲 , 乙 行 程 。 
公式 (1.13) 正 是 现代 勾 股 数 的 公式 , 可惜 我 国 古代 数学 家 有 
“只 言 术 不 言 证 "的 毛病 ,我们 找 不 到 历史 证 据 证 实 秦汉 时 代 中 国 
数学 家 已 知 下 面 的 重要 命题 : 
设 m,n 是 互 素 自 然 数 , 则 
mn mi+n 
(3 


是 勾 股 数组 。 
(237) 邻 有 勾 五 步 , 股 一 十 二 步 , 间 勾 中 容 方 几何 ? 
[注解 ]“ 勾 中 容 方 " 指 图 1.22 中 正方 形 CDEF 的 边 长 。 设 勾 
中 容 方 为 x, 由 三 角形 相似 理论 
zDD 
BC™ AC 
今 BC =5,4C =12,4D=12-x, 于 是 
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图 1.22 
(238) 今 有 勾 八 步 , 股 一 十 五 步 , 问 勾 中 容 圆 径 几 何 ? 


[注解 ]“ 勾 中 容 贺 "是 直角 三 角形 的 内 切 圆 。 由 面积 计算 可 得 
( 见 图 1.23) 


c B 
图 1.23 
二 B= 二 ma + 二 友 + 二 r 
于 是 直径 
21=— 2 
atb+e 


其 中 a=8,56=15,c=V 8+ 1 人 3。 
(239) 今 有 色 , 方 二 百 步 ,各 中 开门 ,出 东 门 一 十 五 步 有 木 , 问 
出 南 门 几何 步 ,而 见 木 ? 
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[注解 ]* 色 ”, 城 。“ 方 "指正 方形 边 长 , 见 图 1.24 由 于 人 4BC 
全 BDE , 故 


图 1.24 
B53_10 
100- x 
其 中 * 是 向 南 走 的 步 数 。 
(240) 题 与 (239) 题 同类 。 
(241) 今 有 即 方 ,不 知 大 小 ,各 中 开门 ,出 北 门 三 十 步 有 木 ,出 
西门 七 百 五 十 步 见 木 , 间 昌 方 几何 ? 
[注解 ] 设 双方 2z 步 , 则 ( 见 图 1.25) 


图 1.25 


30_ 2 
x 750 
(242) 今 有 即 方 ,不 知 大 小 ,各 中 开门 ,出 北 门 二 十 步 有 木 ,出 
甫 门 一 十 四 步 , 折 而 西行 一 千 七 百 七 十 五 步 见 木 , 问 色 方 几何 ? 
[注解 ] 设 芭 方 为 * 步 ,由 三 角形 相似 得 ( 见 图 1.26) 
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oh 


(243) 今 有 昌 , 方 一 十 里 ,各 中 开门 ,甲乙 俱 从 昌 中 央 而 出 ; 乙 
东 出 , 甲 南 出 ,出 门 不 知 步 数 , 斜 向 东北 麻 虽 , 适 与 乙 会 ; 率 ; 甲 行 
五 , 乙 行 三 ; 问 甲 乙 行 各 几何 ? 

[注解 } 磨 吧 ”, 擦 着 城墙 角 走 过 去 ; 见 图 1.27。 


图 1.27 


记 甲 率 ( 速 ) 为 m =5, 乙 率 为 n=3, 则 
AC: BC: AB= (m? -mw):2mn: (m+ ne)= 
(32 ~ 3):2x5x3:(5 + 3)=8:15:17 
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在 A 4ED 与 A 4BC 中 , 艇 -能 -号 , Bl =5, 可 求 出 四。 在 人 


4ED 与 A BDF 中 ,你 - 高 ,从 而 可 求 得 FB。 二 是 

乙 行程 为 $+ FB, 甲 行程 是 5+ AE + AD+ D8。4D 与 DB 可 
由 色 股 定理 求 得 。 

(244) 有 木 去 人 不 知 远近 . 立 四 表 , 相 去 各 一 丈 , 令 左 两 表 与 所 
望 之 相 直 ,从 后 右 表 望 之 ,人 前 右 表 三 寸 , 问 本 去 人 几何 ? 

【注解 世 表 " 即 标杆 。“ 相 去 各 一 丈 " 表 示 四 标 轩 分 别 立 在 一 个 
这 长 为 1 丈 的 止 方形 顶点 上 ,如 图 1.28。 

于 (本 ) 


图 1.28 
“ 左 两 表 与 所 望 之 相 直 ”, 指 图 1.28 中 4,D,7 在 一 直线 上 ; 
EC =3 寸 。 设 入 树 相 虹 47 = x 丈 , 则 
zx-1 1-0.03 


zx 1 

此 题 所 用 语言 似 有 辞 不 达 义 之 嫌 , 例 如 “相去 各 一 丈 ”, 两 两 相 
距 皆 一 丈 吗 ? 这 只 能 是 正四 面体 ! 是 菱形 吗 ? 我 们 只 能 猜测 此 语 
是 指 四 标杆 在 正方 形 硕 点 工 。 问 必 让 人 猜 昵 ? 

《 九 章 算术 》246 道 题 无 一 有 插图 ,不 能 说 这 是 一 种 长 处 。 另 
外 ,数学 符号 的 短缺 和 古 汉语 简练 有 余 而 准确 不 足 ,加 之 竖 行 书 
写 ,也 给 数学 带 来 诸多 不 便 。 

《 九 章 等 术 》 问 世 后 的 近 2000 年间 ,在 中 国 传统 数学 的 发 展 中 
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始终 处 于 权威 的 位 置 ,20 世纪 之 前 的 不 少数 学 家 对 《 九 章 算术 》 崇 
拜 到 迷信 的 程度 ,对 其 内 容 表现 的 水 准 随意 拔高 ,一 部 分 数学 家 则 
不 思 创 新 ,一味 模 仿 《 九 章 算 术 》, 如 果 有 人 对 其 略 表 异 意 或 向 他 国 
数学 学 习 , 则 人 被 视 为 异端 例如 19 世纪 有 位 名 为 梅 冲 的 中 国 数学 
家 ,在 其 著作 《 勾 股 残 述 》 中 严 然 以 卫 道 士 自 居 ,. 对 人 们 学 习 《 九 章 
算术 》《 周 伯 算 经 )》 等 十 典 算 经 之 外 的 数学 斥 之 为 :不 肯 遵 守成 
法 ,自我 创 获 ,以 别 列 析 解 ,而 反 失 其 放 步 ,不 算 书 之 验 。" 公 开 遗 足 
别人 学 习 新 东西 而 有 所 创新 ,不 再 故 步 自封 .墨守成规 就 是 梁 病 ， 
真是 岂 有 此 理 。 

《245) 有 山居 木 西 ,不 知 其 高 , 山 去 木 五 十 三 里 , 木 高 九 丈 五 
尺 , 人 立木 东 三 里 , 望 木 末 适 与 出 峰 斜 平 。 人 目 高 七 尺 , 问 山高 几 
何 ? 

[注解 ] 见 图 1.29 , 设 山高 Ek =x, 人 4B=7 尺 , 木 CD =9 丈 
五 尺 , BD =3 里。 于 是 EC = x -9 丈 五 尺 ,又 


CC=53 里 ,CH= DC -4B,AH = BD, 所 以 可 以 求 得 E6。EG+ CD 
即 为 山高 。 


图 1.29 
(246) 今 有 井 , 色 五 尺 ,不 知 其 深 , 立 五 尺 木 于 并 上 ,从 木 末 望 
水 岸 , 和 人 径 四 寸 , 癌 井深 几何 ? 
[注解 ] 见 图 1.30, 木 4C =5 尺 , 设 井 深 ED=x 尺 ,已 知 BC = 
0.4 尺 ,于 是 
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即 


为 了 阅读 与 欣赏 的 方便 ,我 们 部 分 地 参考 刘 微 的 《 九 章 算 术 
注 》, 对 《 九 章 算术 》246 个 原 题 给 出 了 现代 语言 的 注解 。 

我 们 看 到 ,《 九 章 算 术 》 中 原 载 的 “ 术 日 ”, 纵 出 的 是 简短 的 程序 
化 算法 ,这 种 解 题 风 略 与 今日 正在 兴起 的 计算 机 证 明 如 出 一 炉 , 当 
今 数学 活动 似 可 借鉴 < 九 章 算术 》 的 学 术 思 想 ,这 正 是 《 九 章 算术 》 
的 现实 意义 。 

《 九 章 算术 》 只 “日 术 ” 而 不 言 证 ,是 这 部 历史 名 著 的 明显 不 足 。 
把 一 个 具体 实例 解 出 来 了 ,也 就 不 再 说 什么 了 , 岂 不 知 , 韦 藻 总 是 
成 堆 地 生长 ,止步 于 一 般 解法 与 理论 的 门槛 之 下 ,确实 可 异 。 

事实 上 , 秦 朝 统一 中 国之 后 ,实行 专制 主义 的 集权 统治 , 执 秦 
始 皇 之 酷 法 , 焚 书 坑 情 ,镇 庄 崇尚 理论 思维 与 过 辑 推理 的 办 家 等 学 
派 ,禁止 百家争鸣 的 春秋 古风 , 汉 武 帝 则 墨 轴 百 家 , 独 尊 侍 术 , 把 机 
象 思维 视 为 离 经 产道 ,对 村 数学 ,只 限于 搞 点 对 农 故 ,得 役 .税收 、 
田亩 等 有 关 的 实际 计算 ,在 如 此 恶劣 的 秦汉 学 术 环 境 之 下 成 书 的 
《 九 章 算术 》 也 不 能 不 受 时 代 风 云 的 影响 。 另 外 , 癸 家 主张 "学 有 所 


56 


止 ”, 只 求 把 具体 事情 办 好 , 电 讳 多 言 ,这 种 过 度 谨慎 的 思想 作风 对 
数学 的 理论 愿 维 不 利 。 

《 九 章 算术 》 中 许多 题目 邻 人 兴趣 答 然 ,可 谓 引 人 入 胜 . 实 为 数 
学 问题 中 的 佳品 ,例如 “牛马 羊 食 人 苗 "《(86) 题 ), “女子 善 织 ” 
((88) 题 ),“ 客 去 忘 持 衣 "((172) 题 ),“ 免 走 犬 扎 "((170) 题 ),“ 有 往 
九 节 ”((175) 题 ),“ 两 妇 对 穿 ”((196) 题 ),“ 良 马 驾 马 "((203) 题 》， 
“五 从 六 燕 "((213) 感 ), “五 家 共 井 "(217) 古 ),“ 万 长 缠 木 ”((227) 
题 ) ,“ 引 蕊 赴 岸 "((228) 题 ) “人 竹 折 抵 地 "((235) 题 )，“ 甲 与 乙 会 
((236) 题 } 等 ,每 题 描 述 的 情景 与 解法 令 人 忍俊不禁 ,在 中 外 数学 
史上 传 为 佳话 。 

《 九 章 算术 》 是 一 部 数学 史上 影响 深远 的 文献 ,是 中 国 古代 数 
学 教育 的 首选 教科 书 ,不 仅 适 于 自修 ,而 且 适 于 课堂 教学 , 曾 被 各 
朝代 规定 为 国家 级 教材 。 容 易 看 出 ,今日 中 小 学 数学 课本 中 不 少 
内 容 源 于 《 九 章 算术 》, 它 的 一 部 分 内 容 甚 至 涉及 今日 大 学 的 数学 
内 容 , 例 如 与 希 尔 伯 特 第 三 问题 有 关 的 刘 币制 补 原理 ,与 积分 有 关 
的 “ 究 田 "问题 等 。 

中 国 在 公元 14 世纪 以 前 是 世界 数学 强国 ,我 们 则 应 见 贤 思 齐 
今 , 数 典 而 念 祖 , 我 们 相信 ,有 良好 数学 传统 的 中 国 ,可 以 成 为 21 
世纪 的 数学 强国 。 


3 ”中国 古代 最 伟大 的 数学 家 一 一 刘 微 


刘 微 生 于 青 晋 时 代 263 年 左右 , 生 检 年 份 与 籍贯 不 详 。 主 要 
数学 著作 有 《 九 章 算术 注 》 和 《海岛 算 经 ?两 部 。 

刘 微 之 前 ,中 国 使 用 的 圆周 率 取 值 为 3, 刘 后 指出 <= 3 误差 
过 大 ,他 开始 求 取 比 较 准 确 的 x 的 近似 值 。 

阮 元 在 《 铸 人 传 ) 中 说 :“ 徽 创 以 六 和 解 之 面 制 之 又 割 ,以 求 周 径 
相 之 为 率 , 厥 后 祖冲之 更 开 密 法 , 仍 是 割 之 又 害 耳 ,未 能 王 微 法 之 
外 , 另 立 新 术 也 。" 刘 微 得 出 x= 3.1416,3.1416 今 蕊 成 为 家 喻 户 晓 
的 数学 常识 。 航 (gd) 是 古代 酒 具 , 钙 口 为 正六 边 形 , 刘 微 由 圆 内 接 
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正六 边 形 开始 ,不 断 地 细 分 圆周 ,逐渐 求 得 x 的 更 准确 的 近似 值 ， 
之 后 ,祖冲之 父子 继承 刘 徽 的 这 种 “ 割 之 又 割 " 的 技术 , 求 得 比 
3.1416 更 准确 的 圆周 率 。 

2002 年 ,中 国 邮电 部 发 行 刘 微 纪念 邮票 , 刘 微 已 被 我 国 公认 
为 古今 最 伟大 的 文化 名 人 之 一 。 

刘 徽 的 《 九 章 算 术 注 ) 影 响 深远 ,是 之 后 1000 余年 中 国 数学 家 
成 长 的 最 重要 的 教科 书 。《 九 章 算 术 注 》 纠 正 了 《 九 章 算术 》 中 的 车 
干 错误 ,全 面 论述 《 九 章 算 术 》* 术 白 ” 中 的 解法 与 公式 。《 九 章 算术 
注 》 是 东方 数学 的 代表 作 ,为 我 国 古代 数学 的 奠基 文献 。 

刘 徽 长 于 几何 ,在 代数 方面 也 贡献 蚂 丰 ,例如 开平 方 与 开 立 方 
的 近似 计算 、 正 负数 的 运算 ,等 比 与 等 差 级 数 的 求 和 以 及 代数 方程 
等 方面 都 作 了 重要 工作 。 尤 其 令 人 感 兴趣 的 是 他 已 经 认识 到 无 理 
数 的 概念 , 刘 徽 说 ;“ 凡 开 积 为 方 , 方 之 自 乘 当 还 复 其 积分 。 令 不 加 
借 算 面 命 分 , 则 常 徽 少 ;其 加 借 算 而 命 分 , 则 又 微 多 ,其 数 不 可 得 而 
定 , 故 以 面 命 之 ,为 不 失 耳 。” 

刘 说 的 “ 方 "指正 数 的 算术 平方 根 ,“ 积 ” 指 被 开 方 数 ,他 是 借用 
“正方 形 面积 为 边 长 自 箭 " 中 的 “ 积 " 字 , 即 ae = s 中 ,* 为 积 ,a 为 
方 。 当 时 中 国 只 知道 整数 和 分 数 ,不 知 无 理 数 为 何 物 ;所谓 "其 数 
可 得 而 定 ", 则 是 指 可 以 由 积 s 算出 一 个 用 整数 或 分 数 表达 的 方 ， 
否则 ,其 数 不 可 得 面 定 ", 即 方 不 可 表示 成 整数 或 分 数 ,这 种 开平 
方 “不 可 得 面 定 ” 的 数 , 刘 微 定义 其 为 “而 ” ,可见 刘 微 扬 称 的 “ 面 "就 
是 今天 所 称 的 无 理 数 的 一 部 分 。 

刘 微 真是 聪明 ,不愧 为 中 国 为 数 不 多 的 有 思想 的 数学 家 ,他 在 
开 方 实践 中 领会 到 这 种 “不 可 得 而 定 "的 数 的 存在 性 ,但 有 一 个 关 
键 问题 是 刘 微 没 有 进一步 考虑 的 , 即 如 何 证 明 这 种 * 面 "的 存在 性 ? 
这 个 证 明 是 不 可 缺 的 。 例 如 一 个 正 数 。 是 某 有 理 数 a 的 平方 ,但 
a 是 小 数 点 后 100Im 位 的 有 尽 (不 循环 ) 小 数 ,有 多少 时 间 去 进行 开 
方 试 算 , 即 用 “不 加 借 算 " 面 得 到 不 足 近似 值 或 用 “加 借 算 "得 到 过 
狮 近 似 值 ,从 面 逐步 得 出 a 的 值 呢 ? 如 果 经 过 了 10 闻 位 小 数 的 确 
定 后 , 仍 得 不 到 准确 的 平方 根 就 宣布 e 是 “ 面 ", 那 就 错 了 。 易 知 ， 
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用 开 方 运算 来 判定 a 是 否 无 理 数 是 不 可 行 的 事 ,一 个 数 是 否 无 理 
数 必须 有 严格 的 逻辑 证 明 ,而 这 正 是 古代 中 国 数学 所 缺乏 的 。 

如 果 重 说 刘 徽 已 经 建立 了 无 理 数 理论 , 那 就 不 够 准确 了 .应 该 
说 ,我 国 古人 已 经 感知 了 无 理 数 的 存在 。 

刘 微 是 一 位 讲究 解 题 技 巧 的 高 明 数 学 家 ,下 面 介绍 刘 微 解 出 
的 若干 问题 , 以 展示 他 的 数学 思想 之 特点 。 

《1) 别出心裁 的 分 明定 理 证 明 。 图 1.31 是 刘 徽 设计 的 勾 股 定 
理 的 证 明 图 。 他 运用 自己 创建 的 制 补 原理 ,用 图 1.31 证 明了 勾 股 定 
理 ,这 简直 是 一 篇 无 字 论 文 , 其 严密 机 敏 的 程度 令 人 赏心悦目 ! 


图 1.31 

(2)《 九 章 算术 }》 有 题 日 :" 今 有 池 方 一 丈 , 蕊 生 其 中 央 , 出 水 一 
尺 . 引 茂 赴 岸 , 适 与 由 党, 问 水 深 , 藤 长 各 几何 ?” 

刘 徽 注目 ;此 以 池 方 半 之 ,得 五 尺 为 勾 ,水深 为 股 , 茂 长 为 弱 ， 
以 勾 及 股 芝 差 求 股 纺 。 故 令 勾 自 乘 , 先 见 矩 宕 也 ,出 水 考 , 股 蓄 差 ， 
减 此 差 于 矩 圭 则 余 之 , 倍 差 为 此 每 之 广 ,水 深 是 股 , 令 此 篆 除 倍 出 
水 二 尺 为 广 , 故 得 水 深 也 。” 

这 上段 话 的 含义 ( 见 图 1.32) 是 


2—_{ -Bb 
水 深 =- b= 区 cc) = 
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4 多 


b= Sle-by (1.14) 
等 价 于 勾 股 定理 c2 = az + 如 ,也 就 是 说 


a2(e -by 
2(c—b) 
是 勾 股 定理 的 另 一 种 写法 ,在 刘 微 的 手 里 , 勾 股 定理 如 掌中 皮球 ， 
随心 所 欲 ,形变 而 量 不 变 。 
印度 数学 家 波斯 加 罗 (Bhaskara, 1141 一 1225) 在 其 著作 中 有 一 
题目 ,除数 据 有 别 外 ,几乎 与 《 九 章 算术 》 中 上 述 “ 引 茂 赴 岸 " 题 一 模 
一 样 ,不 知 是 否 是 印度 僧人 “ 东 天 取经 " ,从 我 国 抄 裴 去 的 。 婆 氏 的 
题目 用 诗 文 的 形式 写 出 如 下 : 
莲花 问题 
湖 乎 浪 静 出 新 莲 ,五 寸 婷 婷 露 笑颜 。 
熟 意 风 狂 玉 枝 倒 , 恶 看 花色 没 波 涟 。 
渔 苦 秋 后 寻根 源 , 根 距 残花 二 尺 边 。 
异 问 群英 贤 学 于 ,水 深 多 少 在 当年 ? 
对 此 印度 题目 ,只 要 取 c -5=0.5 尺 ,a=2 尺 ,代入 刘 徽 公式 
{1.14) 即 得 水 深 5。 
(3) 刘 微 的 名 著 《 海 岛 算 经 》 是 应 用 三 角形 相似 原理 以 及 比例 


b= 
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线段 理论 解决 测量 等 各 种 实际 难题 的 专著 。 
例如 《海岛 算 经 ?上 有 一 题 : 
“ 今 有 望海 总 , 立 两 表 齐 高 
去 相 直 ; 从 前 表 却 行 -- 百 二 二 
三 合 , 问 岛 高 及 去 表 各 几何 ?” 
刘 徽 * 术 日 "; "以 表 高 乘 表 间 为 实 , 相 多 为 法 , 除 之 ,所 得 加 表 
高 , 即 得 岛 高 。 求 前 表 去 岛 远近 者 , 以 前 表 却 行 滋 表 间 为 实 , 相 多 
为 法 , 除 之 ,得 岛 去 表 里 数 。” 见 图 1.33。 


a 


,前 后 相距 千 步 , 令 后 表 与 前 表 
,人 目 著 地 取 望 岛 峰 , 亦 与 表 末 


E 
FH B FrF Dp G 
图 1.33 
上 述 “ 术 日 "写成 公式 形式 即 为 
表 高 x 表 间 
岛 高 = 7 后 雪 郑 生前 表 天 行 ) + 表 高 。 《1.15) 
各 加 
岛 去 表 = 【后 表 却 行 “前 卖 到 行 419) 


下 而 证明 公式 (1.35) 与 公式 (1.16) 的 正确 人 性。 


由 于 4 和 BC ,所 以 
BE _ BF 
和 勿 = 地 {1.17) 
由 于 有 D | 4, 所 以 
ED DE 
知 = 下 (1.18) 


由 式 (1.17) 与 式 (1.18) 得 


BCxHF_ BCx OH 
外 = BF = DG 


从 而 
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BE_€H 
BF ~ DE 
HB+BF_ HB+ BD+ DG 

BF 一 DE 


进而 得 出 
HBx DG = BF x HB+ BF x BD 
HB( DG - BE)= BF x BD 


即 公 式 (1.15}) 成 立 。 
由 于 AN= Ce, HP= HB+ BF 
于 是 
_ BCx (HB+ BF) 
A8= BF 
HF x BD 
DE- BF 
三 


Bcxf + BF) 


即 公 式 (1.14) 成 立 。 


(4) 在 《 九 章 算术 》* 五 家 共 并 "一 题 中 , 刘 微 看 透 那 是 个 不 定 


方程 组 , 且 巧 妙 地 解 出 了 此 不 定 方程 组 。 


故 七 百 二 十 一 为 并 深 ,七 十 二 为 成 绠 之 长 , 举 率 以 言 之 。” 


刘 微 “ 术 日 ":“ 法 得 七 百 二 十 一 , 实 七 十 六 ”"。 进 而 他 又 说 :“ 是 


“ 举 率 "二 字 指 这 里 说 的 是 比例 ,可 网 刘 已 洞悉 此 题 乃 不 定 方 


程 ,外 国人 称 此 种 方程 为 于 番 图 ( Diophantws,250 一 275) 方 程 ,等 番 


的 年 龄 与 刘 徽 差不多 。 


(5) 刘 微 在 《4 九 章 算 术 》* 牛 马 羊 食 人 凋 " 与 “女子 善 织 " 两 题 中 
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给 出 了 等 比 级 数 的 求 和 方法 。 
(6) 刘 征 在 ( 九 章 算术 ) 良 马 琶 马 问 题 "中 讨论 了 等 这 级 数 的 
理论 。 
(7) 对 于 勾 股 数 公式 , 刘 徽 给 出 一 个 巧妙 的 证 明 。 
刘 微 日: 股 自 乘 为 者 ,如 并 而 一 ,所 得 为 印 股 差 。" 即 苦 上， 
c 分 别 为 匈 股 弦 , 则 
下 
c+a 
刘 又 日 :“ 加 差 于 并 , 询 半 之 为 弦 ," 妈 
1 b7 
c=3[ars 
刘 再 日 :以 弦 减 差 , 余 为 勾 。 即 
a=c-(c-a) (1.21) 


= ec 一 (1.19) 


+(e+ a)] (1.20) 


若 记 -< = 王 , 则 直 式 (1.19) ` 式 (1.20) 和 式 (1.21) 得 


cta m 


a bie- mi e+ Le 
:ib:c= 2 四 


此 即今 日 的 勾 股 数 公式 ,其 中 m, 普 是 于 素 自 然 数 。 

这 一 公式 古 希腊 的 毕 达 再 拉 斯 ,柏拉图 和 古巴 比 伦 人 在 刘 微 
之 前 都 曾 得 出 ,但 刘 微 的 证 法 别 出 一 格 。 

所 谓 勾 股 数 是 指 3 个 整数 es,e。 它 们 恰 是 一 个 直角 三 角形 
的 三 边 之 长 , 且 无 大 于 1 的 公 因数 ,这 种 勾 股 数 为 边 长 组 成 的 三 角 
形 称 为 本 原 三 角形 。 

(8) 关于 算 墙 . 阳 马 与 鉴 锋 的 刘 微 定理 。 

在 图 1.34(a) 中 ,4BCD - 4'B'C'D' 是 直 四 楼 柱 , 底 是 长 方形 。 
则 DP'C' - 4BCD 称 为 珀 堵 , 它 是 一 个 直 三 校 柱 , 底 为 直角 三 角形 ; 
六 - 4BCD 称 为 沼 马 , 它 是 底 为 长 方形 ,一 侧 楼 与 底面 垂直 的 四 校 
色 ;D'- BCC' 称 为 览胜 , 它 是 各 面 缘 直角 三 角形 的 四 面体 见 图 
1.34( 6)。 

对 于 图 1.34 的 情形 , 刘 微 建立 了 下 列 3 个 定理 。 
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古 ) 
图 1.34 


刘 微 定理 1 “ 邪 解 立方 ,得 两 下 塔 , 唱 复 椭 方 , 亦 为 告 墙 , 故 
二 而 一 。 即 


看 堵 体积 = 汪 ( 长 x 宽 x 高 ) 


刘 微 定理 2 “ 那 解 整 堵 , 其 一 为 阳 马 ,一 为 称 鄙 。 

刘 微 定理 3 “ 阳 马 居 二 , 浆 有 为 一 ,不 易 之 率 也 。 即 玛 堵 剖 
分 成 的 阳 马 与 整 腾 体 积 比 为 2:1。 

由 上 述 定理 容易 求 得 秘 堵 . 阳 马 , 鉴 甩 的 体积 ,而 由 刘 微 的 割 
补 原理 ,对 于 多 面体 , 若 可 以 把 它 训 分 成 秘 堵 、 阳 马 或 称 蜂 这 3 种 
最 基本 的 立体 , 则 进而 求 得 多 面体 的 体积 。 在 《 九 章 算术 注 ? 中 , 刘 
徽 如 此 解 了 不 少 题 和 目 。 

(9) 件 合 方 盖 的 刘 微 公式 。 高 等 数学 当中 有 一 道 名 题 ; 求 两 
个 底 贺 半径 相等 的 直 交 圆柱 面 所 围 的 立体 之 体积 。” 

1700 多 年 前 ,我 国 数学 家 刘 微 首先 研究 上 述 立体 的 体积 ,他 
把 此 立体 称 为 “ 件 合 方 盖 "”, 因 为 它 的 形状 和 河北 省 乐 亭 县 一 带 用 
高 粱 杆 的 细 竹 编 成 的 曙 姻 笼子 很 相像 ，“ 率 " 即 媳 , 指 果 蝇 蜂 妨 等 昆 
虫 “ 合 " 即 盒 ,第 子 。 也 有 人 说 方 姜 是 企 , 件 是 相同 的 意思 , 件 合 方 
盖 指 两 把 相同 的 伞 打 并 后 合 在 一 起 的 样子 。 刘 徽 得 出 下 面 公 
式 。 
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刘 微 公式 


Va 4 
训 = 元 《1.22) 


中 Vs 是 件 合 方 盖 的 体积 , Vag 是 牟 合 方 盖 内 切 球 的 体积 。 

刘 徽 利用 所 谓 刘 祖 等 积 定理 证 明了 公式 (1.22)。 

刘 祖 定理 ” 夫 受 棋 成 立 积 , 缘 囊 势 虐 同 , 则 积 不 容 异 。 

此 定理 由 刘 徽 与 祖 左 独立 发 现 且 在 各 自 的 研究 工作 当中 使 用 。 
用 现在 的 语言 来 讲 ,用 平行 于 给 定 平面 的 任 一 平面 截 两 个 有 
界 立体 ,车 截面 面积 相等 , 则 两 立体 体积 亦 等 。 
下 面 是 刘 徽 当时 对 公式 (1.22) 的 证 明 { 我 们 用 现代 语 


述 ): 


事实 上 ,用 任 一 水 平平 面 截 件 合 方 盖 与 其 内 切 球 时 (不 妨 设 形 
成 牟 合 方 羡 的 两 圆柱 的 轴 是 水 半 的 ), 则 截 得 的 截面 分 别 为 一 个 正 
方形 和 这 个 正方 形 的 内 切 圆 , 设 此 圆 半径 为 r, 则 两 者 面积 比 为 
( 见 图 1.35) 


S81 50=47:rr2= 委 
由 刘 祖 定理 得 知 
Va_4 
Va x 
证 毕 。 


SS 


FN N 
SS SN 


图 1.35 
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刘 微 未 能 求 出 条 合 方 盖 的 体积 ,他 说 ;“ 观 立方 之 内 , 合 盖 之 
外 , 虽 衰 杀 有 渐 , 而 多 少 不 掩 。 判 合 总 结 , 方 贺 相 绰 , 浓 纤 诡 互 ,不 
可 等 正 。 和 谷 陋 形 措 意 , 惧 失 正 理 。 敢 不 阅 疑 ,以 做 能 者 言 。” 

后 来 果然 等 来 了 “能 者 " ,能 者 既 祖冲之 之 子 祖 虑 , 祖 眶 沿用 
刘 微 运用 刘 祖 等 积 定理 的 思路 , 求 得 牟 合 方 盖 的 体积 为 二 ,是 
内 切 球 之 半径 。 

匆 庸 讳言 ,古代 世界 最 伟大 的 数学 家 ,号 称 “数学 之 神 " 的 阿 基 
米 德 (Archimedes, 公 元 前 287 一 公元 前 212) 在 其 名 著 《 方 法 》 一 书 
中 得 出 结论 说 ; 

一 圆柱 内 切 于 立方 体 ,其 上 下 底 在 立方 体 两 相对 侧面 上 ,侧面 
切 于 立方 体 另 外 四 个 侧面 ,又 另 一 内 切 圆 柱 , 其 土 下 底 在 立方 体 另 
两 个 相对 的 侧面 ,其 侧面 切 于 立方 体 四 个 侧面 , 则 这 两 个 柱 体 的 共 


公 部 分 的 体积 是 此 立方 体 体积 的 之 。 

如 果 在 上 述 内 切 圆柱 内 再 放 一 内 切 球 , 阿 基 米 德 得 出 了 下 面 

的 所 亩 “ 阿 基 米 德 子 定理 ”: 
球体 积 ”球面 积 。 ”。” 第 全 方 善 体积 _ 2 

环 可 辆 桂 体 种 = 牙 可 圆柱 表面 积 = 四 切 立 方 体 体积 = 3 

中 国 的 刘 微 , 福 蜡 不 懂 希 腊 文 ,所 以 我 国 刘 . 祖 的 结论 是 独立 
于 阿 基 米 德 得 到 的 , 主 可 谓 圣 蜗 之 见 略 同 。 

刘 微 著 《 海 岛 算 经 》, 书 中 有 不 少 测量 海岛 之 关 的 内 容 ,在 刘 微 
所 作 《 九 章 算术 注 序 ) 中 ,有 "又 况 泰山 之 高 与 江海 之 广 哉 "这 样 的 
话 ,有 人 推断 刘 徽 是 山东 淄博 市 汝 川 人 ,在 《 九 章 算术 注 序 }》 中 有 
“ 立 两 表 干 洛阳 之 城 , 令 高 八 尺 ,” 这 样 的 话 ,可 以 推断 刘 微 在 山东 、 
河南 这 些 当 时 文化 发 达 地 区 活动 频繁 。 

刘 微 对 封建 制度 之 下 政治 统治 的 残暴 和 教育 制度 的 腐朽 十 
分 厌恶 ,他 在 《 九 章 算术 注 序 》 中 愤然 叹 道 :“ 往 者 暴 滩 禁书 ,经 术 
散 坏 。" 对 于 数学 ,* 当 今 好 之 者 赛 , 故 世 员 多 通才 达 学 ,而 未 必 能 
综 于 此 耳 。" 所 谓 “ 通 才 达 学 "是 指 只 读 孔 孟 之 道 宜 扬 对 皇帝 恩 忠 
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轧 孝 的 封建 拱 籍 者 , 刘 徽 生活 在 三 国 时 代 , 他 对 曹操 的 凶残 ,刘备 
的 虚伪 和 孙权 的 奸诈 的 了 解 与 体会 比 现 代 人 更 为 直接 和 深切 ,二 
国 当权 派 , 哪 一 个 倡导 过 科学 技术 ? 孔明 虽 聪 明 有 余 , 葛 身 尽 疗 
终 其 一 生 也 无 非 是 一 保皇 派 耳 ! 在 如 此 的 社会 背景 之 下 , 刘 微 能 
不 贫 宫 场 的 所 谓 荣华 富贵 ,潜心 教学 研究 , 实 万 后 人 租 学 问 做 人 
之 楷模 。 
刘 微 不 仅 是 应 用 数学 的 专家 ,而且 对 精细 的 数学 理论 , 亦 有 深 
刻 的 思想 ,例如 在 用 割 圆 术 求 x 的 近似 值 时 ,他 已 经 明确 意识 到 极 
限 的 概念 ,他 说 :“ 制 之 弥 细 ,所 失 弥 少 。 割 之 又 割 ,以 至 于 不 可 制 ， 
则 与 圆周 合体 而 无 所 失 侨 。 前面 我 们 讨论 过 刘 微 提出 “下 "的 概 
念 ,实际 上 是 有 理 数 逼 近 无 理 数 的 思想 ,而 刘 祖 等 积 定理 则 是 一 
个 积分 学 的 定 埋 。 
刘 徽 主张 研究 数学 需要 “ 析 理 以 苹 , 解 体 用 图 。 既 重视 逻辑 思 
维 的 " 析 理 ”, 又 重视 几何 意义 的 用 图 ”"。 事 实 上 ,一 个 数学 概念 或 
理论 ,只 有 从 用 何 直 观 上 能 看 得 透 才 算 研究 透彻 了 ,而 和 且 直 观 往往 
是 重要 数学 思想 与 证 明 方法 的 启示 与 源泉 ,我 们 有 一 条 不 成 文 的 
规矩 ,在 难题 面前 ,能 画图 (示意 图 也 可 ) 时 必 先 画图 ,而 几何 学 与 
图 论 等 干脆 是 研究 图 形 的 科学 。 


4 祖 家 父子 与 r 


祖冲之 ,祖籍 河北 来 源 , 生 于 公元 429 年 ( 宋 文帝 元 嘉 6 年 )， 
于 公元 500 年 ( 齐 永 元 二 年 ) 去 世 , 先 辈 迁 房 江 南 ,祖父 祖 昌 任 朝廷 
大 区 师 , 从 事 土木 建筑 ,其 父 祖 塑 之 学 识 渊博 ,是 朝廷 的 文官 祖 
冲 之 自 幼 耳 育 目 桨 , 矢 陶 于 既 重 视 科学 技术 又 有 浓厚 文化 底 列 的 
家 庭 氛围 之 中 ,形成 了 崇尚 科学 技术 又 文雅 精细 的 思想 性 格 , 从 青 
年 时 代 起 ,进入 华 林 书 省 ,那里 是 国家 级 讲学 藏书 的 机 关 , 祖 冲 之 
在 此 博览 群 书 ,思考 问题 ,进行 科研 活动 。 后 来 祖冲之 误 人 化 途 ， 
任 南 徐州 ( 今 江苏 镇 江 市 ) 从 事 史 ( 州 刺史 助理 ), 又 人 朝 任 公 府 参 
军 , 以 及 训 者 仆 射 ( 朝 宣 主 待人 ) 等 职 ,最 后 官 至 长 水 校 慰 (将 领 
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级 ), 享 四 品 做 禄 。 

看 起 来 , 似 祖 溃 之 这 般 有 数学 天 才 者 , 亦 难免 于 中 国 知 识 分 
子 学 而 优 则 仕 的 传统 性 闫 症 ,为 追求 浮 名 私利 ,浪费 才能 ,实在 
可 懂 。 设 想 祖冲之 能 终生 致力 于 数学 研究 , 凭 他 的 聪 莫 与 害 智 ， 
铠 怕 他 不 止 获 得 + 的 7 位 准确 值 等 ,会 有 更 多 的 学 术 贡 献 留 给 
后 人 。 

祖冲之 和 刘 微 相似 , 世 为 《 九 章 算术 》 作 注 , 史书 (南齐 书 》 和 
《 南 史 》 上 记载 ,祖冲之 “ 注 ( 九 章 》, 造 级 术 数 十 篇 。《 陶 书 : 律 厉 志 、 
上 记载 祖冲之 闭 书 《 煞 术 六 共 五 卷 ), 唐 朝 曾 把 《 急 术 ) 定 为 数学 教 
科 书 ,日 本 和 朝鲜 等 国 也 用 《 绿 术 》 做 过 教材 。 但 由 于 唐 朝 主管 教 
育 的 官吏 对 数学 蒙 际 无 知 , 根 本 看 不 懂 《 级 术 》, 不 理解 书 中 的 微 言 
大 义 , 竟 下 令 在 全 国度 止 ( 缀 术 》 合 教材 , 唐 相 魏征 所 撰 的 《 隋 书 》 上 
说 :“ 学 官 莫 能 查 其 深奥 ,是 故 废 而 不 理 。” 

祖冲之 对 《 九 章 算术 》 作 的 注水 平 不 在 刘 徽 注 之 下 。 

祖冲之 的 最 大 贡献 是 求 得 的 近似 值 为 

AE (3.1415926,3.1415927) 

即 确定 了 的 7 个 准确 的 有 效 数字 。 

由 于 祖冲之 的 杰出 工作 ,我 国 邮电 部 发 行 了 祖冲之 纪念 邮票 ， 
且 把 紫金 山 天 文 台 19%64 第 11 月 9 日 发 现 的 小 行星 命名 为 “ 祖 冲 
之 星 ”"。1959 年 ,苏联 宇 衫 火箭 发 现 的 月 球 环形 出 命名 为 "祖冲之 
山 "。 我 国 伟大 的 数学 家 祖冲之 的 学 术 成 就 与 日 月 齐 辉 ,人 品 与 学 
风 为 人 间 档 模 。 
祖冲之 把 x 用 分 数 来 近似 : 


一 公称 为 琉 率 ,< 4 到 称 为 密 率 。 
祖冲之 得 到 的 x 的 近似 信 需 要 把 圆周 进行 两 万 四 千 多 等 分 ， 


可 知 其 具体 工作 之 艰 匡 与 精细 。 

1912 年 ,日 本 数学 家 三 上 义 夫 提 议 把 x< 让 3 称 为 " 祖 率 "。 

从 480 年 到 1429 年 . 祖 率 在 世界 数学 史上 领先 了 900 多 
年 ， 
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下 面 列 出 关于 x 的 大 事 年 表 。 

《1) 瑞 士 , 欧 拉 (Euler) ,1737 年 首次 用 x 表示 圆周 率 。 

《2) 巴 比 伦 .埃及 ,中 国 ,公元 前 2000 年 ,r=3。 

《3) 和 希腊 , 阿 基 米 德 ( Archimedes) ,公元 前 240 年 ,x 有 “3.14, 7 


(党 ,天 ]。 网 流 罗 尼 瑞 斯 (Apllonius, 公 元 前 262 一 公元 前 190),t 


=3.1416。 

《4) 和 希腊, 托 勒 玉 (C.Ptolemy) ,公元 前 150 年 ,rm3.1417,r= 
377 
120° 


(5) 中 国 , 刘 微 ,263 年 , x3.1416。 

(6) 印 度 , 阿 耶 哈达 (Aryabhata),450 年 ,x 一 3.1416。 

(7) 中国 ,祖冲之 ,480 年 ,xE (3.1415926,3.1415927)。 

{8) 伊 朗 , 卡 西 (Jamshidal Kashi) ,1429 年 ,x 准确 到 小 数 点 后 16 


位 。 


(9) 法 国 , 韦 达 (F.Viete),1579 年 ， 
2 2 242 2+4Y 2492... 
-2 2 2 


Li 


(无 窃 乘积 ) 


(10) 荷 兰 , 阿 德里 恩 范 . 罗 梅 (Adriaen Van Roomen) ,1593 年 ， 
x 准确 到 小 数 点 后 15 位。 

(11) 德 国 ,路 多 耳 夫 : 范 : 科 仇 伦 (Tudolph Van Ceulen),1610 
年 ,用 22 边 形 算出 x 的 小 数 点 后 第 35 位 ,他 的 一 生 大 部 分 时 间 用 
在 此 项 工作 上 ,他 的 墓碑 上 刻 的 就 是 x 的 这 个 近似 值 ,德国 人 称 之 
为 “路 多 耳 夫 数 "。 

(12) 荷 兰 , 格 林 贝 尔格 (Grienberger) , 1630 年 ,x 准确 到 39 位 
小 数 , 这 是 用 周 长 法 求 x 的 最 后 的 尝试 。 

(13) 英 国 , 约 和 期: 沃 利 斯 (John Wallis) ,1650 年 ， 


因 


(14) 英 国 . 洛 尔 德 ' 布 龙 克 尔 (Lord Brouncker) ,1650 年 ， 
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(45) 苏格兰 ,詹姆斯 -格雷 奇 里 (James Gregory) ,1671 年 ， 
A 1 1 1 


开 -]1 -二 + 工 - 工 


和 4 31577 

(16) 苏 格 兰 ,亚伯拉罕 夏普 (Abrahan Sharp), 1699 年 ,利用 人 詹 
姆 斯 公式 求 得 x 的 71 位 小 数 。 

〈17) 苏 格 兰 ,约翰 ' 梅 钦 (John Machin) ,1706 年 ， 

也 =4artg 广 ~ arclg 高 

算得 + 到 100 位 小 数 。 

18) 法国 , 代 - 拉 尼 (De lagny) ,1719 年 ,x 准确 到 小 数 112 位 。 

(19) 德 国 , 兰 伯 特 (Johann Heinrich Lambert) ,1767 年 ,证 明 r 是 
无 理 数 。 

《20) 法 国 , 蒲 丰 (Comte Bullon) ,1777 年 , 投 针 求 x: 水平线 距 丝 
&, 针 长 1< a, 针 与 一 平行 线 相交 的 概率 为 p = 从 ; 拉 泽 里 尼 ( 意 》 
授 针 3408 次 , 求 得 x 的 6 位 小 数 。 

法 国 , 查 尔 特 勒 斯 (R. Chartres ) ,1904, 任 意 两 个 整数 互 素 的 概 
率 为 马 。 

《21) 法 国 , 勒 让 德 (Adrien Marie Legendre) ,1794 年 ,证 明 台 是 


无 理 数 。 
《22) 英 国 ,威廉 . 卢 瑟 福 (Wiliam Rutherford) ,1841 年 ， 


也 =4aelg 让 -arctg 有 + eo 吧 元 
得 到 “的 152 位 小 数 。 
《23) 德 国 , 达 次 (Zacharias Dase),1844 年 ， 


r= amclg 直 + 也 十 +clg 小 


得 到 的 200 位 小 数 。 
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达 瑟 是 心算 能 手 ,他 心算 出 两 个 100 位 数 的 乘积 和 100 位 数 
的 平方 根 , 可 惜 英 年 早 逝 , 亡 年 仅 37 岁 。 

(24) 德 国 , 卢 瑟 福 ,1853 年 ,r 准确 到 400 位 小 数 。 

(2$) 英 国 , 香 克 斯 (William Shanks) ,1873 年 ,x 准确 到 707 位 小 


数 。 
(26) 德 国 , 林 德 最 (F.Lindemann) ,1832 年 ,证 明 x 是 超越 数 ， 
从 而 得 证 规 尺 不 可 化 圆 为 方 ,解决 了 这 个 2000 多 年 的 难题 。 
(27) 美 国 ,弗格森 (D .F. Ferguson) ,1947 年 ,r 准确 到 710 位 小 


数 。 


(28) 美 国 ,小 伦 奇 ( 丁 更. Wrench， 豚 ) 和 弗格森 (D. 下 . Fergu- 
son) ,1948 年 ,x 准确 到 808 位 小 数 。 

(29) 美 国 , 马 利 兰 德 ,首次 用 计算 机 ENIAC 算 r,1949 年 ,r 准 
确 到 2037 位 小 数 。 

(30) 法 国 , 袭 努 埃 (Francois Genuys), 1959 年 ,用 IBM704 算 r， 
准确 到 16167 位 小 数 。 

《31) 美 国 , 伦 奇 和 香 克 斯 用 IBM7097 算 r, 1961 年 ,准确 到 
100265 位 小 数 。 

(32) 法 国 , 吉 劳 (M. Jean Guilloud),1966 年 ,用 STRETCH 计算 
机 算 x, 准确 到 250000 位 小 数 。 

(33) 法 国 , 吉 劳 .1967 年 ,用 CDC6600 计算 机 算 ,准确 到 
500000 位 小 数 。 

(34) 法 国 , 吉 劳 ,1973 年 ,用 CDC7600 计算 机 算 ,准确 到 
1000000 位 小 数 。 

(35) 日 本 ,鹿角 理 三 吉 (Kazunori Miyoshi) 和 久 伸 山 (Kazuhika 
Nakayama) ,1981 年 ,用 FACOMM ~ 200 计算 机 ,使 用 公式 


-32arcg 二 -4aelg 区 5- 16arctg 31s 
算得 x 准确 到 2000038 位 小 数 。 
C36) 美国 , 贝 利 (D.H.Baily) , 1986 年 ,在 Cray -2 巨型 机 上 用 
28 小 时 算出 ,准确 到 29360000 位 小 数 。 
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《37) 日 本 ,廉正 蒲 四 (Yasumasa Kanada) ,1986 年 ,用 NECSX -2 
巨型 机 计算 x, 准确 到 134217700 位 小 数 。 

在 众多 数学 与 计算 机 专家 求 的 过 程 中 ,发 现 了 一 些 很 有 记 
发 性 的 现象 , 例如 314159 数字 段 重复 过 6 次 ,但 从 未 见 到 
0123456789 数字 段 的 出 现 。 

有 人 定义 一 个 数 < 如下: 

《1)*, 是 x 中 第 一 次 出 现 0123456789 数 
X= 字段 时 0 在 小 数 点 后 的 位 数 
0, 若 x 中 无 0123456789 数字 段 


和 = 

其 实 这 种 问题 要 多 少 有 多 少 , 例如 问 :x 中 有 无 10 个 9 连 排 
的 现象 ? 有 无 10 个 8 连 排 的 现象 ,等 ,这 种 问题 都 是 极 难 解决 
的 ! 

为 了 研究 与 确定 x, 数 学 家 们 得 出 了 众多 重要 成 果 ,x 是 数学 
中 “会 下 金 蛋 的 锋 "。 

祖冲之 是 中 国 古 代 著 名 的 天 文学 家 ,其 实 中 国 古 代 不 少数 学 
家 都 是 天 文学 家 。 各 朝 君 主 皆 重视 历法 ,因为 它 与 农业 季节 有 关 ， 
同时 也 与 皇家 迷信 . 祈 天 积 屯 . 自 轧 胃 民 有 关 。 天 文 历法 的 内 容 则 
主要 依靠 观测 与 计算 。 

祖冲之 编制 的 《大 明 历 》 是 当时 最 为 科学 最 为 实用 的 历法 ,被 
全 国 采纳 使 用 8 年 ,祖冲之 确定 冬至 时 刻 的 算法 一 直 沿用 到 清 
代 , 他 算出 一 个 回归 年 为 365.2428 日 ,与 现代 的 365 日 5 时 48 分 
46 秒 相 差 无 几 , 这 个 结果 在 全 世界 领先 了 700 多 年 。 

在 制 历 过 程 中 ,针对 地 .月 运行 的 周期 性 ,祖冲之 创造 性 地 运 
用 同 余 的 数学 方法 ,为 同 余 方程 组 的 理论 与 解法 提供 了 丰富 的 原 
始 创 新 。 为 后 人 秦 九 前 的 “大 衍 求 一 本" 打下 了 基础 。 

祖冲之 的 子孙 也 都 是 有 突出 才能 的 人 。 

祖 虎 (Zu Geng,5 世纪 一 6 世纪 ) ,祖冲之 之 子 , 中 国 古 代 杰 出 
的 数学 家 和 天 文学 家 ,《 南 史 》 称 祖 量 “ 少 传 家 业 , 究 极 精微 ,已 有 
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巧 思 。《 南 史 》 上 记录 了 祖上 蜡 下 面 的 故事 :一 日 祖 量 边 行路 边 思考 
一 个 数学 同 题 ,一 头 撞 到 徐 鬼 (当时 一 位 官吏 ) 身 上 , 徐 疼 而 大 时， 
祖 蚜 才 发 现 题 外 事 , 连忙 向 徐 道 鞭 。 祖 对 数学 人 迷 执 着 的 程度 ， 
由 此 可 见 一 斑 。 

祖 量 对 家 父 的 《大 明 历 3 和 《 缀 术 》 进 行 了 修订 与 补充 ,月 鼎力 
推广 。504 年 ,祖上 蝶 上 书 梁 武帝 肖 衔 ,指出 何 承 天 编 的 《元 嘉 历 ?多 
处 蚊 漏 ,建议 起 用 《大 明 历 》, 未 被 肖 衍 采纳 ,5 年 后 , 祖 眶 答辩 新 旧 
历法 的 优 缺点 ,经 观测 数据 之 检验 ,证 明 《 大 明 历 》 为 优 , 肖 衍 颁布 
皇 榜 , 令 天 下 实行 《大 明 历 )》。 

然 粗 须 终 因 长 期 在 朝廷 为 官 ,而 身受 监 字 之 苦 , 其 子 祖 卑 , 亦 
因 效 忠 朝 廷 而 死 无 整 尸 。513 年 , 祖 蜡 效力 的 南 梁 与 北魏 开战 , 魏 
降 将 王 足 向 洪武 帝 献策 ,在 淮河 筑 坝 积 水 ,等 水 势 抬 高 ,再 放水 冲 
灌 被 魏军 占领 的 寿 阳 城 ( 今 安徽 寿 县 )。 朝 廷 派 “ 材 官 将 军 " 祖 蝶 
前 去 考察 工程 现场 , 祖 回 奏 梁 武帝 说 此 事 不 可 行 , 梁 武 帝 不 接受 祖 
星 意见 , 按 王 足 的 坏 主 意 办 了 ,结果 水 济 寿 阳 , 魏 军 虽 退 ,但 两 岩 
数 百 虽 一 片 泽国 ,百姓 死伤 惨重 。 到 头 来 , 梁 武 帝 反 拿 祖 颗 为 痊 
罪 羊 ,516 年 把 祖 蚜 投入 监狱 , 关 抑 数 年 。 直 到 梁 武 帝 之 子 肖 综 继 
位 ,525 年 , 肖 综 兵 败 徐州 , 祖 蜡 等 人 被 牧 军 动 持 到 徐州 。 歼 国 徐 
州 安 丰 王 元 延明 崇敬 祖 临 这 位 江南 才子 和 著名 科学 家 ,对 祖 蜡 以 
礼 相 待 。 

祖 量 的 儿子 祖 蜡 也 精 于 天 文 和 数学 ,文臣 双全 。《 南 史 》 上 称 
“ 蚜 之 子 独 , 志 节 慷慨 ,有 文武 才 略 , 少 传 家 业 , 善 算 功 。" 可惜 祖 暴 
亦 贪 图 仕途 , 曾 做 江都 县 令 ,后 提拔 为 广陵 太守 ,相当 于 现在 的 警 
备 区 司令 , 祖 些 在 一 次 战争 中 失利 而 疡 。《 南 史记 载 》:“ 城 陷 , 措 见 
的, 被 缚 射 之 , 简 遍 体 , 然 后 车 裂 以 徇 ,又 一 位 在 数学 上 有 天 才 有 
前 途 的 人 才 白 白 为 皇家 送 了 命 。 

祖 蜡 是 当时 江南 最 著名 的 数学 家 ,对 数学 产生 过 深远 的 影 
响 , 主 要 成 果 是 前 面 提 到 的 刘 祖 等 积 定理 和 对 牟 合 方 盖 体 积 与 球 
体积 的 研究 成 果 。 

祖 眶 继承 刘 微 的 工作 ;计算 出 牟 合 方 盖 的 体积 公式 为 
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Va = 


其 中 了 是 内 切 球 半径 。 

图 1.36 中 及 - 4BCD 是 第 合 方 盖 的 言 。 把 以 r 为 边 长 的 立 
方 体 48CD -48'C'D' 内 的 正四 棱锥 0- 4'8'C'D' 徊 右 平行 移出 
去 ,再 用 与 立方 体 下 底 相 距 为 & 的 平面 截 D - 4BCD 与 0 -AB 
C'DP' , 则 可 以 证 明 左 图 与 右 图 中 阴影 区 的 面积 相等 ,由 刘 祖 等 积 定 


理 ,在 立方 体 48CD - 4'B'C'D' 内 D' - 4BCD( 件 合 方 盖 的 二 ) 以 外 
的 那 部 分 体积 与 0 - 4'8'C'D’ 的 体积 相等 ,从 而 
六 - A8CD 的 体积 = ?~ 


1 
3 


整个 件 合 方 芋 的 体积 
va=8x ("i407) = 


事实 上 ,EF= VP 六 ,FG =+-VR-hr, 又 fCHM 是 正方 
形 , 矩 形 FMQE 与 MHPN 是 全 等 形 , 所 以 左 图 阴影 区 面积 为 
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vi Rr +t(r- v= 

Zr V2 rR 
右 图 阴影 区 面积 亦 为 人 可见 大 右 国 届时 区 加 由 冤 , 租 明 的 和 
合 方 盖 体 积 公式 得 证 。 

由 刘 微 公式 


合生 
7 


= 和 ,Va 于. 直 2 =- 和 rn 


现代 微 积分 中 是 用 二 重 积分 来 求 牟 合 方 盖 的 体积 的 ,为 了 与 
社 蜡 的 方法 做 比较 ,我 们 在 此 把 积分 过 程 简介 如 下 。 
设 圆柱 底 半 径 为 ", 两 正 交 立柱 的 方程 为 
2 


见 图 1.37。 


图 1.37 


华 合 方 盖 的 志 是 -个 曲 顶 柱 体 , 底 为 


D= ifxz,y)I0<ysV 有 -oO0<x<r 
顶 曲 面 的 方程 是 z=v r* -x*, 于 是 
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， 5 
站 va 
ly=0 
’ 
fr -oar - 
0 
2 


去 r 


3 
所 以 Va = 蕉 1。 


5 唐 宋 元 五 杰 一 一 僧 \, 秦 . 杨 , 李 、 朱 


唐宁 元 是 中 国 古代 数学 的 全 盛 时 期 ,这 一 时 期 ,出 了 下 面 5 位 
杰出 的 数学 家 : 

惜 一 行 、 秦 九 .杨辉 , 李 痊 和 朱 世 杰 。 

佛 一 行 与 二 次 不 等 距 插 值 法 

一 行 (Yi Xing,683 一 727) , 唐 朝 人 ,原名 张 逆 , 生 于 今 河南 省 
南 乐 县 ,曾祖 父 张 公 说 任 训 州都 督 , 父 张 擅 任 武功 县 令 ; 一 行 自 幼 
钱 而 好 学 , 博览 百 家 经 典 ,青年 时 代 即 以 学 识 沸 博 而 著称 于 
世 。 

武则天 之 侄 , 纳 绪 子弟 武 三 思 仰 慕 张 遂 的 名 气 , 谷 与 张 遂 结 
交 , 企 图 以 结交 名 家 为 友 来 提高 自己 的 声誉 , 张 北 不 肯 与 此 等 无 了 
之 辈 为 伍 . 为 躲避 武 三 思 之 纠 纺 , 阐 度 为 僧 , 取 法 名 "一行 ”, 路 庆 岗 
出 与 天 台山 ,专心 研修 佛经 ,数学 与 天 文学 ;后 朝廷 多 次 下 诏 张 送 
回 朝 , 张 遂 不 应 。 直 至 721 年 , 受 唐 玄宗 之 命 ,主持 编制 新 历法 ， 
725 年 开始 编制 《大 衡 历 》，- 行 埋头 两 载 , 写 就 (大 衍 历 ? 手 稿 后 英 
年 蛙 逝 1 卒 年 仅 44 岁 。《 大 入 历 } 于 729 年 颁布 全 国 实行 。《 大 入 
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历 》 比 那 时 已 有 的 历法 更 精确 ,734 年 传人 日 本 ,日 本 国 照 行 (大 衍 
历 》 百 余年 。 

为 编制 计算 历法 之 需 ,一 行 创造 了 正切 到 数 表 和 二 次 不 等 归 
插值 算法 . 比 和 牛顿 的 二 次 内 搬 法 时 了 千年 , 实 为 我 国 计 算 方法 学 科 
上 的 丰碑 。 

所 谓 二 次 不 等 距 桂 值 算法 ,用 现代 语言 来 讲 就 是 : 

对 于 三 次 连续 可 微 的 函数 f(x ) ,在 点 xo, xi, x2 上 的 函数 值 
F=f(x4) 已 知 ,k=0,1,2, 在 插值 区 间 


min | | ,max{ xe ] 


LDOsi<2 0<i<2 
上 和 任 一 点 ,f(x) 的 值 可 按 下 面 二 次 多 项 式 来 近似 计算 : 
fx)= PAx) + Ral x) 


其 中 
Pa{x) = yo+ yon(z— x0) + yo 2 %— Xo) (x— x1) 
21 了 加 -Nn 
P0417 40 P27 ,gl 
27 70. 
Yo01,2= Ep 


) 
Rn) = LS 0) a)(x #0), E71 


当年 高 僧 一 行 的 不 等 臣 内 捅 法 在 表达 形式 上 与 上 面 的 解析 表 
达 方 式 自然 不 一 ,由 于 当时 中 国 的 数学 符号 与 书写 方式 的 落后 ,一 
行 的 算法 只 能 用 古 汉语 竖 行 写 出 ,但 其 计算 的 实质 与 现代 公式 是 
等 效 的 。 

张 遂 没有 给 出 二 次 不 等 距 插值 算法 正确 性 的 和 证明。 事实 上 ， 
他 对 证 明 没 有 多 大 兴趣 .他 的 兴趣 在 于 赶快 用 这 种 数学 方法 去 扒 
算 他 的 《大 衍 历 》。 张 北 的 插值 法 没有 余 项 Ra(x) ,其 实 那 时 并 无 
导数 的 概念 。 

张 北 吏 赋 耿 直 ,不 趋 炎 附 势 ,不 器 惧 权贵 ,脱俗 专 志 , 他 的 这 些 


77 


数学 家 的 必要 品格 ,是 当今 每 一 位 有 志 科 学 事业 的 同志 应 当 效法 
的 。 

2) 秦 九 部 与 大 衍 求 一 术 

秦 九 韶 (Qin Jiushou ,1202 一 1261) ,南宋 人 ,出 生 于 四 川 安 岳 ， 
曾 任 庶 川 (四 州 三 台 ) 和 郡 守 ,又 在 安徽 .湖北 .江苏 等 地 做 官 , 秦 九 净 
性 傅 乖 庚 , 为 人 诵 诈 ,为 宫 贫 暴 ,参与 派系 之 争 失败 后 ,晚年 贬 择 梅 
州 (广东 梅县 ) ,不 久 郁 网 而 亡 。 

他 知识 渊博 “性 极 机 巧 , 星 象 . 询 律 ,算术 以 至 营造 等 事 无 不 
精 究 。 秦 九 部 的 代表 作 是 《 数 书 九 章 》, 全 书 分 为 9 章 ,每 章 9 题 。 

秦 九 阁 的 主要 成 就 是 一 次 同 余 方 程 与 高 次 方程 的 解法 ,提出 
举世 闻名 的 “大 衍 求 一 术 ”, 即 现在 所 称 的 “中国 剩余 定理 ”。 

美国 科学 史家 萨 顿 称 秦 九 稻 “是 他 那个 民族 ,他 那个 时 代 乃 至 
所 有 时 代 最 伟大 的 数学 家 之 一 ," 秦 的 治学 态度 非常 投 人 ,非常 刻 
鞭 , 而 且 把 自己 的 全 部 成 果 无 私 地 奉献 给 世人 , 令 人 钦佩 之 至 ! 他 
自称 “数理 精微 ,不 易 闪 识 , 穷 年 致 志 , 感 于 梦 塞 , 幸 而 得 知 , 谨 不 敢 
隐 。" 当 然 ,人 无 完 人 ,美德 者 未 必 有 才 ,有 才 者 未 必 德 高 , 秦 九 韶 身 
上 也 有 一 些 毛病 是 后 人 不 宜 效法 的 ,例如 我 国 数学 史家 钱 宝 琼 
1966 年 指出 “ 秦 九 训 喜 奢 好 大 , 哮 进 谋 身 ,私人 品质 也 极 恶 劣 。" 西 
方 科学 史家 李 约 瑟 则 说 “ 秦 九 高 具有 迷人 的 性 阁 。” 这 真是 仁者 见 
仁 , 智 者 见 智 。 

秦 九 韶 对 数学 的 认识 带 有 很 深 的 封建 社会 的 烙印 , 重 计算 , 求 
应 用 ,这 当然 是 正确 的 ,但 也 有 浓厚 的 神秘 化 其 至 迷信 的 色彩 , 例 
如 他 在 《 数 书 九 章 序 》 中 说 “ 周 教 六 艺 , 数 实 成 之 ",“ 大 则 可 以 通 神 
明 , 顺 性 命 ,小 则 可 以 经 世 务 ,类 万 物 ", 频 有 些 “ 万 物 皆 数 "的 观点 ， 
无 限 寺 大 了 数学 的 作用 。 事 实 上 ， 神 明 "是 什么 ,数学 怎么 去 " 通 
神明 顺 性 命 " 呢 9 他 又 把 * 洛 书 "“ 河 图 "说 得 神 乎 其 神 , 他 说 “ 恬 自 
河 图 洛 书 , 间 发 秘 奥 , 八 封 筷 畴 , 错 综 精 微 " “人事 之 变 无 不 该 , 投 
神 之 情 莫 能 隆 "。 河 图 、 洛 书 虽 有 精妙 之 处 ,但 也 不 是 这 么 神秘 莫 
测 ,例如 * 洛 书 ”, 不 过 是 一 个 最 简单 的 三 阶 幻 方 而 已 。 

对 待 古代 数学 ,最 鼠 把 诛 始 简单 的 数学 成 果 无 限 拔高 ,把 它 在 
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数学 中 的 作用 无 限 夸大 乃至 神秘 化 。 

秦 九 部 在 《 数 书 九 章 》 中 把 一 些 实际 问题 化 成 一 元 高 次 方程 式 
来 求实 根 , 有 的 方程 竟 达 10 次 ,例如 第 八 卷 第 32 题 " 遥 度 圆 城 " 问 
题 : 


“ 问 有 图 城 不 知 周 径 ,下 门 中 开 , 北 外 三 里 有 乔 本 ,出 南 门 便 折 
东 行 9 里 , 乃 见 本 ,和 欲 知 城 周 径 各 几何 ?” 

用 现代 的 语言 来 说 , 秦 九 韶 设 城 的 直径 是 x?, 他 建立 的 方程 
为 

zl0+ 15s8 +72x6- 864x4 - 11664x - 34992= 0 

解 得 城 的 直径 为 党 =9 里 , 取 r= 3, 城 周 长 3zz =27 里 。 

该 书 第 五 卷 第 19 题 “ 央 田 求 积 "问题 如 下 : 

“ 问 有 尖 田 一 段 ,其 尖 长 不 等 , 钢 大 斜 三 十 九 步 , 两 小 斜 二 十 五 
步 ,中 广 三 十 步 , 欲 知 其 积 几何 ?” 

用 现代 的 语言 来 讲 , 秦 九 家 设 该 田 面积 为 x ,他 建立 的 方程 是 

— x4+763200x? - 40642560000 =0 

解 得 x = 840。 

由 上 述 两 例 可 见 碌 九 韶 解 高 次 方程 的 技术 是 何等 的 高 明 ! 

应 当 说 明 的 是 ,上 述 两 例 秦 九 韶 的 数学 模型 过 于 繁琐 了 ,事实 
上 在 “ 尖 田 求 积 "中 ,不 必 建 立方 程 , 见 图 1.38, 用 勾 股 定理 可 以 求 
得 上 下 两 个 等 腰 三 角形 的 高 hi 与 h2, 又 已 知 两 三 角形 的 斋 ( 中 
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门 ,所 以 此 图 面积 为 十 (有 + 有) ere 是 中 广 ,ce = 30。 hi = 


,2 
ee- 号 =-( ,e306=25. 
在 " 迁 度 圆 城 " 一 题 中 ( 见 狗 1.39) ,车 设 城 半径 为 *, 则 由 
人 40D nA ABC 得 


人 人- /ata 


生 +1=1+ 上 VETAD 到 


外 6 


1.39 
两 边 平方 得 
所 = 直 [(e+ 4)? ~ x] = (e+ 20r) 
qb = x (a +2ax) 
2x3 + qx ~ ab:=0 
只 须 解 一 个 三 次 方程 。 
秦 九 毅 还 建立 了 一 个 用 三 角形 三 边 长 求 三 角形 面积 的 公式 ; 
《 数 书 九 章 》 第 五 卷 第 20 题 “三 斜 求 积 " 问 题 如 下 : 
“ 辣 沙田 一 段 ,有 三 斜 , 其 小 斜 一 十 三 里 ,中 斜 一 十 四 里 ,大 斜 
一 十 五 里 ,里 法 300 步 ,和 欲 知 为 田 几 何 ?” 
[注解 ] 小 斜 、. 中 斜 ,大 斜 即 三 角形 的 三 条 边 之 长 “里 法 三 百 


步 " 指 每 里 300 步 ,每 步 5 尺 。 秦 九 胡 用 勾 股 定理 得 出 三 角形 面积 


22 fe +a -bY 
$= Yea-( ) (1.23) 


2 
中 ,5,e 分 别 是 大 ,中 小 边 。 
公式 (1.23) 与 古 希 腊 海 伦 (Heron, 约 公元 50 年 ) 在 《测量 仪器 》 
一 书 中 给 出 的 公式 ( 现 称 海伦 公式 ) 


S=Vsts -als bls-e),s=d(atbte) 


是 等 价 的 。 事 实 上 , 秦 九 骨 公式 中 的 被 开 方 数 可 以 改写 成 ;(s - 
a)(s-b)(s-e): 


二 [ea -( 人 2)]- 


下 (deze (a+ e821= 


直 (2oe = a2- c+)(2ac tate -be)= 
6- Ce- ear ey- 好 ] = 
date(b re-e)ate- berer sd)= 


二 se+5+re-2a)(e+5+e-2c)(orb+e-26)= 
s(s~a)(s-b)(s—ce) 


于 是 得 
5= 坏 ea (< 十 5 一 ) = ss— a)(s-b)(s-e) 
中 国 剩 余 定 理 源 于 《孙子 算 经 》, 此 书 作者 与 年 代 不 详 ,大 约 成 


书 于 公元 零 年 前 后 ,《 孙 子 算 经 》 卷 下 第 26 题 日 :“ 今 有 物 不 知 其 
数 ,三 三 数 之 余 二 ,五 五 数 之 余 三 ,七 七 数 之 余 二 , 问 物 凡 何 ?”“ 答 

:二 十 三 ”。“ 术 白 ; 三 三 数 之 余 二 , 置 一 百 四 十 ;五 五 数 之 余 三 ， 
置 六 十 三 ;七 七 数 之 余 二 , 置 三 十 ;并 之 ,得 二 百 三 十 三 ,以 二 百 一 
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十 减 之 即 得 ; 凡 三 三 数 之 余 一 , 则 置 七 十 ;五 五 数 之 余 , 则 置 二 十 
一 ;七 七 数 之 余 一 , 则 置 十 五 ;一 百 零 五 减 之 , 即 得 。” 
“ 置 " 即 乘 , 指 与 余数 相 乘 。 
宋代 人 把 上 述 算法 编 成 口诀 歌 诈 : 
三 册 孩 儿 七 十 稀 。 
五 留 廿 一 事 尤 奇 ， 
七 度 上 元 重 相 会 ， 
寒食 清明 便 得 知 。 
上 元 指 元 宵 节 (正月 十 五 ) ,寒食 即 冬 至 ,冬至 到 清明 105 天 。 
明代 程 大 位 把 口诀 歌谣 改写 得 更 为 妇 锋 此 知 ， 
三 人 同行 七 十 称 ， 
五 料 梅 花 甘 一 枝 。 
七 子 团圆 正月 站 ， 
除 百 零 五 便 得 知 。 
具体 运算 过 程 是 : 
{1)2 x70= 140;(2)3 x 21 =63;(3)2x15=30, 
(D+ (2) +(3)= 140+63+30=233, 
233 ~ 105 = 128,128 — 105 = 23。 
23 即 为 所 求 {的 最 小 数 )。 
汉 朝 大 将 军 韩信 , 骄 勇 如 项 羽 而 机 智 似 诸 葛 , 用 兵 作 战 ,为 后 
世 军 界 之 样板 。 一 次 ,他 令 副将 去 清点 战士 总 数 , 信 各 已 ;三 三 数 
之 , 余 几 ? 五 五 数 之 余 几 ? 七 七 数 之 余 几 ? "得 知 这 3 个 余数 ,韩信 
即刻 算出 士兵 的 最 少数 目 , 并 嘱 听 说 ,如 果 不 够 用 ,可 以 再 添上 
105 人 。 于 是 在 民间 流传 “韩信 点 兵 , 多多益善 ,心中 有 数 ,多 而 不 
乱 "的 佳话 。 
“ 物 不 知 数 "一 题 用 现代 符号 来 写 , 即 求 下 列 一 次 同 余 方 程 组 
的 解 


x=2(mod 3) 
xs3(mod 5) 
x=2(mod 7) 
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一 般 地 ,是 求解 一 次 同 余 方程 
x=r1(mod 3) 
xz=m(mod 5) 
x=r3(mod 7} 
解 为 
x =70r1 +2172 + 15r3 -105k, EEIT 
这 就 是 名 冠 中 外 的 “孙子 定理 ”。 
秦 九 船 把 上 述 问题 推 而 广 之 ,给 出 了 一 般 的 一 次 同 余 方程 组 
的 解法 , 即 著名 的 “大 衔 求 一 术 "或 称 * 中 国 剩余 定理 ", 但 秦 九 毅 并 
未 给 出 他 的 算法 正确 性 的 证 明 。 
1743 年 欧 拉 和 1801 年 高 斯 分 别 独立 地 得 出 与 秦 九 韶 的 “大 衍 
求 一 术 " 相 同 的 算法 , 且 对 模 数 互 素 的 情形 给 出 证 明 。 
下 面 用 现代 写法 给 出 "中国 剩余 定理 "及 其 证 明 。 
中 国 制 余 定 理 。” 设 mi ,ms,,…, my 是 个 两 两 互 素 的 正 整 数 ， 


令 后 = 下 友 = misi= 1,2,…,, 则 同 余 方 程 组 


x = blmdm) = 1,2,.,k (1.24) 
的 解 为 
4 
«= > MMib(modm) (1.25) 
各 


其 中 MLM,=1(modm:),i=1,2,.…,k。 
证 由 Cm,my)=1,i 才 儿 即 mi, mj 互 索 ), 则 得 (CM, m;) =1， 
进而 对 每 个 几 ;, 存 在 一 个 Mi; ,使得 
MM;=1(modm:) 
另 一 方面 ,m= mMi, 故 m1 几 :,iz#j 所 以 


@ 
MMb = MU = b,(modm:) 
-1 


是 式 (1.24) 的 解 。 
车 xi 与 4; 缘 式 (1.24) 的 解 , 则 
wi=xa(modm) i=1,2,.,k 
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因为 Cm;,my) =1, 于 是 x1=x2Cmodm), 可 见 式 (1.24) 只 有 形 如 式 
(1.25) 的 解 ,证 毕 。 

秦 九 韶 把 M'; 称 为 乘 率 ,Mt; 称 为 衍 数 。 

求 乘 率 M; 即 解 方程 My; =1(modmi) , 它 与 不 定 方程 

Moy: — ma, =1 

同 解 ,其 中 Wi 与 m; 是 已 知 正 整数 。 

秦 九 韶 着 《 数 书 九 章 》 卷 二 第 9 十 日: 

“ 问 有 米 铺 , 诉 被 盗 去 米 一 般 三 第 , 皆 适 满 ,不 记 细 数 。 今 左 壁 
第 剩 一 合 , 中 间 第 剩 一 升 四 合 , 右 壁 第 剩 一 合 。 后 获 贼 , 系 甲乙 丙 
三 名 。 甲 称 当夜 摸 得 马 榴 ,在 左 壁 移 , 满 西 人 布袋 ;' 乙 称 踢 着 木 最 ， 
在 中 第 ,至 人 袋 ; 丙 称 摸 得 漆 碗 ,在 右边 黎 , 杏 人 袋 。 将 归 食 用 .日 
久 不 知 数 。 索 得 三 器 , 马 构 满 容 一 升 九 合 , 木 硒 容 一 升 七 合 , 漆 碗 
容 一 升 二 合 。 和 欲 知 所 失 米 数 , 计 赃 结 断 三 盗 各 几何 ? 

车 以 * 合 "为 单位 , 则 甲 的 马 构 满 容 为 m = 19, 乙 的 木 腰 满 容 
为 mz = 17 ,两 的 漆 硫 满 容 为 m3 = 12。 设 x 为 被 瓷 前 每 第 的 米 数 ， 
册 被 盗 后 , 右 第 剩 米 为 51 = 1, 中 第 剩 米 6, = 14, 右 第 剩 米 5; = 1， 
于 是 得 一 次 同 余 方 程 组 


x = 1(mod 19) 
| 14(mod 17) (1.26) 
x = 1(mod 12) 
m= mimams = 19 x 17 x 12 = 3876; Mi = m2ims = 204, My = mim3 = 
228, My = mima = 323。 
解 不 定 方程 组 
Miy— mz = = Mi=15 


M2ys— m2az2 =1,72= M2=5 
Myy3— m3z3 = 1,y3= My=11 
方程 组 (1.26) 的 解 为 


3 
x = > MMb (modm) = 
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(204 x 15 x 1 + 228 x 5 x 14 + 323 x 1 x 1)(mod 3876) = 
(3060 + 15960 + 3553) (mod 3876) = 
22573(mod 3876) = 
3193(mod 3876) 
于 是 知 次 前 每 第 有 米 3193 合 , 甲 盗 走 3193 - 1 = 3192 合 , 乙 盗 走 
3193 - 14 = 3179 合 , 两 次 走 3193 - 1 = 3192 合 , 共 盗 走 米 9563 合 。 

《 数 . 睛 九 章 》 中 引 人 人 胜地 用 “大 入 求 一 术 " 解 答 的 实际 问题 非 
常 之 多 , 今 再 录 其 3 题 ,与 读者 共 尝 之 ,我 们 只 给 适当 注解 。 

(1) 问 有 上 农 三 人 , 力 田 所 收 之 米 , 系 用 足 斗 均 分 .各 往 他 处 出 
果 , 甲 此 与 本 和 都 官场 , 余 三 斗 二 升 ; 乙 岂 与 安吉 乡 民 , 余 七 斗 ; 丙 乐 
与 平江 揽 户 , 余 三 斗 。 欲 知 共 米 及 三 人 所 分 各 这 石 数 几 何 ? 

f 注 解 ] 当时 人 所 共 知 官 狸 八 斗 三 升 ,安吉 乡 刨 一 石 一 斗 ,平江 
市 解 一 石 三 斗 五 升 , 即 m = 83( 开 ) ,ma = 110, m3 = 135;b] =32,b2 
=70, bs =30。 求 +,x 满足 方程 组 

人 ae 83) 


x=70(mod 110) 
x 二 30(mod 135) 
(2) 间 军师 获 捷 , 当 早点 差 急 足 三 名 , 往 都 下 节 节 走 报 , 其 甲 于 
前 数 日 品 末 到 , 乙 后 数 日 未 正 到 ,两 于 今日 展 末 到 。 据 供 甲 日 行 三 
至 里, 乙 日 行 二 百 四 十 里 , 肉 日 行 一 百 八 十 里 ,亲自 军 前 于 郁 里 数 ， 
及 三 人 各 行 日 数 几 何 ? 
[注解 ] 设 军 前 到 都 城 为 x 里 , 甲 速 mi = 300, 乙 速 m3 = 240， 
两 速 ms = 180。 
有 从 6 点 到 18 点 为 白天 . 即 从 卯 时 开始 到 申 末 赴 。 
成 , 亥 , 子 , 丑 , 寅 ]。 
,6 点 ]。 


甲 串 末 到 ,说 明 甲 走 了 几 个 外 天 。 
乙未 正 到 ,说 明 乙 走 了 若干 天 又 走 了 从 卯 时 起 到 未 时 正中 为 
4.5 个 “时 展 "( 每 个 时 展商 个 小 时 )。 
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两 搬 末 到 ,说 明 丙 走 了 若干 天 加 上 两 个 时 底 。 
于 是 嫩 =0, b= 人 2 ,0 = 2 各 (白天 6 个 时 展 )。 问 
题 变 成 解 同 余 方程 


x=0(mod 300) 
x=180(mod 240) 
x=60( mod 180) 
(3) 间 有 和 急 足 三 名 , 甲 日 行 三 百 里 , 乙 日 行 二 下 五 十 里 , 丙 月 行 
二 百 里 , 先 差 琴 往 他 处 下 文字 , 媳 两 日 ,又 有 文字 遗 乙 追 付 , 已 半 
日 , 复 有 文字 续 令 甲 赶 付 乙 。 三 人 个 不 相 及 , 乃 同时 候 至 彼 所 , 先 
答 知 乙 果 及 商 甲 果 及 乙 得 日 并 旦 ,次 佑 知 彼 处 去 此 里 数 各 几何 ? 
[注解 ] 甲 束 m = 300, 乙 速 ma =250, 丙 速 m= 200。 
乙 沁 及 两 的 日数 = -8 天。 


-ma 


1 
2™ 


甲 追 及 乙 的 日 数 = 志 到 =2 本 天 。 

“同时 俱 至 彼 甩 ”, 指 每 人 篆 在 他 出 发 的 时辰 "到 达 " 答 所 "(由 
的 地 )。 

又 因 甲 、 乙 ,两 普 行 整 天 数 , 即 51 = 5 = 53=0。 

设 " 彼 处 去 此 "里 数 为 <, 则 x 满足 方程 组 

x =0Cmod 300) 
| om 250) 
x=0(mod 200) 
300,250,200 的 最 小 公 售 数 为 3000, 即 x = 3000 里 。 

《 数 书 九 章 》 原 书 各 为 《 数 术 大 略 》, 后 被 人 改名 为 《数学 大 略 》， 
明代 改称 《 数 书 九 章 》, 此 书 问世 于 1247 年 , 它 综 合 了 前 此 中 国 古 代 
各 数学 经 典 中 的 精华 内 容 , 而 且 载 有 大 九 部 的 独创 成 果 ( 例 如 大 簿 
求 一 术 和 高 次 方程 求 正 实 根 的 方法 ) ,被 中 算 史 家 誉 为" 算 中 宝典 ”。 

该 书 是 一 部 应 用 数学 专著 , 它 与 ( 九 章 算术 》 有 相似 的 文风 , 即 
注重 解法 与 运算 技巧 , 寅 理 于 算 。 
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3) 杨 辉 三 角 

杨辉 ,南宋 时 代 的 著名 数学 家 ,生活 于 13 世纪 中 下 时, 杭州 
人 ,生平 不 详 。 著 有 数学 专著 5 部 ,与 秦 九 韶 . 李 冶 . 朱 世 杰 合 称 宋 
元 四 大 家 。 杨 辉 最 令 人 难忘 的 贡献 是 所 谓 “ 杨 辉 三 角 "。 

杨辉 在 1261 年 写成 名 闭 《 详 解 九 章 算 术 》, 其 中 他 绘制 了 如 下 的 
一 张 图 ( 见 图 1.40) ,此 图 即 为 杨 辉 三 角 , 杨 辉 声明 此 网 在 页 宪 的 作 
品 《 释 锁 算 书 } 中 已 经 用 过 ,《 释 锁 算 书 ) 已 失传 ,此 事 已 不 可 考 。 
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图 1.41 
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下 面 各 层 而 以 如 下 抄 出 :开头 结尾 是 1 ,其余 元 素 由 左上 方 和 j 
右上 方 两 元 相 加 而 得 ( 见 图 1.42): 


图 1.42 

(3) 第 ne 行 是 (a + 48)"-! 的 展开 式 的 系数 。 

(4) 第 n+1 行 的 和 是 2*。 

(5S) u(x)u(4) 的 n 阶 导 数 各 项 的 系数 是 杨辉 三 角 的 第 n+ | 行 。 

《6) 由 杨辉 三 角 可 知 

CCGT=G (r=1,2,%,n) 

(7)1956 年 华罗庚 教授 在 《从 杨辉 三 角 谈 起 》 一 文中 对 杨辉 二 
角 的 概率 意义 作 了 精彩 的 论述 - 

在 一 块 倾斜 的 木板 上 , 贴 上 一 些 全 等 的 正六 按 形 木 块 ,最 下 层 
是 一 些 长 方形 的 匣子 , 相 邻 两 块 正 六 边 形 木 抉 的 公共 边 留 一 条 小 
淘 ,可 以 使 从 上 方 滚 下 的 小 珠子 通过 , 见 图 1.43。 


图 1.43 
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小 珠子 从 项 上 漏斗 中 通过 中 间 小 沟 落 到 第 二 层 木 抉 的 项 点， 
之 后 或 左 或 右 地 等 可 能 性 地 滚 人 第 二 层 中 间 那 块 小 木 块 的 两 个 竖 
直通 道 之 一 ,接着 它 落 人 下 一 层 三 个 竖 直 通道 之 一 ,这 时 , 若 珠子 
落 入 3 个 通道 最 左 的 通道 , 它 一 定 是 从 上 层 最 左 通道 来 的 ; 若 它 落 
人 最 右 通道 , 它 一 定 是 从 上 层 最 右 通道 来 的 ; 若 它 落 入 中 间 通 道 ， 
它 可 以 从 上 层 左 边 通道 来 也 可 能 是 从 上 层 右边 通道 来 的 ,有 两 种 
可 能 。 

即 珠子 落 人 第 二 层 两 个 通道 可 能 性 大 小 之 比 是 1:1, 落 人 第 
三 层 3 个 通道 的 可 能 性 大 小 之 比 是 1:2:1, 依 此 类 推 ,可 知 珠子 落 
人 第 四 层 4 个 通道 的 可 能 性 之 比 是 1:3:3:1,…, 珠 于 落 入 第 n+ 1 
层 各 通道 的 可 能 性 之 比 为 
CC 

从 上 述 论述 可 知 , 杨 粹 三 角 每 层 上 写 的 数字 恰 为 一 只 珠子 从 
上 述 装置 的 项 上 落下 时 通过 该 层 各 竖 直 通道 可 能 性 之 比 ,或 日 通 
过 各 通道 的 概率 之 比 。 

如 果 在 顶端 漏 洒 中 放下 1+C+C+…+Cs" +1=2" 个 珠 
子 , 掉 人 底部 +1 个 苗子 里 的 珠子 数目 从 左 到 右 ( 按 可 能 性 来 计 
算 ) 正 好 是 杨辉 三 角 第 n+ 1 行 。 若 把 匣子 从 左 到 右 编号 , 则 落 入 
奇数 号 匣子 中 的 珠子 总 数 与 落 人 偶数 号 苗子 的 珠子 总 数 一 样 多 ， 
事实 上 ,这 是 由 于 


0=01-D)"=1-C + + (1 Cli+ (1)" 
(8) 由 杨辉 三 角 可 以 看 出 下 面 公式 成 立 : 
CCCat+t 和 CGI=CGrL (nn>r (127) 


事实 上 ,GC! 是 第 上 + 1 工 层 的 第 > 个 数字 ,于 是 人 .Gu,G- 
是 从 r+1 行 最 右 的 数字 1 开始 向 左下 方 到 第 ” 行 的 那 一 斜 行 的 
各 个 数字 ,由 性 质 (2), 这 些 数 字 之 和 为 第 n+ 1 行 第 r+ 1 个 数字 ， 
所 以 有 公式 (1.27), 见 图 1.44。 

(9) 以 杨辉 三 角 中 每 个 数 为 顶点 ,从 每 个 顶点 向 它 的 下 层 最 搂 
近 的 两 个 顶点 画 两 条 有 向 边 ,构成 一 个 “杨辉 图 “( 见 图 1.45), 则 
每 个 顶 上 的 杨辉 数码 耸 为 从 根 到 此 顶点 有 向 罗 的 条 数 ， 


89 


(10) 把 杨辉 三 角 每 个 杨 交 数 取 倒 数 , 目 第 = 层 分 母 名 乘 以 n， 
由 得 莱 布 尼 兹 三 角 , 见 图 1.46。 

莱 布 尼 兹 (Leibniz,1646 一 1716) 是 德国 著名 数学 家 ,他 对 数学 
有 大 贡献 ,后 面 要 介绍 他 。 

西方 把 杨辉 三 角 称 为 帕斯卡 三 角 , 事 实 上 昌 斯 卡 (Paseal， 
1623 一 1662) 是 1654 年 发 现 这 种 三 角 的 , 比 杨辉 晚 400 来 年 。 西 方 
第 一 个 发 现 这 一 “三角 "的 是 德国 人 阿 比 纳 斯 (Apianus) ,也 比 杨 辉 
晚 得 多 。 

帕斯卡 是 法 国 著名 数学 家 ,1623 年 生 于 法 国 克 莱 蒙 费 朗 ,其 
父 也 是 法 国 数学 家 ,帕斯卡 3 岁 丧 母 ,其 父 为 了 孩子 们 的 成 长 拒绝 
再 修 , 把 小 帕斯卡 带 到 巴黎 居住 ,亲自 教育 儿子 ,使 帕斯卡 的 敬 明 


A 
Pe OW 


电 四 国电 
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才智 得 到 充分 的 成 长 与 发 挥 ,终于 成 长 为 17 世纪 最 卓越 的 数学 家 
与 物理 学 家 之 一 。 

帕斯卡 16 岁 时 写 出 一 本 关于 加 锥 曲线 的 著作 , 莱 布 尼 兹 看 过 
此 书 ,可 惜 此 韦 已 经 失传 。1640 年 ,帕斯卡 发 表 论文 《 略 论 圆锥 曲 
线 》, 梅 森 把 这 篇 论文 寄 给 笛 卡 儿 看 , 笛 卡 儿 竟 不 敢 相 信 这 人 么 重大 
的 成 果 竟 出 自 一 个 20 多 岁 的 青年 之 手 ,这 篇 文章 是 自 希腊 阿波 罗 
尼 奥 斯 之 后 关于 圆锥 曲线 的 最 重要 的 成 果 。 数 学 史家 认为 , 单 凭 
这 一 篇 论文 , 帕 新 卡 即 可 以 名 扬 四 海 。 在 这 篇 文章 中 ,帕斯卡 证 明 
了 下 面 的 定理 ( 现 称 帕斯卡 定理 ): 
维 曲 线 的 内 接 六 边 形 的 三 组 对 边 之 交点 共 线 。 
1653 年 ,帕斯卡 与 骑士 梅 累 等 人 结交 , 梅 累 嗜好 赌博 ,他 向 帕 
斯 卡 提出 了 一 个 挪 恰 子 的 问题 ;两 个 玩 散 子 的 人 各 出 赌注 32 金 
币 ,约定 甲 先 掷 出 三 次 六 点 或 乙 先 撞 出 三 次 玛 点 ,就 算 赢 了 对 方 ， 
甲 已 掷 出 两 次 六 点 , 乙 已 掷 出 一 次 四 点 ,赌博 因 故 中 断 , 问 甲乙 应 
如 何 分 的 金币 的 赌 本 ? 1654 年 帕斯卡 与 费 马 通信 ,两 人 都 得 出 正 
确 结果 。 帆 斯 卡 是 概率 论 的 创始 人 之 一 。 

1640 年 ,为 了 减轻 父亲 的 繁重 计算 ,帕斯卡 用 两 年 时 间 制 造 
了 世界 上 第 一 台 六 位 数 手 摇 计 算 机 ,此 计算 机 至 今 仍 保存 在 巴黎 
国立 工艺 搏 物 馆 。 

帕斯卡 还 为 微 积分 概念 的 建立 进行 过 前 期 准备 工作 ,例如 他 
曾 推导 出 


| srax = 一 上 on 
0 n+l 


1655 年 ,帕斯卡 的 《三 角 阵 算术 》 出 版 ,此 文 于 1653 年 写成 。 
他 如 下 构 作 了 一 个 无 穷 矩 阵 ,第 一 行 的 元 素 此 1, 第 一 列 的 元 素 皆 
1 如 果 用 ay 记 第 1 行 第 ; 列 的 元 床 , 则 oy = oi_1j* oj ie j> 
2, 见 图 1.47。 

这 个 三 角 阵 从 左上 角 切 下 的 一 个 等 腰 三 角形 恰 为 “杨辉 三 
角 ”, 当 然 崩 斯 卡 是 独立 于 杨 炊 发 现 这 -无穷 阵 的 。 

帕斯卡 在 讨论 三 角 阵 的 时 候 应 用 了 数学 归纳 法 ,他 是 数学 上 
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图 上 .47 
创立 且 使 用 数学 归纳 法 的 第 一 人 。 
帕斯卡 推导 出 三 角 阵 的 性 质 有 ， 
(三 角 阵 的 任 给 一 元 素 减 去 1 ,等 于 这 一 行 上 面包 括 给 定 元 
素 的 列 的 左边 的 所 有 元 素 之 和 。 


_ (mt+n~-2)! = 
Wan aD tn Di ‘0! =D 


(3) am,a = Qa,m, 即 此 三 角 阵 关 于 主 对 角 线 对 称 。 

(4) 任 一 向 左下 行 的 对 角 线 上 的 元 素 和 是 上 一 条 向 左下 行 的 
对 角 线 上 元 素 和 的 2 倍 。 

(5) 第 n+ 1 条 向 左下 行 的 对 角 线 上 元 素 和 为 2"。 

(6) 第 n+ 1 条 向 左下 的 对 角 线 与 第 r+1 列 交点 的 元 素 为 
Go 

帕斯卡 还 研究 了 旋 轮 线 , 求 得 了 与 旋 轮 线 底线 平行 的 直线 与 
旋 轮 线 围 成 的 面积 与 重心 , 以 及 这 种 图 形 绕 这 条 平行 直线 旋转 所 
得 的 旋转 体 的 体积 ,这 些 工作 都 成 了 牛顿 与 著 布 尼 效 微 积 分 的 先 
导 工 作 之 一 。4657 年 一 1658 年 ,由 斯 卡 写 出 《 摆 线 通论 》《 摆 线 通 
论 续 》 和 《 摆 线 通论 再 续 》3 篇 重要 文献 ,他 的 其 他 重要 文章 还 有 
《数学 蹇 大 全 》 《 论 算术 三 角形 》《 组 合 的 应 用 3 《概率 论 的 应 用 》、 
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《二 项 式 的 应 用 》 和 《几何 学 精神 ?等 。 

帕斯卡 是 有 名 的 散文 家 ,他 的 散文 集 《 思 想 录 》《 致 外 省 人 的 
信 札 》 等 是 思想 文化 史上 的 古典 名 著 , 思 想 深邃 ,文笔 售 丽 ,对 后 世 
影响 深远 。 

帕斯卡 英 年 早 逝 ,他 在 数学 与 物理 学 上 的 巨大 贡献 是 给 全 人 
类 留 下 的 不 朽 遗 产 。 

帕斯卡 的 名 言 是 : 
追求 真理 时 ,发 现 真理 ; 

已 知 真理 时 ,论证 真理 ; 
探讨 真理 时 ,鉴别 真理 。 

帕斯卡 是 数学 史 王 的 奇才 和 功臣 。 

我 国 杨辉 与 帕斯卡 一 样 是 一 位 光彩 照 人 的 世界 级 数学 家 ,他 
才思 奇特 ,文笔 流畅 生动 ,主要 著作 有 : 

(1 详解 九 章 算术 》, 1261 年 。 

《2 多 日 用 算法 》,1262 年 。 

(3X 乘 除 通 变 本 末 》,1274 年 。 

(4 交 田 亩 比 类 乘除 捷 法 》,1275 年 。 

{54 续 古 摘 奇 算法 》, 1275 年 。 

畅 辉 对 我 国 珍宝 级 数学 遗产 “ 洛 书 " 和 “ 河 图 "进行 了 深入 研 
究 , 定 义 了 “纵横 图 “ 即 幻 方 ) 概 念 , 他 研究 了 从 3 阶 到 10 阶 的 纪 
方 移 作 问题 

公元 前 2200 年 《 易 经 ) 载 有 图 1.48 和 图 1.49 所 示 的 两 张 图 。 

相传 大 一 治 伏 水 患 之 后 . 洛 河中 一 神 鱼 泽 出 水 面 ,把 图 1.48 
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图 1.48 洛 书 
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图 1.49 河 图 

所 示 的 所 请“ 洛 书 ” 奖 与 大 马 ; 黄 河水 面 则 夏 起 一 匹 白 龙 马 ,把 图 
1.49 所 示 的 所 谓 * 河 图 " 献 给 大 豆 ,以 表彰 大 融 为 民 除 害 之 功 。 宰 
包 与 白 龙 马 的 神话 当 属 无 稽 之 谈 , 但 图 1.48 与 图 1.49 中 的 数学 
含义 却 是 十 分 宝贵 的 。 

把 洛 书 化 成 方 阵 , 丛 为 1 ~ 9 儿 个 数字 组 成 的 幻 方 ,每 行 之 和 
与 每 列 之 和 皆 为 15: 而 河 图 中 外 围 4 个 等 爵 梯 形 丝 有 上 底 与 下 底 
相等 的 性 质 , 例 如 右上 梯形 2+ 10+4=7+9=16; 另 外 ,从 中 心 的 
5 算 起 ,向 上 :5+2=7; 向 下 :$+1=6; 向 左 :5+3=8; 向 右 :5+4= 
9, 等 ,有 许多 有 趣 的 数学 性 质 。 

4) 李 治 与 天 元 术 

李 冶 (Li Ye,1192 一 1279) ,原名 李 治 , 字 仁 卿 ,号 黎 裔 ,河北 洛 
栾 城 县 人 ,1230 年 赴 洛 阳 应 试 , 考 中 金 朝 进 士 ,调任 钩 州 (河南 南 
豆 县 ) 知 事 。1232 年 ,蒙古 军 攻破 钩 州 城 。 李 治 败 走 山西 , 隐 届 山 
西 辜 山 , 虽 "饥寒 不 能 自 存 ”, 仍 潜心 研究 数学 。1251 年 ,移居 河北 
封 龙山 聚 徒 授课 ,山上 有 封 龙 书院 ,藏书 颇 丰 ,众多 文人 隐士, 出 没 
其 间 , 坐 而 论 道 ,之 中 不 乏 慌 数学 者 , 李 冶 与 之 切磋 学 术 , 交 流 观 
点 , 李 治 自称 “龙山 老人 ”"。1248 年 , 李 冶 写成 名 著 《 测 贺 海 镜 》, 这 
是 一 部 享誉 世界 的 数学 文献 。1251 年 , 李 的 第 二 部 数学 专著 《 益 
古 演 段 》 问 世 。 这 正 应 了 “隐身 免 留 千 载 笑 ,成 书 还 待 十 年 闲 "的 名 
言 , 李 冶 隐居 2 余年 ,写成 了 两 部 不 朽 之 作 。 

元 朝 建 国 后 ,元 世祖 乱 必 烈 多 次 聘请 李 冶 出 山 , 许 以 高 官 摩 
禄 , 李 以 老病 推托 ,“ 宁 与 市 人 木石 为 伍 ”, 不 愿 为 帝王 效力 。 
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忽 必 烈 曾 请 教 李 痊 说 “天 下 当 如 何 而 治 ?” 李 答 日 :“ 夫 治 天 下 ， 
难 则 难于 登 天 , 易 则 易于 反 掌 。 盖 有 法 度 周 治 , 控 名 责 实 则 洽 , 进 若 
子 退 小 人 则 治 ,如 是 而 治 天 下 , 册 不 易于 反 掌 乎 ? 无 法 度 则 乱 ,有 名 
无 实则 乱 , 进 小 人 退 君 子 则 乱 ,如 是 而 治 天 下 , 岂 不 难于 登 天 乎 ?” 
李 冶 不 仅 是 一 位 天 才 数 学 家 , 而 且 是 一 位 汪 有 钩 见 的 政治 家 。 
李 治 见 忽 必 烈 如 此 求 贤 若海 , 问 及 治 天 下 事 , 于 是 于 1265 年 到 北 
京 蔓 林 院 工作 。 岂 了 略 翰林 院 思想 禁 钢 , 事 事 处 处 要 秉承 皇帝 御 旨 ， 
不 能 有 半点 言论 自由 , 李 冶 徒 有 铁 笔 亦 难 肩 道义 , 干 了 仅 一 年 的 朝 
诈 命 官 , 便 愤 然 托 病 辞 官 归隐 。 元 代 文人 耶律 铸 写 过 一 道 《 送 李 散 
帝 行 》 的 诗 ,送别 李 治 时 去 : 
一 代 文 章 老 , 李 车 归 故 山 。 
露 深山 月 净 , 荷 老 野 塘 寄 。 
芭 屋 已 知足 ,布衣 甘 分 闲 。 
世人 学 不 得 , 须 信 十 今 难 。 
李 冶 辞 官 之 后 不 再 出 山 ,一 直 研 究 数学 和 从 事 教学 工作 , 寿 至 
87 岁 而 放 , 后 人 盖 棺 定论 日 :“ 讲 学 著 书 , 秘 演算 术 , 独 能 以 道德 文 
章 , 确 然 自 守 , 至 老 不 衰 。” 
李 冶 精通 六 艺 百 家 , 文 史 类 文章 亦 为 所 长 ,但 他 对 数学 则 情 有 
独 钟 ,去 世 前 对 儿 李 克 修 口 吐 遗 嘱 日 ， 寿 平生 著述 , 死 后 可 尽 精 
去 , 独 k 测 圆 海 镜 》 一 书 , 虽 九 九 小 数 , 吾 常 精 思 致 力 种 ,后 世 必 有 知 
者 , 魔 可 布 广 各 水 乎 ?” 
历史 证 明 , 李 冶 及 其 名 著 《 测 圆 海 镜 } 确 实 永 垂 不 朽 , 后 世 “ 知 
音 着 "大 有 人 在 ,例如 清 代数 学 家 梅 赖 成 (1681 一 1763) 学 习 了 李 治 
的 著作 ,把 李 书 中 的 天 元 术 编 成 名 著 《 杰 水 哮 珍 》, 使 李 冶 的 天 元 术 
发 扬 光 大 之 。 
《 测 圆 海 镑 》 全 书 12 卷 ,讨论 “ 勾 股 容 圆 " 问 题 , 即 直角 三 角形 
内 切 圆 等 有 关 问 题 。 
李 冶 在 《 测 圆 海 镜 》 中 把 未 知 数 叫 敌 天 元 ,对 实际 问题 所 求 的 
未 知 数 记 为 天 元 ,再 把 实际 问题 化 成 代数 方程 且 求 出 未 知 数 的 技 
术 称 为 “天 元 术 ”; 后 人 称 “代数 即 天 元 ”。 
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在 李 冶 之 前 也 有 天 元 术 , 对 于 常数 项 用 “人 "表示 ,未知 数 一 次 
至 九 次 项 系数 旁 则 分 别 用 “天” “上 ”"、“ 高 "“ 层 ”"“ 佛 ”“ 汉 ”、 
“ 袁 "“ 明 "“ 仙 ?来 表示 x ,wx4，x5 x8，x7 ,到 , 2x9。 用 “地 ”、 
“下 ”“ 低 "“ 减 ”“ 落 ”“ 逝 ”“ 泉 *“ 暗 "、“ 鬼 "分别 表 示 x-! ,x 7?， 
xz 3x44x75 xz 6 gr7 xy 8 和 xz?。 李 治 加 以 改造 ,把 这 种 * 文 词 
代数 " 改 成 “符号 代数 ,用 “等 式 "表达 。 例 如 

4.12x2 -x+136-248z-2=D 
李 冶 用 等 式 表示 成 


开 


16 世纪 后 半 叶 法 国 数学 家 韦 达 引入 拉丁 字母 代表 方程 中 的 
未 知 数 , 比 李 冶 的 天 元 术 跷 了 300 年 左右 。 

用 现在 的 记 法 , 李 冶 从 几何 问题 用 天 元 术 列 出 且 解 出 的 方程 
数 以 百 计 ,下 商 写 出 他 解 过 的 10 个 高 次 方程 : 

{1) -x2 + 320x - 132800 + 13056000x -1 = 0。 

(2) x?— 170x + 6000 = 0。 

(3) -2x2 - 560x + 384000 = 0。 

{4)0.5x? — 820x + 230400 = 0。 

(5) - 0.4375x+ + 766.5x3 - 165963x? - 252393120x + 

60989241600 = 0。 


和 
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(6) - 2x6 - 714x5 — 62165x4 - 2220302x3 + 82926810x? + 
1725602816x + 51336683776 = 0。 

(7) — x3 + 320x? ~ 132800x + 13056000 = 0。 

(8)63x: — 15792x? + 1336328x? - 46428480x + 553190400 = 0。 

(9) — 4x5 + 3600x4 - 1256400x3 + 105840000x? = 0。 

他 治 把 (9) 降 需 成 

(9) ~ 4x3 + 3600x? - 1256400x + 105840000 =0。 

(10) — x* + B640x? + 652320x + 4665600 = 0。 

《 益 古 演 自 》 主 要 是 用 天 元 术 研 究 平 面 图 形 的 面积 问题 。 例 如 
书 中 第 三 十 三 题 日 :" 今 有 国 田 一 段 ,中心 有 直 池水 占 之 ,外 计 地 七 
千 三 百丈 ,只 云 并 内 池 长 阔 少 田径 五 十 五 步 , 阔 不 及 长 三 十 五 步 ， 
间 三 事 各 多 少 ?” 

[注解 ] “三 事 " 指 池 的 长 与 阔 和 圆 的 直径 。 


设 x 到 为 山田 直径 ,到 成 3, 则 图 而 积 为 (学) = 宇 必 ,于 
是 内 池 面 积 为 


0.75x? ~ 7300 


图 1.50 
车 池 的 长 与 阔 为 上 与 e , 则 
(e+B)2- (a-b)=40b 
而 今 e+bh=x-5,a-5=35, 于 是 
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(x—55)?-35=4ab 
即 (x - 55)- 33 是 4 个 水 池 的 面积 ,于 是 


(x-55 -33=4( 扫 * 志 -7300) 


2x:+ li0x - 31000=0 
解 得 x 之 后 从 
人 +b=x-55 
a-b=35 
再 求 得 a 与 5。 

美国 数学 史家 萨 顿 (C. Santon, 1884 一 1956) 在 其 著作 中 称 李 冶 
是 金 元 时 代 中 国 最 伟大 的 数学 家 之 一 。 直 至 今日 ,还 有 不 少 国家 
学 习 研 究 李 治 的 数学 成 果 ,例如 巴黎 大 学 的 林 力 娜 (kK. Chemla) 写 
出 关 于 《 测 贺 海 镜 》 的 捕 士 论文 ,获得 博士 学 位 。 

1992 年 ,中 图 举行 了 “ 李 治 "诞生 800 周年 纪念 会 ,在 河北 京城 
建立 了 “ 李 治 陈列 馆 ” 对 外 开放 , 李 冶 已 公认 为 中 国 的 文化 名 人 。 

引 朱 世 杰 和 他 的 《四 元 玉 鉴 》 

朱 措 杰 是 中 国 古代 数学 全 盛 期 最 杰出 的 数学 家 之 一 ,《 四 元 玉 
鉴 是 他 的 代表 作 , 成 书 于 1303 年 。 

朱 生 活 于 13 世纪 末 至 14 志 纪 初 ,元 代 人 ,生平 不 详 , 字 汉 卿 ， 
号 松 庭 ,河北 省 人 ,他 以 讲学 为 生 , 是 个 职业 数学 家 。 莫 若 为 《四 元 
玉 鉴 ) 作 序 日 “燕山 松 庭 朱 先 生 以 数学 名 家 周游 湖 海 二 十 余年 全 。 
四 方 之 来 学 者 日 众 ,先生 北 发 明 九 章 之 妙 , 以 淑 后 学 。 为 书 三 卷 ， 
分 门 二 十 有 由 , 立 问 二 百人 十 有 八 ,名 百 《 四 元 玉 鉴 》。 先 生 是 书 将 
大 用 于 世 , 有 能 执 此 以 往 , 则 十 人 格物 致知 之 学 ,治国 平 天 下 之 道 ， 
其 在 是 侨 。 

朱 世 杰 的 另 一 名 著 是 《 算 学 启蒙 》, 这 是 一 本 综合 性 普及 作品 ， 
问题 与 解法 绾 新 奇 有 趣 , 引 人 人 胜 。 赵 元 镇 为 { 算 学 启蒙 > 作 序 日 ; 
“ 务 山 松 庭 朱 君 ,等 学 九 章 , 旁 通 诸 术 ,出 意 编 担 算 书 三 卷 .分 二 十 
门 , 立 二 百 五 十 九 问 , 细 草 备 苹 , 置 图 折 体 训 为 《 算 学 启蒙 》, 人 贯通 古 
今 ,发 明 后 学 。 明 天 地 之 变通 , 演 明 阳 之 消长 ,能 穷 未 明之 明 , 克 尽 
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不 解 之 解 , 索 数 隐 微 , 锚 过 乎 此 ,是 书 一 出 ,为 算法 之 标准 ,由 方 之 
学 者 归 鼻 。” 

下 面 从 《 算 学 启蒙 》 中 摘录 几 题 如 下 。 

《 算 学 启蒙 } 卷 下 “堆积 还 原 门 "第 一 问 : 

“ 今 有 葵 草 底 每 面 五 十 四 东 , 问 积 几何 ?” 

[注解 】]* 莹 草 ”, 喂 性 口 (牛马 ) 的 干草 捆 。 底 下 一 层 宛 搁 , 向 
上 每 层 少 一 拥 , 顶 上 只 一 捆 , 所 以 共计 

1+24+3+ tt 1485( 拥 ) 


第 四 问 ;“ 今 有 三 角 才 果子 ,每 面 底子 四 十 四 个 , 问 共 积 几 
何 ?” 

[注解 ] 三 角 如 果子, 把 一 样 大 小 的 果子 (例如 苹果 ,西瓜 等 ) 堆 
成 正三 棱锥 形 的 一 翅 , 底 面 每 边 44 只 果子 ,项 上 只 一 只 果子 ,从 上 
向 下 数 ,每 层 果子 数 为 1,3,6,…, 士 n(n+ 1D), 令 = 科 , 于 是 全 霹 
共计 果子 数 为 

1+3+6+ 全 + 二 nn+D = nlntl (nt+2) 
令 = 44, 得 果子 总 数 为 
二 4(4+ D(4+2)= 29370( 个 ) 

这 些 问题 杨辉 也 研究 过 ; 朱 世 杰 在 《 算 学 启蒙 ?中 还 研究 了 这 
类 堆 琛 问题 的 反问 题 。 

第 八 问 :“ 今 有 茜草 积 一 千 四 百 八 十 五 东 , 问 说 面 几何 ?” 

[注解 ] 这 是 第 一 问 的 反问 题 。 设 底 为 x 束 , 则 

去 zx(z+D=1485 

第 十 四 问 :* 今 有 三 角 ,下角 果 于 ( 始 ) 各 一 所 , 共 积 六 百 八 十 五 
个 ;只 云 三 角 底子 一 面 不 及 四 角 底 一 面 七 个 , 问 二 色 底 子 一 面 几 
何 ?” 

[注解 ]“ 三 角 ” 指 每 层 皆 正三 角形 , “四 和 角 ” 指 每 层 氏 正方形 ,最 
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低层 正方 形 比 三 角形 边 长 大 ?3; 设 三 角 埠 底层 每 边 * 个 果子 , 则 四 
角 塌 底 边 为 z+? 个 果子 ,于 是 三 衣 如 共有 果子 


(x+ D(x+2) 
四 角 井 共有 果子 
w+ 7) (r+8) (2x +15) 
依 题 意 得 
x(x+ Dx tr2) re (r+T) Ce +8) (2 +15) = 685 


3xs +48x2 + 339x -3270=0 

解 得 x =5。 

朱 世 杰 在 《四 元 玉 鉴 ) 中 引入 “天 元 ”“ 地 元 ”“ 人 元 ”与 * 物 元 ” 
这 四 元 , 即 4 个 未 知 数 x,y,z,w。 朱 世 杰 把 实际 问题 所 求 分 别 用 
四 元 表示 ,再 通过 消 元 ,只 留 下 夫 元 (x) 一 元 或 其 他 元 一 元 , 即 得 
一 个 高 次 方程 ,在 朱 研 究 的 问题 中 , 竟 有 一 个 ,其 物 元 方程 为 14 次 
方程 : 

2006w* - 11112w!3 + 22292w0 ~ 19168w!! + 2030w’ + 
1263710° - 8795w8 - 8799w7 + 19112w° — 9008w’ ~ 384w4 + 
1792w? - 6401w? -768w + 1152=0 

这 是 我 国 古代 数学 史上 次 数 最 高 的 方程 , 亦 是 同一 时 期 世界 
数学 史上 次 数 最 高 的 方程 , 朱 世 杰 解 得 w = 2。 

在 《四 元 玉 鉴 } 中 朱 还 给 出 了 如 何 把 无 理 方程 化 成 有 再 方程 的 
方法 。 

在 《四 元 玉 鉴 》 中 朱 世 杰 继 续 研 究 井 积 问题 及 其 反问 题 ,是 《 算 
学 启蒙 》 中 此 类 有 趣 问 题 的 加 难 和 推广 ,这 种 问题 在 《四 元 玉 鉴 中 
共有 三 门 三 十 四 癌 , 现 摘录 若干 如 下 。 

(1)“ 蔷 草 形 段 "第 二 问 :“ 今 有 蔷 草 一 于 八 百 二 十 来 ,和 欲 令 撒 星 
形 堆 之 , 问 底子 几何 ?” 

[注解 ] 所 谓 “ 茹 星 形 堆 ”, 指 堆 成 若 于 “三 角 折 " ,第 一 把 只 一 
束 ,第 二 织 底 为 2 东 ,…, 第 ” 吉 底 为 n 束 ,这 些 堆 操 犹 如 n 颗 星 
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撤 在 天 空 。 于 是 总 东 数 为 


S 140+3) + (+t3rO + ++ ln ry) = 


han + 1)(n+2){(n+3) 
由 题 意 得 


让 e+ D(x+2) (x +3) = 1820 


x4+623+ 11x2+6xz -43680=0 


解 得 x = 13, 即 最 大 的 一 堆 底 层 为 13 东 , 共 13 堆 。 

《2)" 果 赤 藏 " 门 第 三 问 :“ 今 有 四 角落 一 形 果子 , 积 五 百 四 十 
个 , 问 底子 几何 ?” 

[注解 了 四 角落 一 形 "是 从 上 向 下 看 ,第 一 - 层 - 个 果子 ,第 二 局 
2 x2 个 果子 排 成 的 正方 形 ,…, 第 n 房 是 a x n 个 果子 排 成 的 正方 
形 , 如 此 翅 成 的 * 四 角 却 "组 成 “ 抠 星 "; 即 第 一 翅 底 层 边 长 为 1, 第 
二 姓 底 层 边 长 为 2,…, 第 = 如 是 底层 长 边 为 ”的 正方 形 的 "四角 
井 "。 子 是 此 “四 角落 一 形 " 撤 星 果子 总 数 为 

S -1+04+ 有 +0+4+ 男 + C+4+9+ + 开 ) = 


下 star DC 2)(n + 3) 
本 题 是 求 最 大 的 一 始 的 底层 边 长 , 设 所 求 为 x, 则 
B(x + Ds +2) (s+3)=540 


X44+4x3 + 3xt+2x- 6480=0 
解 得 x =8。 
“ 果 卉 到 藏 " 门 第 五 间 :“ 今 有 四 和 角 岗 峰 形 果子 , 积 四 百 四 十 八 
个 , 问 底子 几何 ?” 
[注解 1" 四角 山峰 形 "是 如 下 构成 的 : 造 一 个 “四 角落 一 形 " 撤 性， 
再 把 第 二 才 变 成 根 同 的 两 翅 ( 复 制 一 埃 ) ,把 第 三 吉 复 制 两 才 变 成 三 
如 , 依 此 类 推 …, 把 第 = 翅 复 制 = -1 才 变 成 n 吉 , 如 图 1.51 所 示 。 
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图 1.51 
于 是 果子 总 数 为 
5 =1x1+{l+Dx2+ +4+Dx3+1+449+n) X = 
en + {n+ 2)[ (4n 十 2): (4n + 4)] 
设 最 大 的 一 埃 “ 底 子 "为 x 个 果子 , 则 得 
二 ets+ D(x+2) [x(4r+3) + {4x+ 二 ]] =448 


4 4 让 4253412 汪 这 +x -26880=0 
解 得 x =5。 
“ 果 翅 全 藏 " 门 第 四 问 ;“ 今 有 三 角 岗 峰 形 果 子 , 积 六 百 三 十 个 ， 
问 底子 几何 ?” 
[注解 ] 设 最 大 的 一 吉 底 边 长 x( 个 ) , 则 x 满足 方程 


x1+ 49x2+ (+3+0x3+.+(1+13+6+"+ At) z=00 
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即 
高 szrD(zr2)(z+3)(4z+D =630 
4x5+25x4+350xz3+35x2+6x5 一 75600=0 
解 得 x =5。 


朱 世 杰 把 几何 . 淮 壤 与 天 元 有 机 结合 ,级 数 求 和 及 其 逆 运 算 操 
作 自 如 , 列 方程 解 方程 天 元 有 术 , 数 理 深 各 , 堆 吉 壮 美 ,实力 数学 中 
的 极品 。 

朱 世 杰 对 高 阶 等 差 级 数 求 和 、 高 次 内 插 、 多 元 高 次 方程 求解 
等 ,都 有 重要 贡献 ,他 还 有 是正 负数 乘除 法 及 珠算 除法 口诀 的 首创 
者 ,例如 


二 一 添 作 五 ,三 一 三 十 一 ， 
六 一 下 加 四 等 
朱 是 渎 出 此 种 口诀 的 第 一 人 。 
所 谓 高 阶 等 差 级 数 是 指 
各 1 9G25 dn (1.28) 
bi= 02 baz a G2 ba= 4- a3 (1.29) 
c1=82— 61,c2= 63- barcs= ba- ba (1.30) 


车 (1.30) 是 等 差 级 数 , 则 称 式 (1.28) 是 三 阶 等 差 级 数 ; 若 式 (1.29) 
是 等 差 级 数 , 则 称 式 (1.28) 是 一 阶 等 差 级 数 。 

一 般 而 言 , 设 rE ,车 一 个 级 数 的 各 项 与 其 前 一 项 之 差 构成 
的 级 数 是 (7 - 1》 阶 等 差 级 数 , 则 称 原来 那个 级 数 为 r 阶 等 差 级 数 。 


朱 世 杰 在 堆 绿 问题 中 就 研究 了 高 阶 等 差 级 数 ,例如 上 面 的 " 撤 
星 红 " 中 ， 
L1+3,1+3+6 Ban + n+, (1.31) 
式 (1.31) 就 是 三 阶 等 差 级 数 。 
“四 角落 一 "中 


E41 t+9 (+4+9+. +n), (1.32) 
式 人 1.32) 就 是 四 阶 等 差 级 数 。 
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一 般 地 ， 
Gtrt tO 
是 一 个 7 阶 等 差 级 数 的 前 项 和 ,此 和 为 C?1, 此 结论 可 由 杨辉 
三 角 得 到 。 


6 中 国 古 代数 学 的 衰落 


前 面 扼要 介绍 了 中 国 古 代 的 数学 成 就 ,中 国 数学 家 在 勾 股 定 
理 r 的 近似 值 .一 次 同 余 方 程 组 的 解法 和 高 次 代数 方程 等 方面 ， 
对 世界 数学 有 突出 贡献 ,我 们 有 10 部 算 经 ,我 们 有 刘 微 ,祖冲之 、 
祖 蜡 、 僧 一 行 . 秦 九 毅 、 杨 凿 . 李 冶 和 朱 世 杰 等 世界 级 的 大 数学 家 ， 
中 国 古 代数 学 到 朱 世 杰 (14 世纪 初 ) 那 一 代 , 达 到 了 世界 数学 的 最 
高 水 平 , 有 足够 的 史料 证 实 , 那 时 中 国 是 世界 上 的 第 一 数学 强 
令 大 跟 女 的 是 ,从 14 世纪 开始 ,中 国 数学 开始 走 下 坡 路 ， 到 了 
清朝 前 期 ,数学 几乎 成 了 中 国文 化 教育 界 不 被 重视 的 冷门 学 科 。 
明代 有 的 数学 家 甚至 弄 不 做 朱 世 杰 书 中 的 内 容 , 明 清 两 朝代 的 数 
学 家 大 都 干 一 些 前 人 ( 刘 , 祖 \ 祖 , 僧 、 泰 . 杨 , 李 , 朱 ) 著 作 和 10 本 算 
经 的 注释 工作 ,或 编 些 已 有 结论 的 数学 歌 通 ,或 摘 些 珠算 技术 ,这 
种 抱 残 守 缺 的 状态 一 直 延 续 到 19 世纪 。 而 16 世纪 以 来 ,欧洲 数 
学 异军突起 ,得 卡 儿 于 1637 年 弄 出 个 解析 几何 ,牛顿 (1661 年 ) 与 
菜 布 尼 北 (1684 年 ) 发 明了 徽 积分 ,中 国 昵 ? 

一 个 尖锐 而 重要 的 问题 是 ; 

中 国 传统 数学 为 什么 不 能 发 展 成 近代 数学 ? 中 国 古 代数 学 为 
什么 会 衰落 ? 

为 了 回答 这 个 问题 ,首先 必须 从 中 国 古 代数 学 的 特点 (或 日 缺 
点 ) 谈 起 。 

{了 ) 中 国 古 代数 学 长 于 计算 ,注重 程序 ;与 此 相应 的 负面 是 多 
辑 性 较 差 ,理论 水 平 偏 低 。 

例如 中 国 古 代数 学 的 代表 作 《 九 章 算术 》, 只 有 题目 “ 答 月 "和 
“ 术 昌 " ,而 朴 于 言 证 。 
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(2) 中 国 古 代数 学 重 应 用 , 轻 理论 。 

重 应 用 当然 好 , 轻 理论 则 失 之 偏 大 了 。 数 学 是 一 门 理论 福 极 
强 , 讲 究 拍 象 与 逻辑 的 文化 性 极 高 的 独立 的 科学 ,并 非 “ 全 在 于 应 
用 "t 

(3) 中 国 古 代数 学 的 书写 方式 落后 。 

中 国 古 汉语 一 直 是 竖 行 书写 ,表达 数学 计算 极 不 方便 ,设想 现 
在 我 们 硬是 要 求 数学 论文 必须 竖 写 , 那 将 是 多 么 别扭 难 干 的 事 。 

另外 , 中国 古代 即使 有 一 些 数学 符号 .也 很 不 够 用 ,长 期 流行 
所 谓 “ 文 词 数学 ", 例 如 “ 文 词 代数 ",“ 文 词 刀 何 ” ,直到 19 世纪 , 清 
代数 学 家 李 善 兰 (1811 一 1882) 翻 译 西方 微 积 分 时 ,仍然 把 


dx 
加 十 所 


= Inla+xYi+e 《1.33) 
译 成 
甲 上 天 
下 天 

式 (1.33)} 中 的 “天 "是 积分 变 元 *( 天 元 )“ 甲 "表示 。，“ 丙 "表示 
co, 对 "表示 mn,“ 禾 "表示 | “和 "表示 d," "表示 + 。 

用 诸如 此 类 的 每 抽 符 号 表示 现代 数学 ,真是 不 可 想象 的 事 。 

可 以 看 出 ,中 国 传统 的 “ 文 说 数学 "的 习 蛋 是 如 何 地 根深 玉 回 ， 
既然 是 翻译 ,为 什么 不 照抄 

dx 


—— =inijao+t+xl+e 
a+t 


而 硬是 把 式 (1.33) 处 心 积 错 地 写成 式 (1.33) 这 种 怪 式 子 呢 ? 

中 国 古 代数 学 衰落 的 另 一 个 重要 因素 则 来 自 中 国 古代 的 传统 
思想 文化 和 反动 的 封建 专制 制度 。 

(1) 中 国 古代 数学 家 深 受 孔 备 之 道 、 侍 家 思想 之 束缚 ,追求 言 
简 意 骇 之 风度 ,主张 * 寅 理 于 等”, 噬 然 结果 已 经 给 出 (“ 答 日 "), 道 
理 似乎 已 经 不 言 而 喻 ,不 足 道 也 。 儒 家 提出 “学 有 所 止 ", 富 扬 作 学 
同 的 中 庸 之 道 和 不 求 甚 解 之 作风 。 

事实 上 ,数学 是 讲究 严格 证 明 的 科学 ,试看 哥 德 巴赫 猜想 :“ 大 


= ( 甲 L 天) 对 | 两 (1.33)" 


706 


偶数 可 表 成 两 素数 之 和 ”,4=2+2,6=3+3,8=3+5,10=5+5,12 
=5+7,…, 等 , 谁 也 举 不 出 一 个 反例 来 推翻 哥 德 巴赫 猜想 ,但 是 数 
学 还 是 坚持 要 求 给 出 严格 的 下 确证 明 , 证 明 ( 或 否定 ) 哥 德 巴赫 猜 
想 成 立 (或 不 成 立 )。 不 证 明 的 数学 结论 ( 除 公理 而 外 ) 没 人 敢 信 ， 
这 在 数学 史上 已 有 教训 ,例如 


241=3P412 5 +1217,2 +1=6553-. 
都 是 素数 ,人 们 曾 猪 想 


2 
2 +1 


形状 的 数 久 素数 ,但 后 来 发 现 好 + 1 有 一 个 因数 是 29 x 1575 + 
1, 在 数学 中 ,有 限 次 实验 的 结果 得 出 的 经 验 结论 是 必须 证 明 的 1 
(2) 八 股 取 土 考试 制度 的 错误 导向 ,使 年 轻 学 子 大 多 数 放 弃 数 
学 深究 ,成 了 数学 盲 。 在 封建 思想 教育 之 下 ,多 数 知识 分 子 一 心 只 
读 "圣贤 书 ", 幻 想 " 朝 为 田 含 妇 "通过 八股 考试 ," 幕 登 天 子 堂 ", 而 
八股 考试 是 "免试 "数学 的 ! 于 是 多 数学 生 只 读 些 * 子 日 诗 云 "之 类 
的 宣扬 封建 礼教 与 数学 无 助 的 文科 经 书 。 数 学 研究 失去 了 群众 基 
础 。 


(3) 宦 上 排外 。 李 约 瑟 指 出 “中 国 早先 几乎 与 世 隔 绝 , 存 在 排 
外 的 社会 因素 ,从 中 国 传 出 去 的 东西 比 传人 的 东西 多 得 多 。 例 如 
我 国 的 《 九 章 算 术 》 等 很 量 就 传人 日 本 ,朝鲜 等 国 ,有 迹象 表明 ( 例 
如 “莲花 和 问题") 也 传人 了 印度 ;但 当时 反对 接受 外 国 数 学 者 大 有 人 
在 ,例如 中 局 数学 家 梅 冲 直言 ,学 习 外 国 数学 是 “不 遵守 成 法 "， 失 
其 故 步 ", 公 开 反 对 学 习 外 人 ; 故 步 自 封 的 社会 风气 ,可 见 一 班 。 

中 国 现代 思想 家 顾 准 评论 中 国 封建 社会 时 指出 :“ 中 国 的 传统 
思想 ,没有 产生 出 科学 与 民主 ;如 果 探 索 一 下 中 国 的 文化 渊源 与 根 
据 ,可 以 断定 ,中 国产 生 不 出 科学 与 民主 来 。 中 国 的 传统 思想 ,还 
是 中 国人 身上 的 历史 重担 。 古 代 文 物 成 为 悠久 文明 的 证 据 与 夸 
兆 。" 顾 准 尖 锐 地 批评 中 区 的 伦 常 礼 教 和 封建 制度 时 说 :“ 除 了 论 党 
礼教 ,没有 学 问 ,专心 知识 ,探究 宇宙 秘密 不 是 出 路 ,中 国 只 有 道德 
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训 条 ,中 国 没 有 逻辑 学 ,中 国有 原始 辩证 法 ,然而 中 国人 太 倍 虹 , 懒 
得 穷 根 究 底 。 顾 蕉 所 谈 的 科学 .学问 和 知识 是 指 诸如 数学 和 物理 、 
化 学 等 自然 科学 ,事实 上 ,历代 封建 君主 强迫 与 引诱 人 们 信奉 的 
“三 网 五 常 "之 类 的 封建 思想 与 数学 和 自然 科学 的 科学 思想 是 格格 
不 人 的 ! 

顾 准 的 这 些 话 , 有 的 放 矢 , 语 重 而 心 长 ,切中 古代 数学 衰落 的 
要 害 ,很 值得 每 个 数学 家 和 想 伐 煞 学 家 的 人 们 深思 。 

事实 上 ,从 秦始皇 焚 书 坑 儒 到 乾隆 的 文字 狱 ,封建 思想 专制 搞 
得 中 国 知识 分 子 人 人 说 小 慎 微 ,不 敢 说 皇帝 、 圣 人 和 权贵 没 讲 过 的 
话 , 大 多 数 旧 知识 分 子 失去 了 创新 意识 ,久而久之 ,形成 了 一 种 社 
会 遗传 基因 。 历 代 封 建 统治 者 ,把 中 国 知识 分 子 当 成 宣传 封建 迷 
信 、 侍 家 教义 和 忠 君 保皇 思想 的 奴仆 。 在 这 种 社会 政治 氛围 中 , 数 
学 科学 不 可 能 持续 发 展 。 


7 ”中国 古代 传统 数学 向 西方 数学 过 渡 


从 朱 世 杰 《 中 元 玉 鉴 问世 的 第 二 年 (1304 年 ) 到 华罗庚 从 清 
华 大 学 去 剑桥 大 学 做 访问 学 者 (1936 年 ) ,我们 把 这 一 时 期 称 为 中 
国 古 代 传统 数学 向 西方 数学 演化 的 过 渡 时 期 。 

从 1304 年 到 1606 年 ,中 国 古 代数 学 几乎 停滞 不 前 ,1606 年 是 
徐光启 和 意大利 传 做 士 利 玛 塞 (Mattee Rieci) 合 作 把 欧 几 于 得 《 几 
何 原本 $ 译 成 中 文 的 那 一 年 ,第 二 年 (1607 年 六 原本 》 中 文 版 正式 
出 版 ,在 这 一 时 段 ,中 国 数学 家 把 中 国 古代 的 数学 名 著 歌 雇 化 ,这 
一 时 期 出 现 的 数学 新 作 也 大 都 包含 大 量 的 数学 歌 肖 ,同时 珠算 成 
了 主要 运算 工具 ,以 适应 商业 发 展 之 需 。 这 一 时 段 称 为 "歌诀 珠算 
期 ” ,以 创造 性 的 标准 来 衡量 ,这 一 时 段 是 中 国 数学 的 低 水 平时 期 。 

从 1607 年 (中 文 版 4 几何 原本 》 出 版 ) 到 1880 年 ,这 一 时 段 , 大 
量 西方 数学 介绍 到 中 国 。 例 如 1605 年 ,波兰 传教 士 穆 尼 阁 把 对 数 
传人 中 国 , 1859 年 , 李 善 兰 (1811 一 1882) 与 英国 传教 士 伟 烈 亚 历 
(A.Wylie) 共 同 翻译 出 版 了 中 文 版 { 代 微 积 拾级 》, 此 书 英文 书 名 为 
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Flements of Analytical Geometry and of Differential and Integral Caiculus, 
为 1851 年 美国 数学 家 罗 密 斯 (E. Loomis) 所 著 , 按 现在 的 讲法 , 似 
应 把 中 文 版 书 名 译 成 《解析 几何 与 微 积分 原理 》。 李 善 兰 又 翻译 册 
中 文 版 4 代数 学 》, 原 版 是 英国 数学 家 德 ' 摩 根 1835 年 所 著 的 代数 
学 教科 书 ;1874 年 华 薪 芳 把 英国 数学 家 华里 斯 (Wallace) 所 写 的 微 
积分 著作 《 微 积 湖 源 ? 译 成 中 文 , 中 文 版 分 8 卷 出 版 ;1874 年 , 华 葡 
芳 又 把 华里 斯 的 《代数 术 》 译 成 中 文 ;1877 年 华 甘 芳 把 英国 数学 家 
海马 斯 (John Hymars) 的 《三 角 数 理 》 译 成 中 文 ;1880 年 , 华 医 芳 把 英 
国 概率 论 专家 佑 罗 威 (Galloway) 的 概率 论著 作 《 决 疑 数学 》 译 成 中 
文 (10 卷 本 )。 

1607 年 至 1880 年 这 一 时 段 ,中 国 数学 家 开始 接触 和 吸收 西方 
数学 内 容 。 但 这 一 时 期 ,由 于 社会 政治 环境 和 当时 中 国 数学 基础 
等 条 件 所 限 ,对 外 来 数学 的 学 研 成 效 并 不 显著 ,数学 教学 内 容 仍 以 
初等 数学 为 主 , 即 使 教 一 点 初等 微 积 分 ,也 是 用 传统 的 中 式 语言 来 
表述 。 加 之 当时 出 现 的 排外 复古 妨 洁 的 泛滥 ,西方 数学 的 传人 ,学 
习 与 研究 工作 很 快 陷于 停顿 ,转向 挖掘 与 整理 中 国 历史 上 的 数学 
名 著 , 与 世界 先进 数学 的 差距 并 未 减 小 。 

从 1881 年 到 1936 年 ,在 西方 列强 的 坚 船 利 炮 面 前 , 清 政府 的 
腐败 无 能 暴露 无 遗 ,有 识 之 士 意识 到 兴办 科学 技术 和 改革 教育 富 
国 强 兵 之 必要 性 和 紧迫 性 。1911 年 辛 变革 命 推翻 帝制 ,1912 年 北 
京 大 学 成 立 “数学 门 ",1918 年 改称 数学 系 ,并 向 国外 派遣 留学 生 。 
1920 年 ,清华 大 学 创建 数学 系 。 

留学 学 成 回国 的 数学 家 在 各 大 学 创办 数学 系 的 有 : 

1912 年 , 汉 祖 苟 ( 留 日 问 国 ) 创 办 北京 大 学 数学 系 。 

1920 年 , 郑 之 蕃 (留美 回国 ) 创 办 清华 大 学 数学 系 。 

1920 年 , 姜 立 夫 ( 留 美 回国 ) 创 办 南开 大 学 数学 系 。 

1921 年 , 熊 庆 来 ( 留 法 回国 ) 创 办 东南 大 学 数学 系 。 

1924 年 , 陈 建 功 ( 留 日 回国 ) 创 办 武昌 大 学 教学 系 - 

1929 年 , 陈 建 功 ( 留 日 回国 ) 创 办 浙江 大 学 数学 系 。 

1931 年 , 陈 建 功 与 苏 步 朋 ( 留 日 回国 ) 在 浙江 大 学 创办 中 国 第 
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一 个 数学 讨论 班 。 

这 一 时 期 ,办 数学 系 的 大 学 还 有 厦门 大 学 、 中 山大 学 ,四 川 大 
学 .武汉 大 学 复旦 大 学 ,北京 师范 大 学 .东北 大 学 .交通 大 学 ,安徽 
大 学 .山东 大 学 ,河南 大 学 等 。 

中 国 第 一 位 获得 数学 博士 学 位 的 是 胡 明 复 (1891 一 1927), 他 
于 1917 年 以 论文 4 具 边 条 件 的 线性 微分 方程 论 》 获 哈佛 大 学 博士 

位 ,回国 后 与 胞 兄 胡 敦 复 创 办 上 海 大 同 大 学 , 任 数学 教授 。 

1935 年 成 立 中 国 数学 会 ;1936 年 出 版 《中 国 数学 学 报 》。 

1930 年 ,清华 大 学 在 国内 芮 次 招收 数学 研究 生 . 陈 省 身 . 吴 大 
任 是 国内 最 早 的 研究 生 。 

这 一 时 期 著名 的 老 一 吾 数 学 家 有 : 郑 之 医 . 王 锡 田 、 冯 祖 朋 . 姜 
立夫 . 何 鲁 . 赵 访 熊 , 程 廷 巾 , 余 介 石 . 范 会 国 . 傅 种 孙 、 吴 在 渊 . 陈 臣 
民 , 李 锐 夫 、 陈 建功 . 熊 庆 来 苏 步 寿 和 华罗庚 。 

1936 年 ,访问 清华 大 学 的 数学 家 维 纳 推荐 华罗庚 去 剑桥 大 学 
做 访问 学 者 ,在 哈代 的 门下 进行 数学 研究 , 华 罗 良 在 数论 等 方面 取 
得 了 重大 成 果 , 至 此 中 国 数学 向 西方 数学 的 过 渡 已 告 结束 ,中 国 数 
学 家 进入 了 现代 数学 的 研究 阶段 。 

下 而 把 1304 年 一 1936 年 这 一 历史 时 期 中 国 数学 家 的 工作 略 
加 介绍 。 

程 大 位 (1533 一 1606) ,安徽 体 宁 和 人 , 字 汝 思 , 号 宾 渠 ,长 于 书法 
和 数学 ,20 岁 后 在 长 江 中 下 游 经 高 ,是 微 高 中 的 名 流 。 为 了 商务 
计 账 之 震 , 关心 数学 , 遂 导 名 师 , 研读 数学 古籍 ,40 岁 后 停止 经 高 
而 潜心 研究 数学 ,终于 大 器 晚 成 ,是 中 国 16 世纪 末 有 名 的 数学 家 ， 
他 名 岁 时 写成 《 直 指 算法 统 宗 ?17 卷 , 之 后 又 “ 删 其 繁 范 , 揭 其 要 
领 ", 精 编 成 《算法 繁 要 》4 着 ,于 1598 年 出 版 。《 算 法 繁 要 》 是 中 
古 算 著 作 中 发 行 量 最 大 流传 最 广 的 一 部 书 ,是 系统 总 结 珠算 技术 
为 主 的 著作 ,全 书 595 题 ,大 多 取 自 前 人 算 经 , 程 大 位 用 珠算 加 以 
解答 , 书 中 全 面 记 录 了 珠算 的 四 则 运算 口诀, 程 大 位 给 出 用 珠算 开 
平方 与 开 立 方 的 算法 , 堪 称 一 绝 ,还 有 一 种 称 为 ”一 掌 金 "(或 称 “ 袖 
里 转 金 ") 的 “ 指 算法 ", 真 所 谓 抬 指 一 算 , 心 中 有 数 。 此 书 深 受 我 
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各 界 群众 欢迎 ，“ 握 算 持 筹 之 士 ,莫不 家 藏 一 编 "。 明 末 , 此 书 传人 
朝鲜 、 日 本 及 东南 亚 各 
《算法 策 要 》 中 不 仅 有 珠算 的 各 各 妙法 ， 而 且 还 有 民间 算法 “ 金 
量 脱 壳 "“ 铺 地 锦 ”( 格 子 乘法 ) .多 种 幻 方 和 北宋 到 明代 数学 文献 
51 种 。 

明代 的 另 一 位 有 影响 的 数学 家 是 徐光启 。 

徐光启 (1562 一 1633) , 字 子 先 ,号 玄 雇 .上 海 徐家汇 人 。1597 
年 京 试 中 举 , 1604 年 中 进士 ,同年 人 翰林 院 ,1629 年 任 礼部 左 侍 
郎 ,1633 年 官 至 文 测 阁 大 学 士 。 

徐光启 是 翻译 引进 西方 数学 到 中 国 的 第 一 人 。 他 与 利 玛 赛 合 
译 出 《几何 原本 ;前 6 卷 ,是 中 国 数学 史上 的 大 事 ,使 得 中 国 数学 界 
彼 夫 荒 第 一 次 见识 到 数学 的 公理 系统 与 严格 的 逻辑 推理 方式 , 功 
德 无 重 。 徐 光 启 的 译本 被 当时 学 术 界 淮 为" 字 字 精 金 美 玉 , 乃 千古 
不 朽 之 作 。" 忆 何 中 的 许多 中 文 名 词 ,例如 点 直线、 平面 曲线、 曲 
面 , 直 角 、 锐 角 、 钝 角 , 垂 线 .平行 线 、 对 角 线 . 相 做, 外 切 等 等 ,都 是 
徐光启 译 定 的 。 

徐光启 的 个 人 著作 有 《测量 异同 》 与 《 勾 股 仪 ) 两 种 ,讲述 三 角 
学 与 测量 技术 , 且 编 出 《崇祯 历 书 》, 介 绍 了 西方 天 文 历 法 与 三 角 学 
内 容 。 

清 代 数学 家 中 最 著名 的 当 数 梅 文 蜡 . 李 善 兰 和 华 获 芳 3 位 。 

梅 文 则 (1633 一 1721) ,安徽 宣 城 人 , 字 定 九 , 号 缴 谭 , 生 于 梅 氏 
名 门 书香 之 家 ,14 岁 考 中 秀才 ,27 岁 写 出 《 历 学 骆 枝 ?4 卷 ,内 容 是 
对 明代 《大 统 历 》 的 论述 , 书 中 还 论述 了 推算 日 食 和 月 食 的 方法 。 
1672 年 ,写成 数学 著作 《方程 论 》6 卷 。1702 年 , 著 《 匆 唐 历 算 书 
目 》, 对 我 国 古代 数学 名 著作 了 深入 探讨 ,1761 年 其 孙 把 4 勿 唐 历 
算 书 目 ) 重 编 成 《 梅 氏 丛书 辑 要 》60 卷 ,对 弘扬 民族 文化 与 科学 ,此 
书 起 了 很 积极 的 作用 , 它 通俗 易 懂 ,“ 展 卷 了 然 , 即 初 学 无 难 阅读 "。 
梅 文 易 活 了 88 岁 , 著 书 88 种 ,其 弟子 . 孙 、 曾 孙 4 代 人 十 数位 此 
研究 数学 ,是 我 国 与 祖冲之 家 族 齐 名 的 数学 世家 。 数 学 史家 严 敦 
杰 说 :“17 世纪 至 18 世纪 我 国 数学 研究 , 主要 为 安徽 学 派 所 掌握 ， 
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而 梅 氏 祖 孙 为 中 坚 ”， 

梅 文 昂 能 正确 对 待 西 方 数学 , 且 努 力 领会 西方 数学 (例如 徐光启 
译 的 《几何 原本 》) 中 的 精华 与 思想 方法 ,把 它 与 中 国 传统 数学 结合 
一 起 ,“ 述 中 传 西 ,继往开来 。” 在 梅 文 蜡 的 著作 中 对 西方 数学 “ 技 取 其 
长 而 理 叭 其 是 。 梅 文 易 是 中 国 数学 向 西方 数学 过 渡 的 带头 人 。 

和 梅 文 贤 因 其 渊博 的 中 外 数学 知识 和 丰硕 的 研究 成 果 , 使 清 代 
朝野 都 十 分 敬重 他 。1705 年 , 康 巾 在 南 巡 北 归 的 船上 召见 梅 文 
易 , 留 梅 文 易 同 舟 而 行 三 日 ,向 梅 文 易 咨询 畅谈 天 文 与 数学 , 且 亲 
笔 为 和 梅 文 易 题 了 “ 绩 学 参 微 "4 个 大 字 , 对 梅 文 蜂 极 为 赏识 , 梅 文 颇 
去 世 时 , 康 申 亲 自 过 问 梅 文 易 的 治 直 事宜 , 旦 命令 曹雪芹 之 父 曹 疾 
(江宁 地 方 官 ) 主 持 非礼 。 

下 面 举 几 则 梅 文 易 的 具体 工作 。 

(1) 给 出 勾 股 定理 新 证 明 , 如 图 1.52 所 示 。 


图 1.52 
(2) 独 立 发 现 黄金 分 割 作 图 法 , 见 图 1.53, 已 知 线段 4B: 
QD 作 0B 上 4B, 取 0B = 二 4B, 以 08 为 半径 ,0 为 圆心 作 加 0; 
@@ 作 射线 40 ,40 与 加 0 交 于 E,F 两 点 ; 
图 以 4 为 圈 心 ,以 4E 为 半径 作 圆 , 交 48 于 C 点; 


了 72 


图 1.53 


名 以 4 为 圆心 ,以 4F 为 半径 作 圆 交 B4 延长 线 于 C'。 
则 


(3) 得 出 男 内 接 正 五 边 形 边 长 as、 内 接 正 六 边 形 边 长 as 与 内 
接 正 十 边 形 边 长 a 的 关系 式 
+ oh = 
(4) 得 到 正 多 面体 的 几何 性 质 。 
(5) 得 到 积 化 和 差 公式 


sinasing = 让 [eos( a 一 B) -eos(a+ 8)] ( 初 数 ) 


cosacosB = 十 [eos(a 一) + cos(a + 有] (次数) 
sinasinf = sina + B+sin(a -8)] { 甲 数 ) 


cosasinp = 方 [sin(a + 有) -sin(a- 8)] (Z 数 ) 

梅 文 频 著 《 平 三 角 举 要 》 与 4 弧 三 角 举 要 》 是 我 国 最 早 的 三 角 学 
与 球面 三 角 学 著作 。 

值得 一 提 的 是 , 梅 文 鼎 误 认为 西方 数学 的 来 源 是 中 国 古 代数 
学 , 即 “西学 中 原 ” 论 。 这 种 思想 在 明 林 清 初 已 有 表现 , 梅 文 硕 把 它 
宣扬 得 更 普及 。 事 实 上 ,数学 的 起 源 不 是 一 元 化 的 , 面 是 多 元 的 ， 
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并 非 是 中 国产 皇 数 学 之 后 向 世界 各 国 传播 的 。 康 周作 为 封建 大 一 
统 的 帝王 ,这 种 * 西 党 中原" 的 论调 正好 迎合 了 这 位 皇帝 的 帝王 尊 
严 ,于 是 倍 受 清 政府 的 鼓励 ,后 经 载 戏 . 匠 元 . 李 锐 等 的 继承 与 发 
择 , 使 “西学 中 原 " 演 化 成 复古 主义 的 重要 依据 ,激化 了 狭隘 民族 主 
义 与 固步自封 的 情绪 ,对 我 国 接受 西方 数学 起 了 阻碍 作用 。 数 学 
是 科学 ,不 是 为 皇权 政治 服务 的 工具 ,不然 ,会 塞 息 数学 的 发 展 , 梅 
文 易 与 康 品 的 “西学 中 原 " 的 历史 教训 不 宜 忘 却 。 

李 善 兰 (1811 一 1882) , 原名 心 兰 ,号 秋 幼 , 别 号 王 叔 ,浙江 海宁 
人 ,10 岁 通 读 《 九 章 算术 》, 15 岁 学 完 ( 几 何 原 本 》 前 6 卷 ,参加 乡 
试 , 因 八 股 文 不 及 格 而 名 落 孙 山 。 后 又 学 习 李 治 的 《 测 圆 海 镜 》, 对 
数学 与 天 文 情 有 独 钟 ,六 出 了 “洞房 失踪 "的 笑话 ,新 婚 之 夜 突然 失 
踪 ,和 弄 得 家 长 和 亲 央 十 分 着 急 , 到 处 寻找 ,后 在 二 楼 找到 他 , 正 猫 着 
身子 , 头 探 出 窗外 专心 观测 天 象 。 

前 而 我 们 谈 到 , 李 善 兰 翻译 了 好 几 种 西方 高 等 数学 著作 ,他 是 
把 解析 几何 与 微 积分 介绍 给 中 国人 民 的 第 一 人 ;他 本 人 的 数学 著 
作 亦 鼎 丰 硕 , 例 如 在 《方略 阐 幽 } 一 书 中 , 李 善 兰 得 到 公式 


=4- 4 到 -于 + 二 二 + 本 + 
1°3°5 .二 
2:4:6:8 9 
nn 
而 生 由 此 造 出 对 数 表 。 


1867 年 李 善 兰 出 版 名 著 《 则 古 芳 帝 算 学 ?24 卷 ,收录 了 他 20 
余年 的 数学 与 天 文 着 作 13 种 :方圆 阐 幽 》《 弧 矢 启 秘 》《 对 数 探 
源 》《 妈 积 比 类 》《 四 元 解 》《 肯 德 求解 ?《 李 图 正 求解 》《 椭 圆 新 
术 》《 椭 加 拾遗 >》《 火 器 真 诀 》《 对 数 尖 锥 变法 解 》>《 级 数 四 术 》、 
《天 算 或 问 》, 此 前 他 还 出 版 翻译 作品 7 部 近 百 万 字 。 

李 善 兰 61 岁 时 发 表 了 《 考 数 根 法 》 的 论文 ,给 出 了 素数 判别 
法 ,论文 中 还 证 明了 “ 费 马 小 定理 ", 且 倍 出 其 逆 定 理 不 真 , 则 着 p 
是 素数 ,对 于 任意 的 正 整数 e， 
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ar=almodp) 
但 车 gf =a(modp),p 未 必 是 素数 。 
在 《 井 积 比 类 》 中 , 李 善 兰 建立 生 证 明了 著名 的 李 善 兰 便 等 式 
4 
2 (Ya = 《Ga (1.34) 


这 个 不 等 式 的 证 明 谈何容易 , 兹 摘录 如 下 。 
出 于 


Cis = (Ltn tk Dn + 
人 Ek! 


所 以 只 欠 证 明 
SG + 28 -Ds + ki) x-j+th _ 
perd C28)1 


[t(D s+D] (1.35) 


若 式 (1.35) 成 立 , 则 + = n 时 即 得 式 {1.34)。 
式 (1.35) 是 * 的 2k 次 多 项 式 , 且 右 端 有 二 重 根 x= -i,i= 
2,…, 训 ,所 以 只 和 欠 证 明 
@ 式 (1.35) 两 端 x* 的 系数 相等 , 即 


7 = (1.36) 
人 @ 式 (1.35) 左 并 也 有 4 = - K1<1< 有 是 它 的 重 根 。 
先 证 @。 由 二 项 式 定理 ， 

(1+ xx) = Yo 


因此 ,t+ x) (14 x)+ 里 二 的 系数 等 于 
2 Gict = Da- Day 


i 


70 


另 一 方面 ， 
(1 + x)(l + wx) = (1 + 和) 和 
在 其 展开 式 中 , xt 的 系数 为 
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即 地 成 立 。 
下 面 证 信 。 式 (1.35) 中 左 端 每 项 错 含 因 式 x + 1, 所 以 它 有 根 


x= -tc 下 证 x= -1 是 它 的 二 重 根 。 由 于 式 (1.35) 左 端 各 项 蕴 
有 因 式 x + 4, 所 以 


1 NY Et (ti -DitD), 
+! 


Q28)! 
> (dP 42 jr +2k -ji 了 tr Dr+tl- Dts-j+d) 
(1.37) 


下 面 证 明 , 当 x*= -1 时 , 式 (1.37) 的 值 是 零 。 
事实 上 , 当 x= -7 时 , 式 (1.37) 的 值 是 

v ki Dh i, 
Sa 了 了 i - 


人 -1 pu -Dl yit 
Da pn [eran (Di! 


二 i 
(- Di! 站 了 - 


(D1 
-0 苹 凡 Cn DQ -站 7… 
(天 一 De 《1.38) 


其 中 


(2 下 DGE+ (+1) 
是 多 项 式 
fix)= 2h rd)N(E+a oD) (x+1) 
当 *=j 时 的 值 , 面 儿 x) 是 x 的 
(EkE-D)+r(-D)=£-1 
次 多 项 式 ,所 以 凡是 次 数 低 于 的 多 项 式 , 则 


Dt ya =0 (1.39) 


由 式 (1.39) 知 式 (1. 38) 为 堆 ， 证 毕 。 
1868 年 , 李 善 兰 到 北京 任 同 文 馆 “ 天 文 算 学 馆 " 的 总 教习 ,“ 天 
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文 算 学 馆 "相当 于 大 学 的 数学 天 文系 ,从 此 李 开 始 了 他 的 教学 生 
涯 。“ 天 文 算 学 馆 " 李 普兰 的 同事 美国 人 丁 吓 良 ( 允 .A.P.Martim) 
谈 到 天 文 算 学 馆 培养 了 很 多 有 作为 的 名 家 学 者 时 说 :“ 是 皆 李 壬 叔 
先后 教授 之 力也 。 鸣 呼 合 中 西 之 各 术 , 使 算 学 复兴 于 世 者 , 非 壬 权 
吾 谁 与 归 ?” 

直到 晚年 他 仍 坚 持 教学 与 科研 ,去 世 前 凡 个 月 ,还 完成 了 《级 
数 勾 股 ?一 书 。 正 可 谓 * 莫 道 彩 笔 随 老 去 ,佳作 偏 染 夕阳 红 。 李 普 
兰 人 性 格 需 达 ,清白 耿直 ,不 趋 炎 附 势 ,不 追求 名利 ,他 虽 高 居 内 阁 兰 
品 之 官位 ,但 从 未 脱离 同文 馆 的 教学 科研 岗位 ,他 的 房 门 对 联 与 : 
“小 学 略 通 书 数 ,大 隐 不 在 山林 。” 

1982 年 12 月 9 日 ,中 国 科学 院 为 李 善 兰 百年 诞 展 举行 了 纪念 
他 的 学 术 研讨 会 , 李 善 兰 的 家 乡 海宁 县 建立 了 李 善 兰 陈列 迟 。 

华 鞍 芳 (1833 一 1902), 江 苏 无 锡 人 , 字 车 汀 。 年 青 时 赴 上 海 向 
李 善 兰 学 习 数 学 , 李 向 他 推荐 《代数 学 》 与 4 代 微 积 拾级 ?两 部 李 译 
本 高 等 数学 去 自学 , 华 莅 芳 自 称 初 读 这 两 部 书 时 “不 得 其 意 ”,“ 不 
知 其 所 语 云 耳 ” ,他 不 懈 地 反复 研读 ,终于 “ 矢 如 傍晚 之 星 , 初 见 一 
点 , 旋 见 数 点 ,又 见 数 十 点 , 数 百 点 ,以 致 灿 然 布 满 天 空 。 华 某 芳 是 
靠 自学 成 功 的 数学 家 。 

1868 年 , 华 黄 芳 到 上 海江 南 制造 总 局 的 翻译 馆 从 事 西 方 科学 
技术 的 翻译 工作 ,他 与 外 国人 合作 翻译 的 数学 著作 有 7 部 :《 代 数 
术 》《 三 角 数理 》《 油 积 湖 源 》 《代数 难题 解法 》《 决 疑 数学 》《 算 
式 解法 》《 合 数 术 } 等 。 

从 1874 年 起 , 华 臂 芳 在 上 海 格致 书院 进行 教学 科研 工作 近 20 
年 , 且 写 成 数学 著作 《 开 方 别 术 》《 数 根 求解 》《 开 方 古 义 ?《 积 较 
术 》《 学 算 笔 谈 》《 算 草丛 存 》? 等 6 部 , 合 编 成 《 行 素 轩 算 稿 》 于 
1882 年 出 版 发 行 。 

华 疼 芳 翻 译 出 《 决 疑 数学 》, 在 该 书 “ 总 引 " 中 华 薪 芳 指出 概率 
论 的 科学 道理 可 用 于 "国家 治 民 .或 民 自 治 、 或 兴起 风俗 .改定 章 
程 "可 治 “ 好 赌 之 坏 .代替 占 下 "等 。 


第 二 章 ”灿烂 的 希腊 古代 数学 与 
第 一 次 数学 危机 


国王 问 日 :几何 之 法 ,更 有 捷径 否 ?" 欧 几 里 得 答 日 : 
“ 夫 凡 何 一 途 , 若 大 道 然 , 王 安 得 独 信 一 途 世 ?” 


1 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 是 非 和 
第 一 次 数学 危机 


古 希 腊 数 学 是 指 公 元 前 600 年 到 公元 600 年 期 重 , 希 腊 半 岛 、 
意大利 半岛 .埃及 北部 等 爱 琴海 . 亚 得 里 亚 海 、 地 中 海 沿岸 地 区 的 
数学 家 们 创造 的 数学 ; 它 的 特点 是 以 几何 为 核心 内 容 ,以 论证 为 主 
要 方法 ,后 些 称 之 为 “论证 数学 "。 主 要 成 就 有 勾 股 定理 与 无 理 数 ， 
三 大 几何 作 图 问题 , 欧 几 里 得 几何 和 圆锥 曲线 的 理论 ,代表 人 物 有 
毕 达 哥 拉 斯 . 欧 几 里 得 . 阿 基 米 德 和 阿波 罗 尼 奥 斯 。 

“论证 数学 "的 先行 者 是 泰勒 斯 (Thales of Miletus, 约 公元 前 
625 一 公元 前 547) , 他 被 后 人 传说 为 世界 第 一 位 数学 家 和 几何 证 明 
的 创始 人 ,他 与 林 拉 图 , 苏 格 拉 底 、 亚 里 斯 多 德 、 毕 达 哥 拉 斯 欧 几 
里 得 、 阿 基 米 德 并 称 “希腊 七 贤 ” ,泰勒 斯 是 七 贤 之 首 。 

泰 切 斯 早年 经 商 , 往 返 于 埃及 、 巴 比 伦 等 地 ,使 得 他 的 思想 倾 
向 于 自由 ,不 情愿 宗教 信条 的 束 弹 , 且 从 各 地 学 习 到 不 少 天 文 与 几 
何 学 方面 的 知识 ,使 他 养 成 精明 且 严 谨 细 致 的 学 者 风度 。 

据 传 ,泰勒 斯 预报 了 公元 前 585 年 5 月 28 日 的 日 蚀 , 利 用 日 
影 测量 过 金字塔 的 高 度 , 由 此 推测 泰勒 斯 已 知道 三 角形 相似 的 道 
理 。 
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泰勒 斯 最 主要 的 贡献 是 引信 定 理 必须 证 明 的 思想 ,由 此 开创 
箱 腊 几何 公理 系统 的 先河 。 据 希腊 学 者 普 洛克 鲁 斯 ( Proclus， 
410 一 485) 在 其 所 著 《 欧 几 里 得 (原本 第 一 卷 评注 》 等 文献 中 称 , 秦 
勒 斯 证 明 出 以 下 定理 ; 

(1) 圆 的 直径 把 圆 划分 成 全 等 的 两 部 分 。 

(2) 等 腰 三 角形 两 底 角 相 等 。 

(3) 对 顶 角 相等 。 

(4) 若 一 个 三 角形 有 两 内 角 及 夹 边 与 另 一 三 角 的 两 内 角 及 夹 
边 分 别 对 应 相等 , 则 两 三 角形 全 等 。 

(5) 半 贺 上 的 圆周 角 是 直角 。 

在 泰勒 斯 的 示范 之 下 ,希腊 数学 开始 由 直观 感性 的 经 验 阶段 
向 抽象 的 理论 证 明 阶段 过 渡 , 这 是 数学 史上 里 程 碑 式 的 突破 ,对 数 
学 的 成 长 与 发 展 具有 极其 重大 的 意义 。 

毕 达 各 拉 斯 (Pythagoras, 约 公元 前 580 一 公元 前 500) 是 泰勒 斯 
的 传人 , 生 于 希腊 东部 的 萨摩 斯 岛 ,据说 曾 就 学 于 泰勒 斯 名 下 , 游 
历 过 埃及 和 巴比伦 。 毕 达 太 拉 斯 在 意大利 南部 的 克 伦 吞 成 立 了 一 
个 秘密 组 织 ,是 一 个 集 科学 ,宗教 与 哲学 于 一 体 的 帮会 性 学 术 团 
体 , 后 人 称 此 图 体 为 毕 达 哥 拉 斯 学 派 ,该 学 派 的 门徒 们 继承 本 学 派 

的 宗旨 ,存在 了 两 个 世纪 之 久 。 毕 达 哥 拉 斯 后 来 在 政治 斗争 中 失 
败 被 杀 ,但 他 们 的 数学 贡献 却 是 永垂不朽 的 。 

毕 达 哥 拉 斯 在 世 时 ,学 派 内 有 300 余 名 男女 成 员 ,例如 西 雅 娜 
(Theano) 是 该 学 派 的 骨干 份子 ,她 是 毕 达 哥 拉 斯 的 学 生 并 受到 党 
识 , 两 人 结 为 令 俩 。 毕 达 如 拉 斯 学 派 在 政治 上 代表 奴 案 主 贵族 的 
利益 ,反对 民主 派 , 这 个 团体 内 部 实行 原始 共产 主义 制度 ,每 人 必 
须 交 出 全 部 财产 , 供 大 家 共同 享用 ,一 切 发 明 不 许 归 个 人 名 下 , 均 
属 其 领袖 毕 达 哥 拉 斯 的 成 果 。 他 们 一 度 十 分 得 势 ,公元 前 430 年 
希腊 的 银币 上 铸 有 毕 达 哥 拉 斯 的 浮雕 肖像 。 毕 达 哥 拉 斯 的 团体 纪 
律 严明 .主要 有 两 条 :一 是 一 切 服从 毕 达 哥 拉 斯 ,二 是 一 切 发 明 不 
准 私自 外 传 。 

毕 达 再 拉 斯 学 派 在 数学 上 的 信条 是 “万物 皆 数 "。 他 们 所 说 的 
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数 是 指正 整数 和 正 分 数 。 认 为 10 最 完美 ,1 +2+3+4= 10, 称 1， 
2,3,4 为 "四 象 " , 据 传 ,如 入 毕 兵 团体 的 人 的 宣誓 暂 词 为 :说 以 赋 
予 我 们 灵 缆 的 四 象 之 名 宣 拆 。 

毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 数学 成 就 粘 丰 ,下 面 介 绍 几 种 有 代表 狂 的 
成 果 。 

证 阴 勾 股 定理 

最 早 发 现 勾 股 定 理 的 国家 是 古巴 比 伦 ,最 早 证 明 者 为 毕 达 哥 
拉 斯 ( 它 的 证 明 的 原稿 已 失传 ), 据 传 他 的 证 明 如 图 2.1{&) 与 (6) 
两 图 中 有 4 对 全 等 三 角形 ATI=AI' ,AIE=AI',A 区 = 人 A 芽 ， 
人 和 =AN', 于 是 =a?+ 六 。 


2.1 

这 个 证 明显 示 出 思路 设计 者 非 平 凡 的 配 明 。 

据 传 毕 达 哥 拉 斯 学 派发 现 并 证 明了 勾 服 定理 之 后 ,当即 宁 牛 
百 头 妹 神 , 后 人 称 色 股 定理 为 “到 牛 定理 "。 

毕 达 到 拉 斯 学 派 还 发 现 

2m,m?: -1,m +l 

是 一 个 直角 三 角形 的 三 条 边 之 长 ,其 中 m 是 自然 数 , 称 !{2m,m? - 
1,m? + 对 为 华氏 多 股 数 。 

2) 正 多 面体 作 图 

欧 几 里 得 在 (原本 》 第 八 卷 指出 ,正四 面体 正六 面体 和 止 八 面 
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体 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 作出 的 ,而 正 十 二 面体 和 正二 十 面体 则 是 毕 
达 哥 拉 斯 学 派 的 学 生 蒂 奥 察 德 (Theaetetus) 做 出 的 。1885 年 之 后 
在 意大利 多 处 出 土石 制 正 十 二 面体 ,经 考证 这 些 模 型 为 公元 前 
500 年 前 毕 达 哥 拉 斯 学 派 所 制 。 

其 中 正 十 二 面体 的 每 个 面 皆 正 五 边 形 ,而 做 出 正 五 边 形 的 边 
长 需要 进行 黄金 分 割 , 涪 明 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 人 可 能 知道 黄金 分 
割 作 图 法 。 
毕 达 哥 拉 斯 十 分 崇拜 正 多 面体 , 称 之 为 “宇宙 形 "。 
3) 形 数 
图 2.2 中 点 的 总 数 称 为 “三 角形 数 ", 设 在 一 条 射线 上 有 个 
点 , 则 三 角形 数 为 


Nl+2+3++ n= tl 


图 2.3 中 点 的 总 数 称 为 “四角 数 " ,四角 数 为 


Ne=1+34+5+7+…+(2-1) = 到 


图 2.2 图 2.3 


2.4 中 点 的 总 数 称 为 “五 角 数 " ,五 角 数 为 
AN-1+4+7+ +(3a-2)= Ga 


2.5 中 点 的 总 数 为 "六 角 数 " ,六 角 数 为 
Ne=1+5+9+. +(4n -3)= n(2n-1) 
相似 地 可 以 求 得 n 角 数 NN,,n 是 任 一 自然 数 ,n= 关 3。 
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图 24 图 2.5 


4) 完 全 数 与 亲 和 数 

毕 达 哥 拉 斯 把 1 视 为 整数 ”的 因数 ,而 = 则 不 是 =” 的 因数 ， 
毕 达 哥 拉 斯 学 派 把 一 个 整数 各 因数 之 和 大 于 、 小 于 或 等 于 这 个 整 
数 时 ,分 别称 这 个 整数 为 过 剩 数 ,不 足 数 和 完全 数 。 例 如 6=1+2 
+3, 所 以 6 是 完全 数 。 

酌 几 里 得 给 出 偶 完 全 数 公式 

N=2°-1(2° -1) 

其 中 n>1,nEI1, 且 使 2 -1 为 素数 。 

今日 称 2* -1 形 的 素数 为 梅森 素数 。 

现在 已 知 221(202? - 1) 是 一 个 欧 几 里 得 偶 完 全 数 , 它 是 一 
个 6751 位 的 天 文 数字 ! 已 经 没有 办 法 按 十 进 制 把 它 抄 在 纸 上 , 因 
为 它 数 字 串 太 长 了 。 

1936 年 3 月 27 日 ,联合 通讯 社 播发 了 一 个 激动 人 心 的 报道 说 
芝 灿 可 的 S.I. 克 利 格 (Krieger) 博 士 发现 了 一 个 155 位 的 完全 数 ， 
他 为 得 到 这 个 数 整整 于 了 5 年 之 久 才 证 明了 它 确 为 完全 数 ,事实 
上 官 是 ?55(25 - 1) ,难点 是 证 明 229 - 1 是 素数 ,这 个 完全 数 是 ; 

26,815,615.859,885 ,194,199,148 ,049 ,996 ,411,692,254,958， 
731,641, 184, 786, 755, 447, 122, 887, 443, 528, 060, 146, 978, 161, 
514,511, 280, 138, 383, 284, 395, 055, 028, 465, 118, 831, 722, 842, 
125,059, 853,682,308 ,859,384, 882,528 ,256。 

较 小 的 完全 数 有 28 ,496,8128 ,33550336 等 。 

迄今 无 人 能 证 明 : 奇 数 能 否 为 完全 数 。 


122 


如 果 a 与 6 为 两 个 整数 ,a 的 因数 之 和 等 于 (a 不 是 a 的 因 
数 ) ,而 8 的 因数 之 和 等 于 4, 则 称 a 与 5 是 一 对 亲 和 数 。 例 如 
220=1x2x2x5x1l 
220 的 因数 为 1,2,5,11,4,10,55,20,110,22,44, 其 和 俗 为 284。 
284=1x2x2x71 
284 的 因数 为 1,2,142,71,4, 其 和 丛 为 220, 所 以 220 与 284 是 一 对 
1750 年 , 欧 拉 发 现 了 60 对 亲 和 数 ,可 惜 欧 拉 遗 沁 了 第 二 对 亲 
和 数 1184 与 1210,1866 年 被 16 岁 少 年 巴 格 尼 尼 (B.N.Paganini) 发 
现 ,1184,1210 这 对 次 小 的 (最 小 的 一 对 亲 和 数 是 220 与 284) 亲 和 
数 一 百 多 年 间 那 么 多 大 数学 家 竟 无 一 人 发 现 ! 
毕 达 琳 拉 斯 有 名 言说 :“ 亲 友 就 是 另 一 个 自我 ,犹如 20 与 34 一 
阿拉 伯 数 学 家 考 拉 (T. B. Kormah) 给 出 一 个 求 亲 和 数 对 的 公 
式 :xz>lxzEIH， 


a=3x2*-1 
=3x2*-1-1 
C=9x22r 1- 上 


若 ec.b,ec 皆 素数 , 则 2*ab 与 2*c 是 一 对 亲 和 数 ,x =2 时 得 220 与 
284 这 对 亲 和 数 。 目 前 知道 的 最 大 亲 和 数 对 为 111448537712 与 
118853793424。 

引 ) 第 一 次 数学 危机 与 无 理 数 

约 公元 前 470 年 , 毕 达 王 拉 斯 学 派 成 员 , 毕 的 学 生 希 由 苏 斯 (Hipa- 
sus) 考 虑 边 长 为 1 的 正方 形 的 对 角 线 的 长 度 ,根据 勾 股 定理 ,对 角 线 长 
1 应 满足 已 = 2, 什 么 样 的 数 !, 它 的 平方 是 2 昵 ? 了 =1,2=4, 显 然 I 
不 是 整数 , 亚 里 士 多 德 证 明 i 不 是 有 理 数 ,他 的 证 明 如 下 : 


着 了 = 人 ,时 是 奴 约 分 数 , 则 P= -22 全 ,于 是 9 不 是 


奇数 , 设 9 = 和, 尖 是 自然 数 ,进而 4 妇 = 2p,2 妥 = 本 ,于 是 不 是 
奇数 , 设 p= 2r,r 是 自然 数 , 从 而 
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与 是 腹 约 分 数 相 违 ,所 以 i 不 是 整数 与 分 数 。 

由 此 人 们 揭穿 了 毕 达 哥 拉 斯 “万 物 尼 数 "的 数 只 是 整数 与 分 数 
是 不 成 立 的 。 毕 达 哥 拉 斯 的 绝对 权威 受到 了 严重 的 挑战 。 

一 方面 已 证 明 单 位 正方 形 对 角 线 的 长 不 是 整数 与 分 数 , 按 毕 
达 哥 拉 斯 学 派 的 观点 ,这 条 对 角 线 的 长 度 就 不 是 数 ! 这 当然 是 不 
能 接受 的 。 另 一 方面 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派对 数 的 根深 幕 固 的 认识 又 
不 肯 承 认 自 己 的 观念 有 问题 。 于 是 一 时 间 陷 人 极 大 的 矛盾 之 中 ， 
这 就 是 第 一 次 数学 危机 。 

传说 当时 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 全 体 成 员 正在 爱 于 海上 泛舟 集 
会 , 希 帕 苏 斯 贸然 说 出 了 他 的 上 述 发 现 ,本 学 派 其 他 成 员 听 到 这 一 
可 怕 的 消息 , 吓 得 个 个 目瞪口呆 ,当即 决议 禁止 把 此 事 张 扬 出 去 ， 
泄密 者 死 ,后 来 希 帕 苏 斯 还 是 把 它 透 露出 去 了 ,结果 按 毕 达 再 拉 斯 
学 派 的 纪律 ,把 希 帕 苏 斯 投入 大 海 ,葬身 鱼 腹 1 

后 人 歌颂 希 帕 苏 斯 是 “科学 的 星座 ”, “历史 证 明了 真理 的 胜 
利 , 在 神奇 的 数学 王国 的 宫 墙 上 ,永远 铭刻 着 希 巾 苏 斯 的 名 字 。 数 
学 史 表明 ,类似 的 情形 并 不 罕见 ,将 来 也 不 一 定 不 再 重演 。 

第 一 次 数学 危机 后 承认 除 整数 和 分 数 外 ,还 存在 另外 的 实数 ， 
由 于 对 这 种 怪 实数 的 接受 很 不 情愿 ,于 是 给 它 起 了 个 难听 的 名 字 ; 
无 理 数 。 

数学 中 六 危机 是 好 事 ,第 一 次 数学 危机 促使 无 理 数 这 一 数学 
中 的 重要 角色 的 出 生 ;数学 危机 是 会 下 金 看 的 鸟 。 

据 柏拉图 说 ,大 约 公 元 前 425 年 , 狄 奥 多 和 鲁 斯 (Theodorus of 
Cyrene) 证 明了 Y3W5W6,V3,8 ,V10,V1i,vY12,v13,v14,v15, 
VY 17 也 是 无 理 数 。 

一 般 无 理 数 的 理论 直到 1872 年 ,由 德国 著名 数学 家 戴 德 金 
(Dedekind Julins Wilhelm Richard,1831 一 1916) 严 格 地 建立 起 来 。 戴 
是 高 斯 的 得 意 门生 ,1852 年 获 格 了 根 大 学 博士 学 位 , 留 校 任教 ,与 
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狄 利克 雷 和 笋 曼 结 成 好 友 , 他 的 主要 贡献 在 实数 理论 和 代数 数论 
方面 。 他 用 “ 戴 德 金 分 割 法 "定义 无 理 数 和 连续 性 理论 ,为 实数 理 
论 的 建立 做 出 了 不 可 磨灭 的 贡献 ;其 代表 作 有 《连续 性 与 无 理 数 》 
和 《 数 的 意义 》, 编 辑 了 《 狄 利克 雷 全 集 》 和 《 黎 曙 全 集 》。 

下 面 介绍 戴 德 金 的 关于 无 理 数 理论 的 大 意 。 

戴 德 金 对 无 理 数 的 定义 是 直观 的 和 构造 性 的 。 把 全 体 有 惠 数 
集 记 成 R ,由 于 任 两 个 有 理 数 的 平均 值 仍 是 一 个 有 理 数 ,去 ' 是 无 
穷 集合 , 戴 德 金 称臣 ' 为 有 理 数 网 ,有 理 数 网 是 有 序 集合 。 

设 4 = al 是 R' 的 非 空子 集 , 且 YaE4, 车 a <a 时 ,有 a'E 
4, 则 称 4 是 EE' 的 一 个 “下子 集 ”; 相 似 地 , 若 B= 1 cE’, Bz 人 ， 
Yb5EB, 且 5 >6b 时 ,有 58EB, 则 称 B 是 FK' 的 一 个 “上 于 集 "”。 

车 C'CR',C =R'-C,C 称 为 R' 中 CC 的 补 集 。 

显然 ,4 是 一 个 “下 子 集 ", 则 4 是 一 个 上 子 集 ,反之 亦 然 。 

即 为 上 子 集 又 为 下 子 集 的 集合 就 是 于 , 玫 ' = 。 

若 4 是 下 子 集 ,但 4 不 含 最 大 的 数 , 则 称 4 是 “ 开 的 ” ,否则 称 
4 是 “ 闭 的 "; 若 B 是 上 子 集 ,但 如 不 含 最 小 的 数 , 则 称 B 是 “ 开 
的 ", 否 则 称 下 是 <“ 闲 的 "。 

若 4 是 闭 的 ,那个 最 大 的 数 称 为 4 的 界 数 , 若 8 是 闭 的 , 那 
个 最 小 的 数 称 为 B 的 界 数 。 

显然 ,下 子 集 4 是 闭 的 , 则 A 是 开 的 ;上 子 集 下 是 闭 的 , 则 吾 
是 开 的 。 

在 EE' 中 不 会 同时 存在 互补 的 闭 的 下 子 集 与 上 子 集 。 

若 上 子 集 4 与 下 子 集 8 互补 , 则 称 下 子 集 4 与 上 子 集 8 构成 
了 有 理 数 网 的 一 个 划分 , 记 此 划分 为 (4,8B), 这 时 有 = 8,4 与 8 
不 全 是 闭 的 ,于 是 

( 甲 ) 4 与 8 是 一 开 一 闭 , 或 ( 乙 )4 与 召 全 是 开 的 - 

由 于 闭 的 上 子 集 和 闭 的 下 子 集 医 以 有 理 数 为 界 数 ,所 以 若 4 
与 好 中 有 一 个 是 闭 的 , 则 称 (4,B) 为 一 个 有 理 划 分 。 

下 面 考虑 (4,8) 中 是 否 可 能 出 现 4 与 电 皆 为 开 的 情形 。 回 
管 是 肯定 的 。 
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例如 取 
B=i61b >2,b>0,bEP} 
A=-B 

下 证 (4, 召 ) 是 下 "的 一 个 划分 , 且 4 与 和 细 开 的 。 

事实 上 , 若 正 有 理 数 bh€ B, 由 8 的 定义 , 若 任 有 理 数 +r > b， 
则 >0,m> 好 >2, 于 是 rGE 有 ,可 见 8 是 EE' 的 一 个 上 子 集 ;进而 
8 = 4 是 忆 ' 的 一 个 非 空 下 子 集 ,至 此 知 (4,，B) 是 有 ' 的 一 个 划分 。 

下 面 证 明 4 与 8 皆 是 开 的 。 

(1)B 是 开 的 

即 往 证 B 中 没有 最 小 的 数 ; 反 证 之 ,车 5 是 8 的 最 小 数 . 则 5 
>0,8?>2; 如 果 我 们 能 找到 一 个 正 有 理 数 ,使 得 8-h>0 且 (& 
一 瑟 ?>2, 从 而 868-hEB, 而 5-h<5, 此 与 5 是 8 中 最 小 数 子 
盾 。 

找 训 的 过 程 如 下 :由 (5 有 h)?>2, 即 62 -2Bh+h2>2， 

2bh- hic-2 


我 们 路 入 < 好 党, 则 有 2 及 < 如 -2, 进 而 有 上 式 万 立 , 即 (5 - 有》 


>2 威 立 , 取 0<h<min 5， 如 计 3] , 且 坟 是 有 理 数 即 可 。 
(2)4 是 开 的 
只 欠 证 4 中 无 最 大 数 , 反 证 之 , 设 a 是 4 中 最 大 数 ,由 了 
2, 所 以 1E 4; 又 a 是 4 中 最 大 数 , 故 e> 1。 


由 a€4,4= 民 ' -BB 知 a2<2, 又 a 是 有 理 数 , 故 a?z2, 即 a? 
<2。 


下 面 证 实 ,可 以 找到 如 此 之 小 的 正 有 理 数 大 .使 得 (ae + 有》 
<2; 


《a+ 如? <2 等 价 于 2+26h' + 有 ?<2, 等 价 于 2ah' + h'?< 
2 
2 - oz; 为 此 选 正 有 再 数 刀 ,使 得 凡 < 26, 且 b<252 ,进而 
h'2 <2ah’ 
dah' <2- a’ 
h'2+2ahk’ <2— a 


计 


12< 
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(a+h') <2 
(Cath <2, 所 以 at hEA, 又 h'>0,a+ 有 >a, 与 a 是 A 
中 最 大 数 矛 盾 。 
我 们 看 到 ,对 于 有 理 数 网 ,存在 划分 (4 ,8), 其 中 4 与 妃 皆 开 
的 


由 上 述 背景 , 戴 德 金 与 英国 数学 家 与 开 辑 学 家 罗素 (Russel 

Bertrand Arthur Wilian,1872 一 1970) 给 出 下 面 定 义 。 

定义 1 有 理 数 网 R' 的 每 个 有 开 的 下 子 集 4 的 划分 (4,B) 称 
为 一 个 实数 , 若 B 是 闭 的 ,r 是 B 的 界 数 , 则 (4,B) 表 示 有 理 数 +， 
记 成 r={4,8); 车 8 是 开 的 , 则 实数 (4,8B) 称 为 无 理 数 ;车 。= 
{4,8) 与 o = (4',B') 是 两 个 实数 , 当 且 仅 当 4 =4' 时 , 称 此 二 实 
数 相等 , 记 成 c= c'。 

现代 数学 中 尚 无 一 般 的 办 法 来 判定 任 给 的 一 个 实数 (4, 8) 是 
否 为 无 理 数 , 即 没 有 办 法 确定 4 与 8 丝 是 开 的 。 

定义 2 车 c=(4,8) 与 c=(4', 记 ) 是 两 个 实数 ,而 4 是 4 
的 真子 集 , 则 称 。 小 于 c! , 记 成 c < ec’。 

定义 2 中 的 “< "具有 传递 性 , 即 cl < cz,c < c3, 则 cl< ca, 其 
中 cea,cs 是 3 个 实数 。 

不 难看 出 ,cl cz, 则 cl < cs 或 cl > cy 二 者 必 居 其 一 。 

可 以 证 明 : 

中 实数 集合 是 有 理 数 集 与 无 理 数 集 的 并 。 

@@ 实 数 集合 是 有 序 集合 。 

@ 任 何不 等 的 实数 之 间 有 无 穷 个 有 理 数 。 

在 (4,8) 中 ,4 与 8 皆 开 的 情形 ,无 理 数 (4,B) 填 充 了 下 子 
集 4 与 上 子 集 8 之 疗 的 间 陈 (漏洞 ), 全 体 实数 集合 就 不 存在 任 
何 漏洞 了 ,实数 集 已 不 得 需要 有 理 数 与 无 理 数 之 外 的 新 数 种 来 
填补 漏洞 ,这 就 是 我 们 所 说 的 实数 集 是 一 个 “连续 系统 " ,简称 
“连续 统 ”。 戴 德 金 等 人 的 工作 基本 上 解除 了 第 一 次 数学 和 危机。 
当然 ,实数 理论 中 的 遗留 问题 还 有 不 少 ,例如 连续 统 假设 问 
题 。 
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2 三 大 几何 作 图 问题 


希腊 是 几何 的 故乡 ,公元 前 5 世纪 ,雅典 城 成 立 了 -个 所 谓 
“ 诡 因 学 派 " ,或 日“ 知人 学 派 ", 主 要 代表 人 物 有 希 比 阿 斯 (Hip- 
Pias) , 安 提 丰 (Antiphon) ,诡辩 学 派 的 成 员 提出 并 参与 研究 了 下 面 
3 个 几何 作 图 问题 : 

只 许 用 圆规 和 无 刻度 直 尺 求 作 ， 

(1) 三 等 分 任意 一 个 角 ( 三 等 分 角 )。 

(2) 作 一 立方 钵 ,使 其 体积 是 已 知 立方 体 体积 的 2 倍 ( 倍 立 
方 )。 

(3) 作 一 个 正方 形 ,使 其 面积 等 于 已 知 贺 的 面积 (化 圆 为 方 )。 

这 3 个 貌似 初等 的 平面 几何 问题 ,从 提出 之 后 的 2000 多 年 
间 ,全 世界 许多 数学 家 对 它 投 入 了 极 大 的 热情 与 精力 ,直到 19 世 
纪 才 得 以 解决 ,严格 证 明 : 

只 用 圈 规 与 无 刻度 直 尺 ,上 述 三 大 几何 作 图 问题 不 可 能 完成 。 

证 明 其 不 可 能 性 用 的 数学 手段 不 是 几何 的 而 是 代数 的 ,看 起 
来 ,一 个 数学 问题 的 提出 ,可 能 超越 当年 数学 发 展 水 平 几 千年 ,只 
有 等 到 数学 的 整体 水 平 发 育 到 足够 有 力 时 ,才能 把 千年 的 遗 难 问 
题 彻底 解决 ;而 且 , 可 能 是 从 一 个 学 科 提 出 的 问题 , 却 被 另 一 个 或 
另 几 个 学 科 的 理论 与 方法 解决 , 正 所 谓 他 出 之 石 ,可 以 攻 玉 。 

公元 前 5 世纪 , 希 波 克拉 底 (Hippoerates of Chios) 解 次 了 “化 月 
牙 为 方 "的 问题 : 

专 一 个 圆 的 两 条 垂直 直径 的 端点 连 线 为 直径 画 一 个 图 ,对 于 
在 大 圆 之 外 小 圆 之 内 的 部 分 (月 牙 ), 可 以 用 无 刻 直 尺 与 圆规 作 一 
个 正方 形 ,使 其 与 月 牙 面 积 相等 。 

事实 上 ,在 图 2.6 中 ,BC 是 @ 0 的 直径 ,40 | BC ,于 是 4B = 
V2rr 是 @O 半径 。0' 是 4B 中 点 ,加 0 以 4 为 直径 , 则 @0' 的 
面积 是 人 0 面积 之 半 , 于 是 0 的 半圆 之 面积 等 于 加 0 上 户 形 
4B0 面积 ,所 以 
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图 2.6 
月 牙 mBn4 的 面积 =A 408 的 面积 ,而 A 408 可 以 用 圆规 和 直 


尺 化 成 一 个 等 面积 的 正方 形 , 所 以 月 牙 AmBnA 可 以 用 规 尺 比 成 等 
面积 的 正方 形 。 

表面 上 看 ,化 月 牙 为 方 未 必 比 化 圆 为 方 简单 ,至少 两 者 有 相似 
之 处 ,但 难度 上 这 两 个 问题 却 有 天 壤 之 别 ; 上 面 已 经 用 初等 的 办 法 
解决 了 用 规 尺 “化 月 牙 为 方 ”的 问题 ,而 “化 满月 为 方 ”的 问题 却 十 
分 之 艰深 。 

为 讲 清 "化 圆 为 方 ", 还 得 从 超越 数 谈 起 。 

若 & 是 有 理 系数 代数 方程 

A ti 0 

的 根 , 则 称 & 为 代数 数 , 不 是 代数 数 的 复数 为 超越 数 。 

1882 年 ,德国 数学 家 林 德 曼 证 明 x 是 超越 数 ,从 而 /x 也 是 超 
越 数 。 

回 到 化 贺 为 方 问题 , 设 欲 作 的 正方 形 边 长 为 x, 已 知 圆 的 半径 
为 1, 则 正方 形 一 边 的 长 x 应 满足 方程 


x = 


从 而 x = 

得 是 ,下 面 将 证 明 一 个 线段 能 用 无 刻 直 尺 和 圆规 作出 的 充分 
必要 条 件 是 这 个 线 锋 的 长 能 用 给 定 线 奶 的 长 施行 有 限 次 +、- 、 
x ,二 及 正 数 开平 方 5 种 运算 得 出 , 今 我 们 只 知 一 条 长 ! 的 线段 ， 
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由 1 用 有 限 次 + 、-、x 、* 及 开平 方 只 能 得 出 代数 数 ,得 不 出 超越 
数 ;t, 所 以 化 加 为 方 用 无 刻 直 尺 与 圆规 是 不 可 解 的 。 
诡 矢 派 的 代表 人 物 安 提 玫 提出 下 面 的 所 谓 "穷竭 法 "来 化 贺 为 


方 : 


从 圆 的 内 接 正 方形 开始 , 边 数 不 断 加 倍 得 圆 的 内 接 正八 边 形 、 

下 十 六 边 形 \ 正 三 十 二 边 形 、…、 正 2 边 形 (z 关 2)。 对 圆 的 内 接 正 
多 边 形 , 可 以 用 图 规 直 尺 作 一 个 面积 相等 的 正方 形 ,而 ” 越 大 , 圆 的 
内 接 正 = 边 形 的 面积 越 接近 圆 的 面积 ,最 后 (穷竭) 圆 的 内 接 正 多 边 
要 


形 与 圆 重合 , 安 提 十 认为 如 此 即 得 出 一 个 与 圆 等 击 积 的 正方 形 。 
事实 上 , 按 安 提 丰 的 思路 是 不 能 实现 化 图 为 方 的 ,因为 这 需 
无 穷 步 又 的 内 接 正 多 边 形 边 数 加 售 的 过 程 。 但 他 的 想法 中 含有 可 
贵 的 朴素 的 极限 概念 。 例 如 他 的 想法 中 含有 单调 上 升 有 界 序列 有 
被 限 的 道理 , 回 内 接 正 多 边 形 序列 的 周 长 单 调 上 升 ,但 总 超 不 过 圆 
的 周 长 , 所 以 这 个 序列 有 极限 。 但 这 一 个 极限 存在 定理 是 两 千 多 
年 后 才 在 近代 数学 分 析 当 中 产 格 证 明 而 确立 的 。 至 于 为 什么 内 接 
正 多 边 形 周 长 序 列 的 极限 就 是 圆 的 周 长 , 则 是 在 近代 数学 分 析 建 
立 了 严格 的 “e - 6" 和“e - %" 极 限定 义 之 后 才 严格 证 明 的 。 事 实 
上 图 的 内 接 正 r 边 形 的 周 长 为 ( 见 图 2.7) 


Su =2nsina 


CA、 


SA 


| 


图 2.7 


其 中 设 加 的 半径 是 1.e = 经 = 下。 于 是 加 的 内 接 正 a 边 形 周 长 
5. 与 图 周 长 C 之 比 为 
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所 以 


即 安 提 丰 所 说 的 穷竭 法 中 , 当 圆 内 接 正 ” 边 形 的 边 数 无 限 增 大 
时 ,其 周 长 就 变 成 了 圆周 长 ,这 种 村 素 的 极限 思想 在 中 国 刘 微 与 祖 
家 父子 求 x 的 近似 值 时 也 是 视 为 其 理论 基础 的 。 可 惜 中 希 两 国 的 
这 些 大 牌 数 学 家 都 未 把 它 发 展 成 像样 的 极限 理论 ,由 于 历史 条 件 
的 局 限 ,我 们 自 不 应 苛求 于 古人 。 毕 竞 他 们 的 这 种 光辉 的 思想 是 
后 人 搞 严 格 的 极限 理论 的 济源 ,中 希 古 代数 学 家 的 穷竭 思想 功 不 
可 没 。 

关于 倍 立方 , 古 希 腊 人 对 这 一 问题 赋予 了 一 层 神 秘 的 色彩 , 传 
说 希腊 开 奥 斯 岛 上 有 一 座 阿 资 劳 神 店 ,有 一 年 , 岛 上 冶 疫 流行 .人 
心 从 总 ,纷纷 求 拜 在 神 , 涉 神 欺骗 无 知人 群 ,胡说 如 果 把 立方 体 夭 
坛 的 体积 扩大 成 原来 两 倍 的 立方 体 些 坛 , 则 可 消 灾 灭 祸 : 人 们 想 不 
出 解决 这 一 问题 的 办 法 ,就 去 请 教 当年 最 有 学 问 的 柏拉图 ,柏拉图 
也 解 不 出 来 。 

这 个 问题 的 数学 模型 是 :用 无 刻 直 尺 与 圆规 作 一 线段 ,使 其 长 
度 满足 方程 


妇 =2 
对 于 三 等 分 角 问题 ,起 初 人 们 对 它 似 乎 不 导 一 顾 ,用 规 尺 等 分 
个 角 那 么 容易 完成 ,三 等 分 角 似 应 不 会 太 难 。 一 个 具体 的 问题 
是 做 正 九 边 形 , 需 要 用 规 尺 做 一 个 4 的 角 , 它 是 60" 角 三 等 分 之 后 
的 两 倍 ,一 个 角 的 两 倍 用 规 尺 自然 不 难 ,但 6P 角 三 等 分 怎么 办 ? 
这 个 问题 的 根子 极 深 , 难 度 很 大 ,尽管 它 表面 上 伪装 得 很 简明 。 
规 尺 倍 立方 与 三 等 分 角 是 1837 年 由 法 国 数学 家 旺 策 尔 


了 3 了 


(Piene Wantzel) 解 决 的 ,答案 是 不 可 解 。 

正面 对 三 策 尔 的 答案 略 加 介绍 。 

取 平 面 直角 坐标 系 x0y ,在 第 一 象限 作 直 角 A 408 ,4 点 在 x 
轴 上 , 04 =1, 一 408 = 60P, 若 能 用 规 尺 把 人 408B 三 等 分 , 即 二 40C 
= 人 C0D = 人 DOB = 20, 其 中 6 与 D 在 急 上 ,这 相当 于 用 规 尺 


作 了 一 条 线段 0C ,使 得 去 ;= cos20", 见 图 2.8。 


图 2.8 


由 棣 美 弗 (A. De. Moiver,1667 一 1754) 定 理 得 
《cosp + ising) = 00839 + isin39 


另 一 方面 
(cosp + ising)’ = oon # + 3icos2zpsinp - 3cosgsin2p - isin’p 
于 是 
cos3p + isin39g = [cos9p ~ 3cosgsin2gp] + i[3cos sing -simg] 
故 得 
eas39 = cos'p -3cospsir 9 
今 取 g=20, 且 令 cos20P =x, 则 
ceos60P = cosi20p - 3cos20Psin220 


1 - cosi20p - 3cos20p(1 - cos220P) 


2 
31 


8x3 -6x-1=0 (2.1) 
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于 是 三 等 分 6F 角 的 问题 变 成 方程 (2.1) 是 否 存在 这 样 的 实 
根 , 它 是 由 0,1, 经 有 限 次 + 、- 、x 、 = (除数 非 零 ) 和 正 数 开 平方 
得 出 的 那 种 实数 ,这 种 数 作为 一 条 线段 的 长 度 ,此 线 引 可 以 用 规 尺 
作出 ,这 种 数 称 为 “ 规 尺 数 "(长 1 的 线段 是 已 知 的 )。 

例如 整 环 中 的 数 是 规 尺 数 , 有 理 数 域 Bp 中 的 数 是 规 尽数 。* 规 
尺 数 "的 范围 还 可 以 扩大 。 

下 画 域 中 的 数 皆 规 尺 数 ; 

把 已 知 线段 a,b,c,…( 长 ! 的 线段 是 已 知 的 ) 的 长 度 添加 到 
mo 中 得 西 ， 

车 hE 但 V1 则 把 V 机 添加 到 EE 中 得 Es. 


车 BE 鸟 但 YE 兵科 则 把 /hs 添加 到 Po 中 得 EE 

依 此 类 推 得 $ Bo.… ,有 。 称 R, 是 ER， 的 扩张 域 。 

我 们 看 出 ,从 已 知 线段 a,5,e，,… 出 发 ,用 圆规 和 直 尺 可 以 作 
出 其 长 属于 这 种 扩张 域 的 每 一 线段 。 

更 为 重要 的 结论 是 :从 已 知 线段 a,5,c，,… 出 发 ,用 阅 规 直 尺 
可 以 作出 的 线段 之 长 ,一 定 属于 某 个 En 是 自然 数 。 

下 面 证 明 这 个 重要 结论 的 正确 性 。 

(1) 车 (x1, 四) 与 (zasy) 是 两 个 点 的 平面 直角 坐标 , 且 zi,xz， 
y1, 为 挤 于 某 一 扩张 域 。 则 过 此 两 点 的 直线 为 


Xl 了 一 了 1 


2 


Ca yx +(x y+ (rap -xy2) = 0 
这 个 直线 的 方程 之 系数 属于 扩张 域 。 
如 果 两 条 直线 
A+rBi+icC=0,Axt+By+C =0 
的 系数 属于 扩张 域 , 则 两 直线 的 交点 
( CB- BC A'C— a6) 


和 
是 扩张 域 中 的 数 。 
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由 此 可 知 ,从 已 知 线段 出 发 ,用 直 尺 作出 的 线段 之 长 属于 扩张 
域 - 
(2) 设 (zi yi),(xayy2) 是 其 坐标 是 扩张 域 中 的 数 的 两 点 , 则 
两 点 的 距离 
d=V (x2 wi) + Cy i) 
是 扩张 域 中 的 数 ,线段 dt 指 长 4 的 线段 ) 的 作出 要 用 俩 规 。 
以 (x1591) 为 中 心 ,以 (zi, 1) , (x2 72) 为 端点 的 线段 为 半径 
作 圆 , 则 圆 的 方程 是 
《x+ y=) + (7 
X24 2 yy + 7 +271y2 =0 
这 是 一 个 系数 属于 扩张 域 的 方程 。 
两 圆 
人 
x -arby+e =0 


的 交点 是 (如 果 有 ) 形 如 


三 二 

的 一 个 数 ,其 中 p,q,s 皆 属 于 扩张 域 .于 是 两 圆 交 点 属于 扩张 域 。 

求 两 个 圆 的 交点 ,等 价 于 解 方程 组 

人 
(a’- a)x+(b -by+(c-e)=0 

由 此 可 知 赂 与 直线 的 交点 的 坐标 也 是 扩张 域 中 的 数 。 同 理 两 圆 或 
圆 与 直线 之 交点 的 距离 也 是 扩张 域 中 的 数 。 

综 上 所 述 , 用 圆规 与 直 尺 , 从 已 知 线段 出 发 ,能 作 的 线段 之 长 
一 定 许 于 某 一 扩张 域 。 

进而 得 到 下 述 命题 :一 条 线段 能 用 规 尺 作出 的 充 要 条 件 是 此 
线段 之 长 可 被 已 知 线段 的 长 用 有 限 次 + 、- 、x 、+ 和 来 算出 ， 
即 此 线段 长 是 规 尺 数 。 

倍 立 方 与 三 等 分 角 的 问题 都 归结 为 一 个 三 次 方程 的 根 能 操 用 
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规 尺 作出 。 下 面 给 出 了 一 个 与 一 元 三 次 方程 的 有 关 定 理 。 
定理 1 若 有 理 系数 的 三 次 方程 
x+ax+br+e= (2.2) 
没有 有 理 根 , 则 它 的 每 个 根 都 不 能 用 规 尽 作 图 作出 来 (一 条 线 器 的 
长 恰 是 此 根 )。 
证 假设 此 三 次 方程 的 一 个 根 x 可 以 用 规 尺 作 图 ( 指 作 一 个 
长 为 x 的 线段 ) ,那么 存在 最 短 的 扩张 域 序列 
Ro, RPR (2.3) 
xE€ ,但 x 锋 R, 1, 并且 没有 一 个 根 属于 R, 1。 因为 如 果 有 任何 
一 根 属于 R,_;, 则 可 以 用 此 根 兰 代 上 述 的 根 x, 从 而 使 上 述 序列 
《2.3) 缩 短 , 另 外 ,序列 (2.3} 不 能 只 是 一 项 Ro, 因 为 已 知 此 方程 无 
有 理 根 。 因 此 根 x€ R,n 最 小 时 也 有 az1。 可 以 假设 
x=p+qVh-t 
其 中 态 -tER pqERR 而 本- 改 R io 
下 证 着 * = p + 4 V 扣 -是 三 次 方程 (2.2) 的 根 ,那么 玉 中 的 
数 


7= -Vi 
也 是 这 个 方程 的 根 。 
事实 上 ,由 于 xzE R ,所 以 ?x?€ R,, 因 而 
x + axl+ br+ cE R, 
于 是 由 x=p+4qwv 和 -1 得 
x tartt htc-rtsy hs 
其 中 rs€ R。-1。 容易 算出 
Fraythy+e=r- sy hl 
又 x 是 三 次 方程 的 根 ,所 以 
r+sv hi=0 


竹 *z0. 册 V 矶 -= -二 ,于 是 V 训 -1€ R,-1, 这 与 上 述 V 而 - 生 
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Ri 矛 着 。 所 以 =0, 进 而 ">=0, 再 进而 "- s V1 =0, 得 到 
P+ay+by+e=0 
即 y=p -9 Yh-! 也 是 根 。 
xptgVhisy=p-9V-1 不 然 x-y=24Vhb-1= 
0, 这 时 9 =0, 于 是 x = PE R。_1, 这 与 前 面 已 知 的 x 锋 R, -, 不 符 。 
可 见 x 与 y 是 相 异 的 根 ;由 韦 达 定理 , 若 x1,x2,x3 是 x3+ ax*+ 如 
+ = 人 0 的 3 个 极 , 则 
XI 二 X2 十 33 一 一 企 
和 二 一 和 一 和 二 
-aa-2pE 玉 
与 前 面 说 的 此 三 次 方程 没有 一 个 根 属于 RR,-, 相 违 ,这 一 蔬 盾 反 证 
了 定理 1, 证 毕 。 
容易 证 明 
23-2=0 《2.4) 


没有 有 理 根 , 事 实 上 , 若 式 (2.4) 有 有 理 根 x = 2 ,也 是 片约 分 数 , 则 
每 =2,2pP = 全, 从 而 g 是 个 数 , 令 9 = 24， (有 80) , 则 2p3 =8 下 ,4 好 


= p’, 于 是 p 是 偶数 , 设 p =211z0, 于 是 4 不 是 即 约 分 数 ,矛盾 。 
由 定理 1, 用 无 刻 直 尺 与 圆规 不 能 售 立方 。 
对 于 三 等 分 币 , 它 相关 的 方程 为 
8x3-6x-1=0 
令 z=2x, 则 方程 化 成 
za-3z=1 (2.5) 
设 式 (2.5) 有 有 理 根 > = 疼 ( 既 约 分 数 ) ,Pp,9 关 0o 于 是 
3 
三- 3 六 = 1 
-3pg=p ,9 = 3pg+p 
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即 产能 被 g 除 尽 , 史 能 被 p 除 尽 ,于 是 如 果 gz 1 时 , 则 p 与 q 
有 非 1 的 公 因子 ;pz +1 时, 则 p,q 有 非 1 的 公 因子 ,这 与 站 为 既 约 
分 数 相 违 ,所 以 只 能 是 p= +1,g = +t1, 从 而 z= +1, 但 :=+! 不 
满足 式 (2.5) ,矛盾 ,此 矛盾 证 明 式 (2.$) 没 有 有 埋 根 , 从 而 8x -64 一 
1=0 也 无 有 理 根 ,由 定理 1, 用 圆规 直 尺 不 能 三 等 分 任 给 的 角 。 

还 有 一 个 与 三 等 分 角 相 关 的 希腊 古代 难题 如 下 : 

Yn&€11 ,能 否 用 圆规 直 尺 作出 一 个 圆 的 内 接 正 n 边 形 ?( 正 
多 边 形 问 题 )。 

用 规 只 作 正 多 边 形 问题 的 实例 可 以 是 肯定 的 .例如 内 接 正 四 
边 形 , 正 五 边 形 ,正六 边 形 ,正八 边 形 , 正 十 边 形 等 ,但 是 正七 边 形 
与 正 九 边 形 呢 ?! 

由 于 60p 角 不 能 规 尺 三 等 分 , 即 规 尺 作 不 册 20? 角 ,等 价 于 作 不 
出 40? 角 ,所 以 用 规 尺 作 不 出 内 接 正 九 边 形 ,从 而 正 十 八 边 形 , 正 三 
十 六 边 形 等 不 可 用 规 尺 作出 。 

高 斯 (1777 一 1855)19 岁 时 解决 了 正 多 边 形 问题 。 高 斯 的 定理 
如 下 ; 

定理 (Gauss】 n>3,nE1 ,n=2*pip2…ps 整数 >0,p， 
p2,…,ps 是 两 两 相 异 的 费 马 素数 ( 即 p; 是 素数 , 且 Pr = 2 + 1t> 
0,t 是 整数 ) 当 且 仅 当 用 规 尺 可 以 作出 正 n 边 形 。 

1=0,1,2,3,4 时 和 费 马 窒 数 p = 2 + 1 分 别 为 3,5,17,257， 


65537。 这 时 取 a =0,s =1, pi = 22 +1, 则 知 正 十 七 边 形 可 以 用 规 
尺 作 出 ,而 且 高 斯 亲自 用 规 尺 真 地 画 出 了 一 个 正 十 七 边 形 :高 斯 去 
世 后 , 哥 廷 根 大 学 修筑 了 一 个 巨大 的 正 十 七 边 形 为 底 的 楼 柱 台 座 ， 
上 面 安放 着 高 斯 的 雕像 。 

11 与 13 不 是 费 马 素数 ,所 以 不 能 用 规 尺 作出 正 十 一 边 形 和 
正 十 三 边 形 。 

2 +1 有 因数 641( 网 拉 求 得 ), 因 此 正 22 + 1 边 形 不 可 用 规 尺 


作出 。 俄 国 数学 家 别 尔 乌 辛 求 得 22 + 1 有 因数 114689.22 + [有 


图 
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因数 167772161; 下 前 还 不 知道 费 马 素数 是 否 有 无 穷 多 个 ， 

顺便 提醒 一 句 , 时 至 今日 ,由 于 不 了 解数 学 史 的 原因 或 信 不 过 
上 述 论证 ,仍然 有 一 些 过 份 自信 的 数学 爱好 者 在 误 费 心机 地 用 圆 
规 直 尺 作 上 述 三 大 作 图 问题 ,这 是 很 不 理智 的 行为 ,应 予 劝阻 。 

我 们 看 到 ,若是 没有 解析 几何 ,近世 代数 和 数论 等 近 现 代数 学 学 
科 的 出 现 ,硬是 用 初等 数学 去 解决 这 三 大 作 图 问题 ,将 会 浪费 多 少 陪 
明 人 的 精力 ! 数学 理论 与 “论证 数学 "的 价值 从 三 大 作 图 问题 上 体现 
得 十 分 突出 。“ 论 证 数学 "是 希腊 对 人 类 文明 做 出 的 重大 贡献 。 

古 希 腊 人 重视 理论 和 逻辑 ,他 们 提出 的 问题 从 纯 数 学 上 来 看 
十 分 之 刁钻 和 有 趣 ,三 大 包 何 作 图 题 就 是 他 们 思维 特点 的 集中 表 
现 ,为 什么 非得 限制 只 用 圆规 直 尺 去 作 图 呢 ? 这 似 有 钻 牛角 尖 之 
嫌 , 但 正 是 这 种 限制 性 的 问题 ,强制 人 千方百计 从 理论 上 去 思考 ， 
从 而 以 此 为 契机 ,寻找 出 许多 数学 的 新 成 果 , 三 大 几何 作 图 问题 是 
数学 中 又 一 只 会 下 爹 蛋 的 鸟 。 

如 果 取 消 只 用 规 尺 的 限制 ,三 大 作 图 问题 则 会 得 到 肯定 的 解答 。 

{1) 售 立方 。 法 国 数学 家 韦 达 (Viete Franois,1540 一 1603) 和 英 
国 科 学 家 牛顿 给 出 倍 立方 的 方法 如 下 。 

已 知 线段 48 , 欲 作 线段 4C .使 得 4C3 = 2( 4B8)?: 

个 作 一 4BMH = 9pP ,ABN = 120 ,如 图 2.9 所 示 。 

加 作 直线 要 , 交 BM 于 C, 交 BN 于 ,在 直 尺 上 标志 与 48 
等 长 的 线段 4'B', 作 直线 4D 时 ,调整 直 尺 的 方位 ,使 CD = A'B': 
则 4C 即 为 所 求 。 

事实 上 , 设 4B=a,4C=b,BC=c, 人 4DB =0, 在 A 4BD 中 ， 
由 正弦 定理 得 


a _ a+b 
sing ”sinl120? 
a _ sing 
at+b sinl20 (2.6) 


在 A BCD 中 ,由 正弦 定理 得 


< — 0. 
sing ”sin30 


了 735 


图 2.9 
in30° 
2 = ng (2.7) 
式 (2.6) x 式 (2.7) 得 
人 sin3p _ #3 


cla+b)™ sinl2P 3 
又 c= 如 ~- a, 得 


a 1 


(Wa)(la+b)y 3 
2a3(2a+ 8) = Bl2a + 6b) 
即 得 
2a3 = b3,2(4B) = (4C)3 
古 希 腊 的 希 波 克拉 底 (Hippocrates of Chios) 在 公元 前 约 400 年 
把 倍 立方 问题 化 成 求 * ,使 得 
Sit=x:y=y:2s {2.8) 
如 果 能 求 得 长 x 的 线段 , 则 x3 =2s’, 即 x 为 棱 长 的 立方 体 体积 是 
已 知 立方 体 (楼 长 为 *) 的 体积 的 2 倍 。 事 实 上 落 
SIyY=28 
则 妇 = sy,y?2=2s,x4= s272= 52sr, 于 是 得 
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23=2s3 
古 希 腊 的 欧 托 修 斯 (Eutocius) 利 用 木工 方 尺 解决 了 式 (2.8) 中 
由 : 求 x 的 问题 。 
考虑 两 个 直角 三 角形 人 A CB4 和 A D4B ,处 于 公共 直角 边 4B 
的 同 侧 ,4BC = 一 BMD = 90? , 见 图 2.10。 


图 2.10 
且 4CLBD, 交 于 PP 点。 于 是 
A CPB A BPAA APD 
从 而 


如 果 2PC = PD, PC 为 已 知 线段 , 则 PB? =2( PC)?。 

为 此 , 作 两 条 垂直 交 于 P 的 直线 ,在 两 直线 上 分 别 截取 PC 和 
PD, 使 PD =2PC, 然 后 拿 来 木工 方 尺 和 一 个 三 角 板 UVT,V 是 直 
外 点 , 方 R 的 内 绕 吉 多 顶 为 8, 调整 方 尺 与 三 角 板 的 方位 ,使 得 
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CP 的 延长 线 过 S 点 ,D 点 在 方 尺 内 缘 上 ,三 角 板 的 直角 边 好 在 
方 尺 内 缘 上 疹 雪 , 另 一 直角 边 上 有 点 《和 , 且 站 点 从 在 DP 的 延长 线 
上 。 则 Py 即 为 所 求 , 见 图 2.11。 

(2) 三 等 分 角 。 大 约 公元 前 240 年 , 阿 基 米 德 (Arehimedes, 公 
元 前 287 一 公元 前 212) 给 出 一 个 巧妙 的 三 等 分 角 的 方法 。 

已 知 图 心 角 和 408, 过 B 作 直 线 8CD , 交 圆 于 C, 交 40 延长 
线 于 站, 使 得 CD = 04 , 则 人 40B = 二 人 408 ,怎样 使 CD = 04 呢 ? 
只 需 在 下 尺 上 标志 一 段 0'4' = 04 ,再 调整 直 尺 的 方位 ,使 得 尺 的 
边缘 过 号 点 , 且 CD = 0'4'。 见 图 2.12。 


图 2.12 


事实 上 , 连 0C, 则 人 1=22L2, 又 人 1= 寺 (人 2+ 23),2 人 2= 
十 (2+ 人 3), 玫 得 3=32, 即 得 到 了 已 知 角 人 3 的 让 。 


阿 基 米 德 定义 了 所 谓 阿 基 米 德 螺 线 :射线 绕 其 端点 在 平 而 上 
匀 角 速 转动 ,从 端点 出 发 一 动 点 沿 此 射线 匀速 运动 ,此 动 点 在 平 刹 
上 的 轨迹 即 为 阿 基 米 德 螺 线 。 

设 圆心 角 一 408 已 知 ,射线 原 位 置 为 04 方向 ,i 为 阿 基 米 德 
螺 线 , 它 与 08 交 于 已 点 , Pi, P; 是 线段 OP 的 三 等 分 点 ,以 0P， 
OP; 为 半径 以 0 为 圆心 分 别 作 图 ,与 人 和 408 内 部 的 阿 基 米 德 螺 线 
交 于 九 , 了, 则 OT1,07; 把 一 408 三 等 分 , 见 图 2.13。 

(3) 化 圆 为 方 。 阿 基 米 德 螺 线 可 以 化 圆 为 方 .事实 上 , 设 "= 
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图 2.13 


09 是 阿 基 米 德 蚀 线 ,以 a 为 半径 作 圆 , 则 图 2.13 中 4B = a9 = OP， 
取 OP 上 04, 则 筷 之 长 是 圆周 长 的 地 。 设 加 面积 为 K, 则 


K=4(0P).3 = (2c) OP 


设 所 求 的 与 贺 等 面积 的 正方 形 的 边 长 为 x, 则 
x2=2a: OP 
x 是 2a 与 OP 的 比例 中 项 ,可 求 得 。 
公元 前 425 年 , 智 人 学 派 的 希 皮 阿 斯 发 明了 一 -种 所 谓 “ 割 圆 曲 
线 ", 用 以 化 加 为 方 。 
设 单位 圆 的 动 半径 从 0C 向 04 (OC 上 04) 作 均 速 旋转 , 转 过 
90P 角 , 见 图 2.14。 同 时 平行 于 04 的 直线 MN 均 速 向 04 平移 , 动 
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半径 与 动 直线 MN 之 交点 之 轨迹 称 为 割 加 曲线 。 设 制 加 曲线 
与 04 交点 为 0, 则 线 股 00 = 二。 


事实 上 OM = 大 时 ,一 40P = 上 他, 所 以 若 建立 直角 坐标 系 
xoy (x,Y) 是 卫 点 举 标 , 则 
7 -xxg 好 =- ze 型 
于 是 


r= 
Ty 
2 


当 y0 时 ,P 是 趋 于 @ 点 ,所 以 
O00 = lim = 三 
r 二 于 
我 们 能 找到 之 长 的 线 眉 00 ,从 而 可 以 作出 长 Vx 的 线段 , 即 可 以 化 
圆 为 方 。 


3 ”柏拉图 学 派 , 亚 力 山大 学 派 
和 数学 的 逻辑 化 


柏拉图 (Plato, 公 元 前 42? 一 公元 前 347) ,贵族 出 身 , 是 希腊 著 
名 哲学 家 。 他 热衷 于 数学 ,被 蕉 为 他 那个 时 代 最 有 学 问 的 人 。 公 
元 前 407 年 ,20 岁 的 柏拉图 拜年 但 花甲 的 苏 格 拉 底 为 师 , 是 苏 格 
拉 底 最 出 色 的 学 生 。 公 元 前 399 年 , 苏 格 拉 底 被 雅典 民主 政权 处 
死 ,柏拉图 开始 为 期 12 年 的 流亡 生涯 ,到 过 埃及 等 数学 文化 发 达 
的 地 区 。 公 元 前 387 年 ,柏拉图 以 万 贯 家 财 创 办 雅典 学 院 .他 认为 
数学 是 一 - 切 学 问 的 根基 ,雅典 学 院 大 门 的 模 额 夺 写 道 :“ 不 懂 几 何 
者 ,不 得 人 内 。" 柏 拉 图 具体 的 数学 成 果 并 不 多 .但 他 倡导 演绎 推 
理 , 对 数学 的 研究 方法 沉 献 颇 多 ,例如 他 是 最 早 使 用 反 证 法 的 人 。 
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柏拉图 以 雅典 学 院 为 基地 ,建立 了 柏拉图 学 派 ,柏拉图 的 最 优 
秀 的 学 生 是 亚 里 士 多 德 - 
亚 里 十 多 德 ( Aristotle, 公 元 前 384 一 公元 前 322) 指 出 数学 定义 
链 中 有 无 定义 的 所 请 原始 定义 ,他 还 指出 数学 推理 时 命题 链 的 出 
发 点 是 公理 与 公设 ,使 数学 推理 规范 化 和 系统 化 ,从 而 创立 了 独立 
的 逻辑 学 。 他 给 出 了 了 矛盾 律 与 排 中 律 ,矛盾 律 的 核心 是 一 个 命题 
不 能 同时 是 真 的 又 是 假 的 ; 排 中 律 则 是 说 一 命题 或 真 或 假 二 者 必 
居 其 一 ,这 两 条 逮 辑 原理 成 了 数学 中 间接 证 明 {( 例 如 反 证 法 ) 的 边 
辑 基础 。 欧 几 里 得 曾 就 学 于 雅典 学 院 , 上 述 亚 里 士 多 德 的 形式 收 
辑 为 欧 凡 里 得 开 何 体系 的 形成 商定 了 思想 与 逻辑 基础 。 亚 里 土 多 
德 被 誉 为 古 希 腊 " 最 博学 的 人 ”和 “最 伟大 的 思想 家 。” 
亚 里 士 多 德 是 著名 的 所 谓 “ 亚 里 士 多 德 三 段 论 * 的 创始 人 ,他 
的 著名 逻辑 命题 流行 于 全 世界 ; 
“所 有 的 人 都 是 要 死 的 ， 
苏 格 拉 底 是 人 ， 
所 以 苏 格 拉 底 也 是 要 死 的 。” 
要 知道 苏 格 拉 底 是 他 的 老师 柏拉图 的 恩师 ,他 如 此 直接 了 当地 议 
论 师 巷 的 死 , 似 有 不 共 , 但 他 却 能 逻辑 地 证 明 这 个 命题 是 真 的 ( 事 
实 当然 也 是 如 此 ) ,柏拉图 称赞 亚 里 土 多 德 是 “本 学 派 的 精英 ”。 
从 公元 前 338 年 ,希腊 地 区 被 马其顿 统一 到 公元 前 30 年 , 希 
腊 的 托 斯 密 王朝 被 罗马 消灭 为 止 ,是 希腊 数学 史上 的 占 盛 时 期 。 
这 一 时 段 ,希腊 的 数学 中 心 从 雅典 移 到 亚 力 山大 城 ,此 城 以 马其顿 
君主 亚 力 山大 大 帝 命 名 , 托 勘 密 王朝 就 定 都 在 亚 力 山大 城 。 在 公 
元 前 3 世纪 , 亚 力 山 大 城 修 建 了 宏伟 的 博物 馆 和 图 书馆 , 欧 开 里 
得 . 阿 基 米 德 和 阿波 罗 尼 奥 斯 三 大 数学 家 在 亚 力 出 大城 组 成 亚 力 
山大 学 派 ,他 们 的 学 派 在 数学 上 为 全 人 类 做 出 了 极其 伟大 的 成 就 。 
阿 基 米 德 与 牛顿 ,高 斯 合 称 世界 三 大 数学 家 , 阿 基 米 德 更 被 尊 
为 "数学 之 神 ”。 
欧 几 里 得 (Euclid, 公 元 前 330 一 公元 前 275), 生 于 雅典 ,是 希 
膳 几何 学 的 集大成 者 ,他 继承 了 泰勒 斯 . 毕 达 哥 拉 斯 学 派 以 及 柏 拉 
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图 学 派 的 “论证 数学 "和 逻辑 化 思想 ,从 年 轻 时 代 起 就 打上 了 重 证 
明和 公理 化 ,逻辑 化 的 希腊 式 数学 的 烙印, 治学 严 间 ,为 数学 ( 理 
论 ) 而 数学 , 哪 视 功利 和 和 投机取巧 的 学 风 。 据 史书 记载 ,有 一 位 学 
生 跟 哆 几 里 得 学 了 点 几何 知识 ,就 奈 不 住 性 子 问 老师 党 完 几 何 有 
什么 好 处 , 欧 几 里 得 愤然 命令 侍者 道 : 快 给 这 位 学 生 三 枚 钱币 ,让 
他 走 1”" 由 于 欧 岂 里 得 在 几何 学 方面 的 成 就 不 凡 , 托 勒 密 国王 洲 请 
他 客居 亚 力 山大 城 .国王 也 谦 菩 地 向 哆 几 里 得 学 习 儿 何 。 在 亚 力 
山大 城 , 欧 几 里 得 洪 心 著 书 立 说 ,终于 写 出 数学 史上 里 程 碑 式 的 鸿 
篇 巨著 《原本 》。 我 国 徐光启 于 1606 年 把 《原本 》 译 成 中 文 ,中文 版 
书 名 译 成 《几何 原本 》。 

《原本 的 内 容 与 特点 ,以 及 在 数学 中 的 作用 ,我 们 后 看 设 专 章 
加 以 介绍 和 评述。 

《原本 》 破 天 莞 地 采用 了 最 科学 的 数学 写作 方式 ,首先 提出 公 
理 和 公设 系统 ,再 写 定 义 与 定理 ,定理 皆 给 出 严格 证 明 , 内 容 十 分 
丰富 。 全 书 共 13 眷 (第 十 四 、 十 五 两 着 为 后 人 所 补 ),5 条 公理 ,5 
条 公设 ,119 个 定义 ,465 个 命题 及 其 证 明 ,是 历史 上 第 一 个 公理 数 
学 系统 ,成 了 后 世 数 学 科学 的 样板 ,其 影响 超过 了 至 今 任何 一 部 数 
学 著作 ,至 今 出 版 发 行 了 1000 版 以 上 ;各 国 现行 中 学 几何 课本 基 
本 上 是 照抄 法 国 数学 家 拉 格 朗 日 (Lagrange, 1736 一 1813) 译 《几何 
原本 》 的 改写 本 。 

《几何 原本 》 和 两 千年 之 后 诞生 的 牛顿 力学 是 人 类 科学 史 最 为 
庄严 .最 为 完备 和 影响 最 为 深远 的 两 库 科 学 高 峰 、 英 国 哲 学 家 罗 
素 在 《西方 暂 学 史 》 一 书 中 说 :“ 欧 儿 蜂 得 的 《几何 原本 》 毫 无 峰 义 是 
古往今来 最 伟大 的 著作 之 一 ,是 希腊 理智 最 完美 的 纪念 碑 。” 

欧 几 里 得 的 数学 思想 亦 有 偏颇 之 处 ,例如 他 明显 地 不 重视 数 
学 的 应 用 ,《 原 本 》 全 书 无 一 个 与 实际 有 直接 联系 的 问题 , 视 理 论 数 
学 为 高 雅文 化 , 祝 应 用 数学 为 “奴隶 数学 ” ,表现 出 典型 的 十 希腊 数 
学 的 片面 性 ,与 十 代 中 国 数学 恰 为 两 个 极端 。 如 果 两 者 相反 相 成 ， 
那 就 是 最 佳境 界 。 早 在 元 朝 时 代 ( 约 1275 年 ),《 原 本 ) 通 过 阿拉 伯 
人 第 一 次 传人 中 国 , 而 且 据 说 有 一 个 译本 ,但 由 于 当时 统治 者 的 无 
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知 和 当时 中 国 数学 家 对 理论 的 兴趣 不 高 ,不久 便 失 传 了 了 。17 世纪 
和 19 世纪 ,先后 由 徐光启 . 李 善 兰 与 外 国人 合作 完成 了 《原本 》 的 
中 文 翻译 。 
欧 几 里 得 还 有 一 些 著作 ,可 惜 大 都 失传 ,例如 《二 次 曲线 论 》， 
这 部 书 昌 已 失传 .但 它 的 主要 内 容 被 大 数学 家 阿波 罗 尼 奥 斯 吸 收 
编 人 其 所 著 《 圆 锥 曲线 》 而 流传 至 今 。 

阿 基 米 德 (Arehimedes, 公 元 前 287 一 公元 前 212) ,希腊 数学 力 
学 家 , 生 于 西西 里 岛 的 叙 拉 十 地 区 ,是 欧 几 里 得 的 门生 ,是 人 类 历 
史上 最 伟大 的 科学 家 之 一 。 美 国 的 科学 史家 上 .T. 贝尔 (Bel) 在 
《数学 人 物 》 一 书 中 写 道 , "任何 一 张 开 列 有 史 以 来 三 位 最 伟大 的 数 
学 家 的 名 单 上 ,必定 写 有 阿 基 米 德 的 名 字 , 另 两 位 通常 是 牛顿 和 高 
斯 ,不 过 以 他 们 的 宏伟 业绩 和 所 处 的 时 代 背 景 来 比较 ,或 拿 他 们 影 
响 当 代 和 后 代 的 深邃 和 久远 来 比较 ,还 应 首 推 阿 基 米 德 。 大 作家 
伏 尔 秦 (Voltaire) 评 述说 :“ 阿 基 米 德 头脑 里 的 想象 力 比 荷 马 头脑 里 
的 要 多 。 

阿 基 米 德 的 父亲 是 数学 天 文学 家 ,是 人 氢 近 古 王 亥 厄 洛 (Hieron) 
的 亲 威 。 阿 基 米 德 从 少年 时 代 起 就 在 父亲 的 辅导 之 下 钴 研 《 原 
本 》, 后 又 成 了 亚 力 山大 学 派 的 成 呐 。 

1965 年 ,西西 里 岛 上 修建 一 个 族 馆 , 控 地基 时 发 现 了 阿 基 米 
德 的 坟 莫 ,这 是 考古 史上 一 次 重大 的 世界 级 宝贵 文物 的 出 土 。 阿 
基 米 德 的 莫 砍 上 刻 着 一 个 球 及 其 外 切 圆柱 ,这 是 他 的 名 著 4 球 与 
柱 》 中 的 代表 图 未 。 

阿 基 米 德 在 《 圆 的 度量 ?一 书 中 用 "“ 穷 渴 法 "证 明了 圆 的 面积 是 
该 圆周 长 与 半径 乘积 之 半 。 

他 的 证 明 如 下 : 

设 K 是 以 圈 半 径 与 周 长 为 两 直角 边 的 直角 三 角形 的 面积 ， 
ABCD 是 圆 的 内 接 正方 形 。 

{H) 若 天 小 于 贺 的 面积 。 把 内 接 正 多 边 形 的 边 数 如 倍 的 办 法 
从 正方 形 4BCD 出 发 得 到 内 接 正 八 边 形 , 内 接 正 十 六 边 形 等 ,继续 
下 去 ,直到 内 楼 正 多 边 形 各 边 所 对 的 弓形 面积 之 和 小 于 圆 面积 减 


146 


去 站 所 得 的 差 , 即 贺 面 积 碱 去 大 于 圆 的 面积 减 去 内 接 正 多 边 形 
面积 ;至 此 ,所 得 内 搂 正 多 边 形 面积 大 于 KK。 

另 一 方面 ,这 个 多 边 形 的 周 长 小 于 圆 的 周 长 ,这 个 多 边 形 的 边 
心 距 小 于 圆 的 半径 ,于 是 这 个 多 边 形 的 面积 应 小 于 天 ,矛盾 。 故 
的 面积 不 大 于 K。 

(2) 若 K 大 于 圆 的 面积 。 作 圆 的 外 切 正方 形 4* 记 C'P' ,把 


下 本 BC ,6 六 ,7 全 等 分 ,以 分 点 为 切 点 作 圆 的 切线 ,把 正方 形 
直 且 :C' 切 掉 四 第 上 的 4 个 三 角形 ,得 到 圆 的 外 切 正八 边 形 ,. 如 此 
再 做 圆 的 外 切 正 十 六 边 形 等 ,直到 得 到 一 个 外 切 正 多 边 形 ,此 外 切 
正 多 思 形 与 加 所 夹 的 面积 小 于 下 与 贺 面 积 之 差 ,从 而 这 个 外 切 正 
多 边 形 的 面积 小 于 K。 

另 一 方面 ,此 多 边 形 的 周 长 比 圆周 长 大 , 面 这 个 多 边 形 面积 是 


贺 半 径 与 其 周 长 积 的 一 半 , 可 见 此 多 边 形 面积 比 久 大 , 牙 盾 。 故 
的 面积 不 小 于 天 , 见 图 2.15。 
A ， 


器 


图 2.15 


由 (1) 与 (2) , 圆 的 面积 等 于 天 ,证 毕 。 
在 《图 的 度量 》 中 , 阿 基 米 德 用 圆 的 外 切 与 肉 接 正 % 边 形 求 得 
3 隐 <n<3 二 
这 是 数学 史 第 一 次 明确 指出 r 的 误差 限度 的 x 值 , 且 创 立 了 割 加 
法 求 x。 
在 阿 基 米 德 所 著 《 抛 物 线 图 形 求 积 法 ) 中 ,他 用 与 求 加 面积 相 
似 的 穷 蝎 法 思想 求 得 抛物 线 与 一 直线 相交 围 成 的 面积 是 同 底 等 高 
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三 角形 面积 的 针 , 见 图 2.16。 即 图 2.16 中 抛物 线 马 形 BmAnC 的 
面积 是 A 4BC 面积 的 争 ， BmdnC 与 A ABC 的 高 备 为 4D。 


图 2.16 


在 《 论 球 与 圆柱 》 中 , 阿 基 米 德 用 穷竭 法 得 出 下 面 的 重要 成 果 : 
(1) 球 面 面 积 是 其 大 圆 面积 的 4 倍 。 


(2) 球 的 体积 是 外 切 加 柱 体 积 的 祁 。 


(3) 球 面 面 积 是 外 切 圆柱 表面 积 的 之 。 

在 (方法论) 一 书 中 , 阿 基 米 德 得 出 牟 合 方 盖 的 体积 是 其 外 切 
立方 体 体积 的 子 。 

在 网 基 米 德 的 工作 中 ,其 技巧 之 精彩 ,其 论证 之 严格 , 令 人 趾 
绝 。M. 克 莱 因 评价 道 :“ 他 ( 阿 基 米 德 ) 的 严格 性 出 牛顿 与 莱 布 尼 
兹 著作 中 的 高 明 得 多 。" 莱 布 尼 兹 则 说 :“ 了 和 解 网 基 米 德 和 阿波 罗 尼 
奥 斯 的 人 ,对 后 代 杰 出 人 物 的 成 就 就 不 会 那么 钦佩 了 。” 

阿 基 米 德 作为 数学 力学 家 ,经 常 把 数学 与 力学 结合 起 来 解决 
数学 难题 或 力学 难题 ,例如 他 用 数学 一 力学 方法 如 下 地 求 得 球 的 
体积 : 

考虑 半径 为 + 的 球 及 其 外 切 圆柱 , 另 有 一 个 高 2 的 圆锥 ,其 
底面 半径 为 27, 其 底面 中 心 与 圆柱 底面 中 心 重合 , 三 者 的 轴 截 面 
如 图 2.17 所 示 。 
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图 2.17 


用 两 水 平平 面 截 下 一 片 厚 为 全 的 薄片 ,此 片 的 上 面 距 圆柱 
上 底 为 ho 

从 球体 上 切 下 的 一 片 体积 近似 为 : xh(2r -无 ) 人 天 ， 

从 柱 体 上 切 下 的 一 片 体积 为 :xr? 全， 

从 锥 体 上 切 下 的 一 片 体积 近似 为 : xh? A h。 

阿 基 米 德 把 球体 上 的 那 -- 片 与 锥 体 上 那 一 片 挂 在 杠杆 的 一 
端 , 距 支 点 0 为 2r 处 ,把 往 体 上 切 下 的 那 一 片 的 四 倍 持 在 距 支 点 
为 上 的 杠杆 另 一 边 , 则 杠杆 怡 平衡 , 即 

2r(xh(2r — h)A h+rxh AR)=4Cxr A A)h 
把 上 述 三 立体 水 平 切 成 许多 薄片 , 则 得 
2r(Ve + TV) = 4rVE， (2.9) 


事实 上 ,可 以 看 成 把 锥 体 与 球体 的 质点 全 集中 到 距 支 点 27 的 
左 端 点 ,而 4 倍 重 的 圈 柱 插 在 杠杆 的 右 侧 ,使 杠杆 与 圆柱 轴线 重 
合 , 且 支点 落 在 圆柱 底面 上 ,此 圆柱 的 质心 在 距 支 点 为 的 轴线 
上 。 
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由 式 (2.9) 得 
2 rm + 村 x(2m2 ,2r] = 4rrr22r 


2rVk = go 一 人 


VY 于 = Eb 


阿 基 米 德 用 他 的 穷竭 法 与 杠杆 平衡 法 求 得 了 许多 图 形 的 面积 
和 体积 ,这 种 思路 与 方法 在 他 那里 已 经 形成 一 个 成 熟 的 一 芮 的 方 
法 。 我 们 可 以 看 出 , 阿 基 米 德 这 些 方法 实质 上 是 极限 思想 和 积分 
思想 ,这 种 思想 与 方法 在 他 的 许多 著作 中 都 有 体现 。 

在 名 著 《 论 螺 线 》 中 , 阿 基 米 德 定义 了 所 户 阿 基 米 德 螺 线 ,他 用 
这 种 螺 线 可 以 把 任意 角 三 等 分 。 

阿 基 米 德 流传 后 世 的 著作 很 多 ,其 中 著名 的 有 ;《 国 的 度量 》、 
《抛物 线 图 形 求 积 法 》《 论 螺 线 》 ,4 论 球 与 国 柱 》《 论 辟 欠 曲面 与 旋 
转 椭 球 》《 方 法 兴 处 理 力学 问题 的 方法 )《 引 理 书 》《 论 平面 图 形 
的 平衡 或 其 重心 ?《 浮 体 论 》 《砂粒 计数 》《 牛 群 问题 》。 

研究 希腊 数学 的 权威 希 斯 (T. Heath, 1860 一 1941) 在 《希腊 数 
学 》 中 评论 道 : 

“这 些 著作 无 一 例外 地 都 能 视 为 数学 论文 的 纪念 碑 。 解 题 步 
又 的 循循善诱 ,命题 次 序 的 巧妙 安排 ,严格 接 弃 叙述 的 枝 昔 及 对 整 
体 的 修饰 润色 ,总 之 ,给 人 的 完美 印象 是 如 此 之 深 ,使 读者 油 然而 
和 敬 必 之 情 。” 

1631 年 《 圆 的 度量 》 一 书 由 意大利 的 传教 士 罗 雅 谷 (]. Rho， 
1593 一 1638) 翻 译 成 中 文 传人 中 国 , 译 名 为 《 国 书 》。 

1962 年 ,苏联 出 版 了 《 阿 基 米 德 文集 》, 实 际 上 它 是 可 以 找到 
的 阿 基 米 德 的 著作 的 全 集 。 

阿 基 米 德 一 反 古 希腊 数学 家 轻视 应 用 的 陋习 ,他 的 许多 著作 
都 有 直接 的 应 用 价值 ,例如 他 利用 螺 线 理论 发 明了 一 种 农用 水 车 
如 图 2.18。 

这 种 抽水 器 还 可 以 排除 船舱 中 的 积 水 或 灌溉 菜 田 , 直 到 现在 
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埃及 还 在 用 。 

阿 基 米 德 重视 应 用 ,使 得 他 从 实践 活动 中 领悟 出 重要 的 数学 
真理 ,他 深 有 体会 地 说 :“ 力 学 便于 我 们 发 现 结论 ,而 几何 则 能 帮助 
我 们 对 结论 作出 证 明 。” 一 县 这 种 方法 确立 之 后 ,有 些 人 ,或 者 是 
我 们 的 同 代 人 ,或 者 是 我 们 的 后 人 ,将 会 利用 它 发 现 我 尚未 想到 的 
定理 。” 

阿 基 米 德 用 上 述 方法 除了 搞 出 上 述 辐 面积. 球 体积 .抛物 线 与 
直线 所 围 面积 等 成 果 外 ,还 摘出 下 列 一 些 重要 结果 : 

(1) 两 个 质心 不 同 的 量 相 减 ,剩余 量 的 质心 可 以 通过 如 下 方法 
求 得 ,连接 整体 量 和 减 量 质心 的 线段 , 且 向 整体 量 质心 方向 延长 ; 
使 延长 的 线段 之 长 与 两 重心 间距 高 之 比 等 于 减 量 与 利 余 量 质量 之 
比 ,延长 线 的 端点 即 剩余 量 之 质心 

《2) 如 果 一 组 量 的 质心 均 在 同一 条 直线 上 ,那么 由 这 组 量 全 体 
组 合 的 量 的 质心 将 在 相同 的 直线 上 。 

(3) 任 一 真 线段 的 质心 是 该 直线 段 的 中 点 。 

《4) 三 角形 的 质心 是 从 角 顶 点 到 对 边 中 点 所 作 直 线 的 交点 。 

(5) 平 行 四 边 形 的 质心 是 对 角 线 交点 。 

(6) 贺 的 质心 是 圆心 。 
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(7 圆柱 的 质心 是 轴 的 中 点 。 

(8} 钢 锥 的 质心 是 划分 轴 的 点 ,该 点 使 轴 上 靠近 顶点 的 那 部 分 
是 靠近 底 的 那 部 分 的 3 倍 。 

这 些 命题 是 阿 基 米 德 由 力学 得 出 ,又 用 几何 严格 证 明了 的 。 

关于 阿 基 米 德 许多 科学 活动 的 趣闻 轶 事 已 是 家 喻 户 晓 ,例如 
他 曾 宣称 ; “给 我 一 个 支点 ,我 就 可 以 移动 地 球 。 这 从 理论 上 讲 是 
成 立 的 ,当然 由 于 所 需 的 杜 杆 赤 长 ,移动 地 球 是 不 可 实现 的 事 ， 阿 
基 米 德 设计 过 一 个 滑轮 组 , 据说 叙 摘 古国 王 订 手 用 它 网 动 了 一 条 
巨大 的 三 榴 货 船 。 还 有 脸 炙 大 口 的 皇冠 挨 假 案 ,是 说 国王 希 轴 让 
工匠 制 做 了 一 顶 人 金冠 ,国王 怀疑 里 面 挫 了 银子 ,请 阿 基 米 德 判定 一 
下 是 否 真 的 掺 了 假 , 阿 基 米 德 久 思 不 得 其 解 ,一 日 阿 基 米 德 去 洗 
灌 , 浴 盆 中 的 水 被 他 的 身体 排出 盆 外 ,而 他 也 顿 感 身体 变 轻 ,从 中 
感悟 出 浮力 定律 :没入 液体 的 物体 减轻 的 重量 等 于 该 物 排 开 液体 
的 重量 。 他 当即 欣喜 若 狂 ,赤身 冲 出 浴室 ,沿街 呼叫 "找到 答案 
了 。 

阿 基 米 德 在 第 二 次 布 匿 战争 中 被 罗马 士兵 杀害 。 罗 马 人 趁 叙 
拉 古 人 女神 节 狂 欢 之 夜 ,偷袭 成 功 。 当 夜 阿 基 米 德 正 在 沙盘 旁 研 
究 几 何 , 敌 士兵 赣 人 , 阿 基 米 德 不 知 大 祸 临 头 . 还 向 这 个 目 不 识 丁 
的 士兵 涪 不 要 和 弄 乱 他 沙盘 上 的 几何 图 ,可 恨 那 兵卒 手 起 刀 落 ,一 位 
闻名 千古 的 大 数学 家 的 天 才 头 颅 跌 还 在 血泊 之 中 ,给 人 类 科学 事 
业 造 成 了 不 可 弥补 的 损失 。 

亚 力 山大 学 派 第 三 号 代表 人 物 是 当时 公认 的 “大 几何 学 家 ” 阿 
波 罗 尼 奥 斯 {Apllonius, 约 公元 前 262 一 公元 前 190), 出 生 于 小 亚 细 
亚 的 泊 汞 加 ,他 是 欧 几 里 得 学 生 的 学 生 。 他 得 出 x 的 近似 值 
3.1416, 他 的 成 名 作 是 6 卷 集 的 名著 《 贺 锥 曲线 论 》, 这 是 一 部 以 欧 
几 里 得 《原本 》 为 范例 写成 的 严谨 风格 的 巨著 ,内 含 487 个 命题 ,有 
一 些 内 容 比 欧 几 里 得 的 《原本 》 更 为 专 深 ,具有 明 鲜 的 解析 几何 的 
思想 ,其 理论 论证 详尽 严格 ,经 过 1000 多 年 竞 几 乎 无 人 增补 或 修 
正 , 在 17 世 纪 幅 斯 卡 . 笛 卡 儿 发 明 解 析 几 何 成 为 数学 领地 的 开拓 
者 之 前 ,关于 圆锥 曲线 的 理论 始终 无 人 超越 阿波 罗 尼 奥 斯 一 
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步 。 

在 阿波 罗 尼 奥 斯 之 前 , 古 希 腊 的 亚 里 士 多 德 . 欧 几 里 得 和 门 内 
马 斯 {Menacchmus) 对 圆锥 曲线 都 有 过 不 少 工 作 。 这 方面 工作 最 多 
的 是 门 内 马 斯 ,他 是 出 于 对 售 立方 的 冲击 而 考虑 圆锥 曲线 的 ,他 
(用 现代 表达 方式 而 言 ) 用 抛物 线 与 双 曲 线 的 交点 或 抛物 线 与 拍 物 
线 的 交点 


三” ay 外 =ay 
xy =20? 7 =2ax 
而 得 出 x* =24*。 阿 波 罗 尼 灿 斯 是 由 同一 个 贺 锥 ( 直 圆锥 或 斜 加 
锥 ) 用 平面 来 截 得 三 种 圆锥 曲线 的 ,他 之 前 的 数学 家 则 分 别 用 顶 角 
为 锐角 、 直 角 和 钝 角 的 陨 锥 获得 椭圆 .抛物 线 和 双 曲 线 , 与 团 欠 相 
截 的 平面 与 一 条 母线 垂直 。3 种 圆锥 曲线 的 命名 亦 源 于 阿波 罗 尼 
奥 斯 ,分 别称 为 稀 圆 . 双 曲 线 和 抛物 线 。 搞 双 曲 线 时 ,阿波 罗 尼 奥 
斯 用 一 对 对 项 圆锥 与 平面 相 截 。 
阿波 罗 尼 闫 斯 不 仅 用 统一 的 方式 得 到 了 3 种 圆锥 曲线 ,而 且 
研究 了 它们 的 性 质 ,例如 中 心 , 双 曲线 的 渐 近 线 、 直 径 、 切 线 以 及 焦 
点 个 数 等 问题 ,达到 了 非 解析 几何 意义 下 综合 演绎 几何 学 的 最 高 
峰 。 


1604 年 ,德国 天 文学 家 开 普 勒 (Johannes Kepler,1571 一 1630) 学 
习 了 阿波 罗 尼 奥 斯 的 圆锥 曲线 理论 ,结合 天 文学 的 观测 实践 ,发 现 
了 行 许 运行 轨道 是 竹 圆 ,这 一 成 果 成 为 现代 天 文学 的 基础 理论 , 同 
时 也 成 了 牛顿 万 有 引力 定理 的 主要 基础 ;圆锥 曲线 理论 也 启发 笛 
卡 儿 去 建立 解析 几何 。 

公元 4 世纪 , 古 希 腾 的 帕 波 斯 在 名 著 《 数 学 汇编 中 给 出 了 贺 
锥 曲线 的 标准 定义 ,他 引 人 焦 点 与 准 线 ; 动 点 和 定点 的 距离 与 动 点 
和 定 直线 的 叱 离 之 比 为 常数 时 , 动 点 的 轨迹 为 圆锥 曲线 ; 比值 小 于 
1 者 为 猜 圆 ,等 于 1 者 为 抛物 线 ,大 于 1 者 为 双 曲 线 ; 定 点 即 焦点 ， 
定 直线 即 准 线 。 

数学 史上 把 公元 前 30 年 到 6 世纪 称 为 “ 亚 力 山 大 后 期 ”, 帕 该 
斯 (Pappus,300 一 350) 是 " 亚 力 山大 后 期 "最 后 一 位 著名 数学 家 ,《 数 
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学 汇编 3 全书 共 8 卷 ,到 括 了 希腊 自古 以 来 各 名 家 著作 的 主要 内 容 
与 评注 ,也 有 他 自己 的 创造 性 工作 ,例如 “ 周 长 相 等 的 平面 图 形 中 ， 
加 的 面积 最 大 ”, 和 关于 旋转 体 体积 的 帖 波斯 定理 “平面 图 形 绕 同 
一 平面 上 的 轴线 转动 形成 的 立体 之 体积 等 于 这 图 形 的 面积 乘 以 其 
质心 所 画图 局 之 长 。 

《数学 汇编 ) 是 名 符 其 实 的 几何 宝库 ,此 后 希腊 几何 就 再 也 没 
有 太 重 大 的 成 果 了 。《 数 学 汇编 ?成 了 古 希 腊 诸 位 著名 数学 家 的 安 
魂 曲 。 

下 面 介绍 按 帕 波斯 的 标准 定义 ,通过 焦点 与 准 线 的 观点 给 出 
的 圆锥 曲线 的 特征 与 论证 。 

考虑 对 项 的 直 圆锥 ,用 不 通过 辆 锥 项 点 的 平面 来 截 这 两 个 
圆锥 。 

车 x 与 一 个 圆锥 的 所 有 母线 相交 , 则 裁 线 是 椭圆, 见 图 2.19。 
车 与 圆锥 的 两 腔 相 交 , 即 x 平行 于 圆锥 面 的 两 条 母线 , 则 得 到 的 
截 线 是 双 曲 线 。 当 我 们 作 一 个 通过 圆锥 项 点 $ 县 与 x 平行 的 平 
面 时 ,就 容易 看 出 x 与 圆锥 的 两 条 母线 平行 ,这 样 所 作 的 平 而 ,和 


图 2.19 
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圆锥 面相 交 于 与 «平行 的 那 两 条 母线 , 见 图 2.20。 


图 2.20 


图 2.19 中 把 球面 (1) 与 (2) 分 别 放 在 平面 x 的 上 方 和 下 方 ,和 


r 相 切 于 与 F 两 点 ,这 两 球面 又 与 圆锥 面相 切 于 两 个 阅 , 在 椭 


(1) 相 切 , 故 有 
MA = MF 
同 理 , M8 与 MF, 和 球面 (2) 相 切 , 故 有 
MB = MF, 
于 是 


MFI+ MF2= MA + MB = 4B = 常数 
至 此 得 出 结论 : 


圈 上 任 取 一 点 嘎 , 在 锥 面 的 母线 上 过 履 点 引线 段 48,4 与 8 分 别 


在 上 述 两 末 上 ,连接 线 跨 MF 与 EF,, 则 直线 M4 与 MF, 和 球面 


椭 贺 是 平面 x 上 上 所 有 这 样 的 点 1 的 集合 , 与 上 两 个 已 知 


点 下 ,局 距离 之 和 是 一 个 常数 。 
点 与 FF 称 为 椭 留 的 


在 图 2.20 中 ,把 球面 (1) 与 (2) 分 别 放 人 圆锥 的 两 腔 中 ,使 它 


们 分 别 与 平面 x 相 切 于 点 Fi 与 fF2, 且 它们 分 别 与 


锥 面 切 于 两 
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个 圆 。 在 双 曲 线 上 任 取 一 点 MW ,我 们 可 得 
MF = MA , MB = MF, 
其 中 村,4 ,8,5 共 线 ,S 是 锥 顶点 。 于 是 
MF - MFy= MA —- MB= AB 
而 48 的 长 与 半点 的 选取 无 关 , 上 故 
1MF; - MP = 常数 


至 此 得 出 绪论: 

双 曲 线 是 平面 zx 上 这 样 的 一 个 点 集 , 它 的 每 个 点 与 这 平面 上 
的 两 个 已 知 点 的 距离 之 差 的 绝对 值 是 一 个 常数 。 

此 处 取 绝 对 值 的 缘故 是 ,如 果 于 取 在 双 曲线 另 一 个 分 支 上 ， 
则 ME, - MF2 是 负 的 ,但 绝对 值 不 变 。 

点 着 与 FF 称 为 双 曲 线 的 焦点 。 

若 平 而 < 与 圆锥 的 一 条 母线 平行 ,这 个 平 商 x 只 与 圆锥 面 的 
一 个 腔 相 交 , 见 图 2.21, 这 时 x 与 圆锥 而 截 得 的 曲线 称 为 抛物 线 。 


图 2.21 
设 半 面 平行 于 圆锥 母线 S0 , 作 一 球面 (1) ,使 它 与 圆锥 切 于 


局 4P, 上 且 与 平 商 x 切 于 点 下 , 设 直线 CD 是 图 周 4P 所 在 平 而 与 
的 交 线 。 
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在 抛物 线 上 任 取 一 点 M, 则 MH 到 上 点 与 村 到 CD 直线 等 距 ， 
即 
MF = MD 
其 中 MPL CD。 
事实 上 ,过 点 村 作 一 平面 M0 平行 于 圆 4P 所 在 平面 4, 且 作 
圆锥 母线 MS 、HS 与 圆周 4P 交 于 4。 因 为 MF 与 M4 和 皆 与 球面 
《1) 相 切 ,所 以 


MF = MA 

设 母线 85 与 圆 hP 交 于 P, 则 M4 = QP, 而 QP = BC, 其 中 
BC 1 MD, 且 B 点 在 平面 MO 上 ,FF 点 在 BC 上 。 同 理 可 得 BC = 
MD。 于 是 


MF = MA = QP = BC = MD 
MF = MD 
至 此 得 出 结论 : 
挑 物 线 是 平面 zx 上 这 样 的 点 对 组 成 的 集 , 邓 与 这 平面 r 上 一 
个 已 知 点 下 及 一 已 知 直线 = CD 等 距 。 
F 称 为 批 物 线 的 焦点 ,下 不 在 直线 a。 上 ,e 称 为 抛物 线 的 淮 


线 。 

椭 贺 和 双 曲 线 也 有 准 线 , 各 有 两 条 淮 线 , 这 些 准 线 是 平面 x 与 
球面 (1) 与 (2) 与 圆锥 相 切 的 圆 所 在 平面 的 交 线 。 

因为 上 述 的 椭 国 , 双 申 线 和 抛物 线 是 一 个 平面 与 圆锥 面 的 
线 , 故 命名 为 圆锥 曲线 。 

通过 焦点 与 准 线 ,可 以 得 出 3 种 圆锥 曲线 的 统一 定义 : 
平面 x 上 那些 点 MM 的 集合 称 为 圆锥 曲线 , 对 虐 已 知 点 屎 的 
距离 MF 与 距 已 知 直线 a 的 距离 MD 之 比 是 一 个 非 零 常数 , 即 
MF 
MD 
e < 1 时 是 椭圆 ,e = 1 时 是 抛物 线 ,e > 1 时 是 双 曲 线 , 焦 点 与 淮 
线 a 在 平面 r 上 , 面 卫 不 在 c 上 。 


= e= 常数 
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4 ”上古 希腊 数学 的 衰落 


公元 前 212 年 ,罗马 帝国 占领 叙 拉 古 ,伟大 的 科学 家 阿 基 洲 德 
惨死 于 罗马 士兵 的 屠刀 之 下 。 公 元 前 146 年 , 迦 太 基 落 入 罗马 帝 
的 势力 范围 ,从 此 希腊 成 了 罗马 帝国 的 一 个 省 ,人 类 文明 史上 的 
灾难 降临 了 。 罗 马 帝 国 把 基督 教 定 为 国教 ,残酷 排斥 与 迫害 异 教 
徒 ,禁止 基督 徒 接受 希腊 文化 与 科学 ,这 些 统治 者 为 了 保全 其 统治 
地 位 , 连 数学 , 物 球 , 力 学 和 天 文学 也 愧 成 为 对 其 不 利 的 东西 加 以 
排斥 ,出 现 了 人 类 历史 上 首次 (第 二 次 是 中 国 的 秦始皇 搞 的 1) 菊 书 
境 儒 运 动 , 把 希腊 数学 与 “ 恶 行 " 视 为 同类 可 恨 的 东西 ,竟然 制定 了 
“数学 与 恶 行 禁 典 ”, 以 法 律 的 形式 使 打 而 希腊 数学 合法 化 。 公 元 
和 年 , 亚 力 山大 图 书馆 被 焚毁 , 藏 有 几 十 万 种 手稿 的 希腊 神 庙 亦 
付之一炬 ,数量 巨大 的 数学 科学 典籍 化 为 灰 烛 ! 对 希腊 数学 家 则 
如 对 待 敌 大 似 地 加 以 迫害 、 驱 逐 和 杀 改 1 

例如 血 染 数学 史 的 著名 数学 家 许 波 提 娅 ( Hypatia,370 一 415) ， 
她 是 数学 史上 第 一 位 女 数 学 家 ,其 父 赛 贫 是 当时 的 著名 学 者 ,精通 
数学 与 天 文 。 许 受 其 父 影响 ,在 自然 科学 和 数学 上 受到 极 好 的 早 
期 教育 ,后 以 数学 研究 为 职业 ,可 借 她 的 论文 几乎 全 部 被 罗马 人 烧 
毁 , 只 剩 下 她 关于 二 次 方程 求 根 公 式 等 少量 成 果 。 她 拒绝 如 入 基 
督 教 ,是 新 柏拉图 学 派 的 领袖 ,试图 继 对 和 光大 古 希腊 的 文明 与 数 
学 科学 ,她 以 聪明 和 雄辩 的 才能 ,以 丰富 的 知识 和 端庄 美丽 的 仪容 
赢得 举国 上 下 的 爱戴 , 当时 王子 向 她 求婚 ,她 回答 道 :我 不 能 再 
嫁 ,因为 我 已 献身 于 真理 !" 她 的 学 问 与 威望 被 基督 教 视 为 一 种 威 
胁 ,当局 指责 她 的 学 问 是 异端 外 说 , 必 和 欲 置 之 死地 而 后 快 。 

415 年 ,基督 教 长 西里 尔 指派 一 伙 烘 徒 对 许 波 提 娅 拦路 行凶 ， 
拔 光 她 的 头发 ,用 牡 虹 过 把 她 的 皮肉 刊 下 来 ,把 残余 的 骨架 放火 烧 
掉 , 罗 马 帝 国 的 统治 者 仇视 科学 达到 了 开心 病 狂 的 地 步 !1 529 年 ， 
罗 与 王 杰 斯 丁 宁 下 令 封闭 希 腾 学 校 ,大 批 希 腊 知 识 分 子 逃 亡国 外 ， 
灿烂 的 古 希 腊 数 学 在 鄙视 科学 的 罗马 统治 者 手下 打击 得 一 落 车 
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支 。 

64] 年 ,回教 徒 征服 亚 力 山 大 ,阿拉 伯 人 把 基督 徒 支 后 残余 的 
一 些 希 脐 文献 拿 来 当 柴 烧 , 亚 力 山大 城 里 的 浴池 连续 6 个 月 用 希 
颈 的 羊皮 纸 文献 烧 水 , 真 可 谓 文 化 大 浩劫, 从 此 希腊 数学 一 厥 不 
振 ,各 烂 的 古 希腊 数学 的 光 瘤 熄灭 了 。 

野蛮 和 不 学 无 术 是 文化 科学 的 大 灾 星 ,回忆 我 国 秦 ,元 , 清 等 
几 个 时 代 造 成 的 数学 衰落 ,与 古 希 腊 的 数学 遭遇 如 出 一 驾 。 

除了 政治 原因 外 ,希腊 数学 传统 的 局 限 性 也 是 阻碍 它 继续 繁 
荣 的 一 个 原因 。 

(1) 古 希腊 数学 家 过 份 强调 逻辑 性 与 严密 性 。 欧 几 里 得 的 《 原 
本 》 是 希腊 数学 的 样板 , 它 只 言 理论 而 不 言 它 ,而 且 太 偏爱 几何 , 即 
使 代数 问题 ,也 诉 诸 几 何 来 加 以 证 明 ,这 就 束缚 了 非 几何 分 支 的 发 
展 。 

(2) 古 希 脂 数 学 大 多 数 ( 也 有 少数 例外 ,例如 阿 基 米 德 ) 鄂 视 应 
用 ,热衷 于 抽象 , 诸 塞 了 从 实际 问题 中 提炼 数学 概念 .理论 与 解法 
的 渠道 。 

古 希 脂 数 学 的 优 缺 点 与 古代 中 国 数学 的 缺点 与 优点 恰好 是 互 
补 的 ,由 此 可 知 多 种 文化 科学 的 交流 融合 是 多 么 必要 。 


第 三 章 解析 几何 开辟 
高 等 数学 新 纪元 


解析 几何 彻底 改变 了 数学 的 研究 方法 
一 一 M. 克 莱 


1 划时代 的 数学 家 和 
划时代 的 数学 学 科 


1637 年 , 稍 卡 儿 的 名 著 《 凡 何 学 ?问世 ,宣布 解析 几何 的 诞生 。 
解析 几何 的 创立 标志 着 数学 从 初等 教学 时 期 进 人 高 等 数学 时 期 。 
第 卡 儿 是 一 位 划时代 的 数学 家 ,解析 几何 是 一 门 划时代 的 数学 。 
解析 几何 使 变量 成 为 数学 舞台 的 主要 角色 ,建立 的 坐标 系 为 数学 
科学 搭建 了 赖 以 繁衍 生息 的 大 厦 的 框架 。 

第 卡 儿 (Descartes Refe du Perron,1596 一 1650), 法 国 著 名 哲学 
家 ,数学 家 和 自然 科学 家 , 生 于 法 国 图 赖 讷 地 区 的 拉 艾 城 。1612 
年 考 人 巴黎 普 瓦 捷 大 学 攻读 法 学 , 获 法 学 博士 学 位 ,成 了 一 名 律 
师 。1628 年 移居 荷兰 ,潜心 数学 研究 20 余年 ,为 人 类 科学 事业 做 
出 不 朽 的 贡献 。 他 的 代表 作 是 《几何 学 》, 全 书 分 成 3 卷 ,第 一 卷 把 
线段 与 数量 (长 度 ) 联 系 起 来 ,把 几何 问题 代数 化 ,用 方程 表示 线段 
间 的 关系 ;第 二 卷 把 平面 上 的 点 与 坐标 (*,y》 对 应 起 来 ,把 曲线 化 
成 含 两 个 变量 x 与 y 的 方程 ;第 三 卷 讨论 代数 方程 的 理论 。 

笛 卡 儿 不 仅 是 解析 几何 的 创始 人 ,而 且 是 近代 西方 哲学 的 莫 
基 人 之 一 ,他 的 数学 思想 和 数学 方法 洋溢 着 深刻 的 哲学 气息 和 形 
而 上 学 的 思辩 性。 他 的 哲学 著作 有 : 

1634 年 ,《 字 定论》;1637 年 ,《 方 法 论 》;1641 年 ,《 形 而 上 学 的 
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沉思 》; 1644 年 ,《 哲 学 原理 》;1701 年 ,( 指 导 哲 学 之 原则 》。 

创立 解析 几何 的 著作 《几何 学 》 则 是 作为 (方法 论 } 附 录 的 形式 
问世 的 。 
《宇宙 论 》 论 述 哥 白 尼 学 说 ,讨论 地 球 自转 与 宇宙 无 限 的 理论 。 
为 了 避 开 教会 的 耳目 , 币 卡 儿 把 这 一 著作 的 主要 章节 附 在 标题 为 
《科学 中 正确 运用 理性 和 追求 真理 的 方法 论 》( 后 人 称 之 为 《方法 
论 》) 之 后 发 行 ,不 然 .入 卡 儿 也 许 由 于 宣传 “异端 "学 说 刹 到 教会 迫 
害 。 币 卡 儿 豪 赋 内 向 ,性 格 谨 小 债 微 , 胆 小 怕 事 , 摄 于 法 国 卡尔 文 
教会 的 汲 威 而 流亡 荷兰 。 

在 《方法 论 } 中 管 卡 儿 批评 了 古 希腊 几何 的 刻意 抽象 和 每 个 题 
目 都 需要 一 些 特 设 的 技巧 的 弊端 ,阻碍 几何 学 的 进一步 发 展 。 笛 
卡 儿 欲 搞 一 种 思想 与 方法 都 具有 统一 性 的 代数 化 的 新 几何 学 来 取 
代 欧 几 里 得 式 的 儿 何 ,他 终于 成 功 了 ,他 发 明 的 解析 几何 设立 坐标 
系 与 点 的 坐标 (x,y), 把 数 与 形 统一 了 起 来 。 

1619 年 , 箔 卡 几 研究 “ 帕 波 斯 问题 ”: 

平面 上 给 定 5 条 直线 ,4,43,44,1s 和 动 点 P, 过 已 点 向 这 5 
条 直线 分 别 作 线段 P41, P42, P43, P44, P4s; 41,42, 43, 44, 45 分 
别 在 1,12,13,14, ls 上, 且 PAi 与 上 的 夹 角 为 ai,i =1,2,…,5; a 
是 事先 任意 指定 的 ,要求 

{PAD( PA2) (PA3) = k( PA4){ PA;) 

其 中 下 是 事先 指定 的 正 数 。 求 P 点 的 轨迹 。 

这 个 间 题 引发 了 尔 卡 儿 建立 坐标 系 , 且 把 几何 问题 化 成 代数 
方程 的 思想 ,这 个 问题 是 引发 解析 几何 诞生 的 重要 契机 之 一 。 


例如 当下 | 13 上 Llsvai = 瑟 (i=1,2,…,5) 的 情形 ,县 
设 ,了 ,3,4 依次 相距 a >0, 见 图 3.1。 

设 P44=x,PAs=y, 则 PA1=%x-3a,P4=%~2a,PA3=x~ 
a, 欲 使 


PA1* PA2° PA3 = khPA4* PAs 
应 有 
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图 3.1 


(x ~ 3a)(x -2a)(x - a) = hxy 

x Gaxi + (6az + 2a? + 3al)x -6a3 = kxy 

3 Gax? + 1la2x -6a3 = hxy (3.1) 
即 所 求 轨迹 是 与 i 的 距离 为 x 与 i; 的 距离 为 y, x,y, 满 足 方程 
《3.1) 的 点 的 轨迹 。 曲 线 方程 (3.1) 被 牛顿 称 为 笛 卡 儿 二 次 曲线 或 
三 叉 戟 曲线 。 

按 笛 卡 儿 的 说 法 ,把 4 与 1s 取 为 坐标 轴 ,(>,y) 称 为 己 点 的 
坐标 ,方程 (3.1) 是 动 点 P 的 轨迹 方程 ;于 是 身 卡 儿 把 一 条 轨迹 曲 
线 与 一 个 二 元 方程 视 为 同一 事物 ,而 且 可 以 通过 方程 的 研究 得 知 
相应 的 曲线 的 件 质 。 简 卡 儿 解决 “ 帕 波 斯 问题 "等 几何 问题 的 这 种 
具体 思路 与 方法 推 而 广 之 一 般 化 之 后 , 迷 发 育成 一 门 叫做 解析 几 
何 的 新 学 科 。“ 解 析 ” 二 字 指 用 代数 方程 这 种 解 斩 表达 式 来 描述 几 
何 对 象 ,进而 可 以 解析 地 , 即 代 数 地 研究 几何 问题 。 

通过 解决 帕 波 斯 问题 等 几何 问题 , 笛 卡 儿 灵 感 涌现 ,犹如 拾 到 
了 一 串 打开 高 等 数学 奥秘 的 “ 魔 钥 ”: 设 一 些 几 何 对 象 的 量 为 *, y， 
z, 建 立 坐 标 系 ,推导 几何 对 象 满足 的 代数 方程 ,从 而 把 几何 代数 
化 。 

产生 数学 灵感 并 非 准 人 都 有 这 种 幸运 , 它 是 以 对 前 人 的 数学 
理论 与 方法 有 了 全 面 透彻 的 掌握 为 基础 ,经 过 自己 对 问题 勤奋 不 
懈 的 深思 熟 虑 的 果实 , 正 所谓 种 玫瑰 者 得 花 。 

币 卡 儿 的 童年 过 得 并 不 幸福 ,其 母 生 他 时 去 世 , 笛 卡 儿 也 险些 
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天 折 , 他 的 名 字 中 的 Reiie 法 文 是 “重生 "的 意思 。 币 卡 儿 从 小 身体 
瘦弱 ,只 好 躺 状 看 书 , 于 是 养 成 了 一 生 都 喜欢 躺 着 思考 科学 问题 的 
毛病 。 他 极其 聪敏 ,好奇 心 强 . 当时 他 上 学 的 教会 学 校 向 学 生 灌输 
宗教 与 经 院 哲 学 那 一 套 陈 词 洲 调 , 笛 卡 儿 看 穿 了 它 的 破绽 和 雇 误 ， 
听课 后 直言 :没有 一 件 事 不 是 可 疑 的 .他 只 喜欢 数学 老师 克拉 维 
斯 的 代数 课 , 这 位 老师 也 是 利 玛 塞 的 老师 ,法 国 小 有 各 气 的 数学 
家 。 笛 卡 儿 把 全 部 求知 欲 都 便 注 到 代数 课 上 去 了 ,但 他 很 快 就 察 
和 觉 到 代数 的 一 些 内容 缺 乏 直 观 性 ,同时 他 又 不 喜欢 欧 几 里 得 几何 ， 
觉得 它 缺 乏 动感 和 想象 力 , 笛 卡 儿 立 志 要 建立 一 种 集 代数 与 几何 
丽 门 学 科 的 优点 于 一 鼻 而 又 能 去 掉 两 者 缺点 的 新 学 科 。 化 满 脑子 
净 是 这 种 思绪 ,一 俱 时 机 来 临 ,例如 遇 到 上 述 帕 波 斯 问题 ,就 会 产 
生灵 感 而 涌现 出 脑子 里 长 期 梦 魂 莹 绕 的 问题 的 解决 方案 。 

第 卡 儿 除 了 创建 押 析 几何 外 ,还 给 出 多 项 式 正 灸 根 个 数 和 待 
定 系 数 法 等 重要 的 数学 方法 。 

对 于 RR 次 方程 

xz)=aom + a t+ "+ a =0(a0#0, an #0) 

第 卡 儿 证 明 : 序 列 ao,aj,az,…,as 变 导 次 数 为 p, 则 f(x) =0 的 
正 根 个 数 (一 个 重 根 按 k 个 根 计 算 ) 等 于 p 或 比 p 少 一 个 正 偶 
数 ,p =0 时 无 正 根 ,p =1 时 有 且 仅 有 一 个 单 草 正 根 。 

从 第 卡 儿 的 手稿 中 发 现 币 卡 儿 比 网 拉 早 10 年 就 知道 了 多 面 
体 公 式 


v-set+$=2 
其 中 ， 是 顶 数 ,s 是 棱 数 , 放 是 面 数 。 
笛 卡 儿 还 算出 了 摆 线 的 面积 ,给 出 对 数 螺 线 的 极 坐 标 方程 为 
p= ae 好 
以 及 币 卡 儿 叶 形 线 的 方程 为 
2+ = 3ary 
见 图 3.2。 


顶点 4 的 坐标 为 { 3 , 强 ] , 阅 杜 中 的 面积 为 S= 这 as 
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中 


图 3.2 


笛 卡 玫 对 数学 的 本 质 有 独到 的 见解 ,他 说 ;所 有 那些 旨 在 研 
究 顺 序 与 度量 的 科学 ,都 和 数学 有 关 。 至 于 所 求 的 度量 是 关于 数 
的 呢 , 形 的 呢 , 声 的 呢 , 还 是 其 他 东西 的 呢 , 都 是 无 关 紧 要 的 。 因 
此 ,应 当 有 一 门 普遍 的 科学 ,去 解释 所 有 我 们 能 够 知道 的 顺序 和 度 
量 , 而 不 考虑 它们 在 个 别 科学 中 的 应 用 。 事 实 上 ,通过 长 期 的 使 
用 ,这 门 科学 已 经 有 了 自身 的 专 名 , 它 就 是 数学 。 它 之 所 以 在 心灵 
活动 和 重要 性 上 远 远 超过 那些 依赖 于 它 的 科学 ,是 因为 它 完全 包 
括 了 这 些 科学 的 研究 对 象 。” 
笛 卡 儿 说 :“ 上 帝 是 按照 数学 规律 建立 自然 界 的 ”他 强调 理 
性 , 轻 祝 经验 ,他 的 哲学 格言 日 :我 思 , 故 我 在 "他 的 数学 格言 是 : 
“一 切 问 题 可 以 化 成 数学 问题 ， 
一 切 数 学 问题 可 以 化 成 代数 问题 ， 
一 切 慌 数 问题 可 以 化 成 方程 求解 的 问题 
对 于 他 的 哲学 格言 ,我 们 不 敢 完 全 苟同 ,但 对 于 他 的 数学 格言 ,我 
们 不 可 议 不 信 。 
第 卡 儿 一 生 办 事 谨 镇 ,与 沁 无 争 , 但 终 因 其 科学 结论 与 教义 相 
违 而 招致 教会 的 迫害 , 1647 年 禁 蒂 冈 把 笛 卡 儿 的 著作 列 为 “ 禁 
书 " ,宣布 全 部 焚毁 。 笛 卡 此 去 世 时 ,无 人 敢 去 给 这 位 "危险 人 物 ” 
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送 莫 ,没有 追悼 会 ,没有 悼词 , 几 个 亲友 把 他 草草 安 项 了 事 。 


恰 


由 于 稍 卡 儿 的 数学 成 就 和 哲学 成 就 如 此 之 大 , 以 致 于 深 受 全 


世界 各 国正 义 人 民 的 无 限 怀念 与 尊崇 。 他 去 世 17 年 之 后 ,法 同 政 


府 下 令 把 他 的 骨灰 迎 回 他 的 祖 , 安 项 在 活 提 芍 法 国 伟人 划 地 ， 


1799 年 移 人 法 


内 。 摹 碑 上 刻 : 


历史 博物 馆 , 1819 年 又 保存 在 圣 日 耳 曼 圣 心 党 


“ 笛 卡 几 ， 
欧洲 文艺 复兴 以 来 ， 
为 人 类 争取 并 保证 理性 权利 的 第 一 人 ”。 
设想 没有 笛 卡 儿 , 没 有 坐标 系 和 变量 ,没有 解析 几何 ,今日 的 
数学 内 容 还 能 剩 下 些 什么 ? 
应 该 提 到 的 是 ,法 国 另 一 位 比 笛 卡 儿 小 5 岁 的 数学 家 费 马 (P. 
de Fermat, 1601 一 1665) 从 另 一 个 出 发 点 独立 地 进行 了 解析 几何 的 
初创 工作 , 费 马 主要 是 从 不 定 方程 解 的 作 图 这 一 角度 开展 解析 风 
何 工作 的 ,也 是 继承 阿波 罗 尼 奥 斯 和 帕 波斯 的 工作 之 后 ,发 扬 光 大 
之 擅 出 了 解析 并 何 的 理论 与 方法 。 


2 解析 几何 的 发 展 与 完善 


解析 几何 一 经 建立 ,就 得 到 了 膨胀 式 的 迅速 发 展 , 自 广泛 渗透 
到 数学 与 物理 学 等 多 个 学 科 中 去 。 

1692 年 , 莱 布 尼 次 首先 使 用 “坐标 "一 词 ,两 年 后 , 莱 布 尼 兹 正 
式 提出 “ 纵 坐 标 " 的 术语 ,到 18 世纪 ,德国 数学 家 沃 尔 夫 引 人 “ 模 坐 


解析 几何 "的 名 称 则 是 18 世纪 末 由 法 国 数学 家 拉 


克 重 瓦 正 式 引 人 的 。 

1665 年 英国 数学 家 沃 利 斯 在 其 著作 《 论 圆锥 曲线 》 中 第 一 次 
将 圆锥 曲线 定义 为 对 应 于 x,y 的 二 次 方程 的 曲线 , 且 证 明了 其 等 
同性 ,又 用 *,y 的 二 次 方程 来 推导 出 圆锥 曲线 的 性 质 。 

1748 年 , 欧 拉 在 《无 穷 分 析 引 论 》 中 从 一 般 二 次 方程 


ax2+ bey + or + dxteyt+f=0 
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出 发 ,系统 研究 了 圆锥 曲线 的 各 种 情形 ,并 在 圆锥 曲线 的 研究 当中 
引入 参数 方程 和 极 坐 标 。 

在 《无 穷 分 析 引 论 》 中 , 欧 拉 还 研究 了 3 个 变量 *,y,z 的 二 次 
方程 


ax2 + by + ce + 2fyz + 2g2x + 2hxy + 
2ux + 20y + 2wz + d= 0 {3.2) 

其 中 系数 皆 实 数 ,二 次 项 系数 不 全 为 零 ,得 到 6 种 二 次 曲面 : 锥 面 、 
柱 面 . 椭 球 面 单 叶 和 双 叶 双 曲 面 , 双 曲 抛物 面 和 抛物 柱 面 ,是 按 系 
数 对 方程 (3.2) 进 行 了 分 类 。 

1802 年 ,法国 数 学 家 蒙 日 证 明 每 个 二 次 曲面 与 平面 的 截 线 细 
二 次 曲线 , 且 平 行 截 口 是 相似 的 二 次 曲线 。 

1832 年 ,瑞士 数学 家 施 素 纳 建立 了 直 纹 面 二 次 曲面 的 理论 。 

到 19 世 纪 , 解 析 儿 何 已 里 至 完善 。 


3 几何 定理 的 机 器 证 明 


有 了 解析 几何 ,初等 几何 中 的 命题 ,如 果 条 件 中 不 涉及 不 等 
式 , 则 可 以 通过 坐标 系 的 选取 ,把 已 知 与 结论 用 相应 的 代数 等 式 来 
表达 ,于 是 初等 几何 的 命题 可 以 化 为 在 已 知 一 些 代数 式 成 立 的 条 
件 下 ,求证 男 一 些 民 数 式 成 立 的 问题 ,而 代数 式 是 否 为 恒等式 ,可 
用 计算 机 来 判定 。 

1977 年 ,我 国 著名 数学 家 匡 文俊 在 《中 国 科 学 }》 上 发 表 ¢ 初 等 
几何 判定 问题 与 机 械 化 证 明 》 的 开创 性 论文 ,给 出 了 证 明 等 式 型 初 
等 几何 定理 的 新 的 代数 方法 , 匡 方法 证 明 等 式 型 几何 定理 的 效率 
比 以 前 的 各 种 方法 高 得 多 ,“ 吴 方法 ”的 出 现 是 几何 定理 机 器 证 明 
领域 的 重要 突破 。20 世纪 80 年 代 ,“ 匡 方法 "的 威 功 促进 了 这 个 
领域 在 国际 范围 的 造 勃 发 展 。1984 年 , 匡 文俊 的 名 著 《 几 何 定理 
机 器 证 明 的 基本 原理 (初等 几何 部 分 )》 由 科学 出 版 社 出 版 ,中 国贸 
美学 者 周 咸 青 用 吴 方 法 证 明了 130 个 几何 定理 ,1988 年 ,又 用 吴 方 
法 证 明了 512 个 几何 定理 ;很 难 的 几何 定理 ,在 机 器 上 几 秒 钟 即 可 
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证 出 。 

吴 方 法 的 成 功 ,使 几何 定理 机 器 证 明 的 研究 空前 活跃 地 在 国 
内 外 开展 起 来 。 

历史 上 ,也 曾 有 一 些 大 数学 家 搞 过 几何 定理 的 机 械 化 解 题 广 
法 ,例如 49 世纪 到 20 世纪 的 大 数学 家 希 尔 伯 特 在 其 名 著 《 几 何 基 
础 》 中 就 曾 有 过 这 方面 一 些 论述 。 

1948 年 , 塔 斯 基 (Tarski) 发 表 了 一 则 重要 定理 :“ 一 切 初等 几何 
和 初等 代数 命题 构成 的 命题 类 ,是 可 判定 的 - "就 是 说 ,如 果 命 题 的 
前 提 与 结论 都 可 用 有 限 个 整 系数 多 项 式 的 等 式 或 不 等 式 来 表达 ， 
则 存在 一 套 机 被 的 方法 ,对 于 此 命题 类 中 的 问题 ,能 用 这 种 机 械 的 
方法 经 有 限 步 操作 而 判定 该 命题 之 真 伪 。 

面 且 该 定理 的 证 明 是 构造 性 的 , 塔 斯 基 真 的 给 出 了 一 套 判 定 
初等 几何 和 初等 代数 问题 的 机 械 化 方法 ,但 他 的 方法 (算法 ) 的 时 
间 复 杂 度 太 大 ,即使 用 快速 计算 机 ,也 不 能 在 合理 的 时 间 ( 例 如 几 
天 内 ) 判 断 稍微 难 一 点 的 几何 定理 (例如 西 摩 松 定理 ) 之 真 伪 。 

塔 斯 基 工作 的 重要 性 主要 是 他 首创 用 解析 几何 的 方法 把 几何 
代数 化 ,再 用 代数 与 机 器 相 结合 来 解决 问题 这 一 可 贵 的 思路 。 

19%75 年 , 考 林 斯 (Collins) 提 出 比 塔 斯 基 算法 效率 高 的 新 方法 ， 
但 在 计算 机 上 仍 只 能 解决 个 别 稍 难 的 几何 问题 。 

19%76 年 , 吴 文俊 开始 从 事 定理 袖 器 证 明 ,在 短 短 的 几 年 内 .就 
取得 了 重大 突破 。 吴 在 《几何 定理 机 器 证 明 的 基本 原理 (初等 几何 
部 分 )》 当 中 ,遵循 机 械 化 思想 引 人 数 系 和 公理 ,分 门 别 类 地 分 析 几 
种 几何 体系 ,明确 建立 了 各 类 几何 的 机 械 化 定理 ,系统 地 立 明 几何 
定理 机 械 化 证 明代 数 方法 的 基础 。 这 本 书 的 问世 ,是 数学 机 械 化 
领域 的 大 事 ,确定 了 数学 机 械 化 在 我 国 的 优势 。1994 年 《几何 定 
理 机 器 证 明 的 基本 原理 (初等 几何 部 分 )》 由 著名 的 Springer 出 版 
社 出 版 。 

在 计算 机 自动 推理 的 研究 当中 ,几何 定理 的 机 器 证 明 曾 经 是 
最 不 成 功 的 领域 ,如 今 它 却 变 成 了 最 成 功 的 领域 ; 吴 方 法 还 能 证 明 
局 部 微分 几何 定理 ,并 有 其 他 众多 应 用 ; 吴 方 法 提供 了 一 套 处 理 非 
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线性 代数 方程 组 的 理论 与 方法 ,而 且 吴 方法 具有 很 高 的 效率 ,原来 
几 十 个 小 时 证 出 的 问题 ,现在 仅 需 几 秒 钟 即 可 。 

吴 文 俊 , 1919 年 生 于 上 海 一 个 知识 分 子 家 庭 ,1936 年 考 人 上 
海 交通 大 学 数学 系 , 是 全 校 3 名 奖学金 获得 者 之 -~。1946 年 , 吴 
文俊 到 陈省身 主持 的 中 央 研 究 院 数学 研究 所 工作 ,开始 研究 拓扑 
学 。1947 年 , 匡 在 普林斯顿 大 学 主办 的 《数学 年 刊 》 上 发 表 了 关于 
示 性 类 的 精彩 论文 。1947 年 赴 法 留学 ,1949 年 获 法 国 国家 捕 士 学 
位 ,之 后 参加 互 , 嘉 当 和 布尔 巴 基 两 个 讨论 班 。1951 年 回国 任 北大 
数学 系 教授 ,1952 年 任 中 国 科学 院 研究 员 ,1956 年 获 第 一 届 国家 
自然 科学 一 等 奖 ,1957 年 选 为 中 国 科 学 院 学 部 委员 。 

吴 文 俊 在 中 国 古 算 研 究 的 基础 上 ,分 析 西方 从 古 希 腊 到 笛 卡 
儿 思 想 的 特点 ,中 西 合璧 ,1977 年 终于 创造 出 几何 机 器 证 明 的 现 
代 化 数学 分 支 ,1978 年 ,他 把 这 一 方法 推广 到 微分 几何 。 他 十 分 
重视 中 国 古 代数 学 中 的 精华 (例如 算法 奈 想 ) ,1986 年 吴 在 世界 数 
学 家 大 会 上 儿 的 关于 中 国 数学 史 的 报告 ,引起 世界 数学 界 的 广泛 
兴趣 。 在 近代 数学 史上 ,几何 定理 机 器 证 明 是 第 一 个 由 中 国 数学 
家 开创 的 数学 新 领域 ,首次 出 现 不 沿袭 他 国 主题 .他 国 问题 和 他 国 
方法 的 现代 数学 成 就 , 且 吸 引 了 众多 世界 数学 家 向 中 国 数学 家 党 
习 。 1990 年 ,成 立 了 以 吴 文 俊 为 首 的 "数学 机 械 化 中 心 。 

在 机 器 证 明 方面 , 吴 文俊 的 主要 贡献 在 于 : 

(1) 提 出 一 套 有 效 算法 ,使 代数 方程 组 通过 机 器 消 元 而 变 成 一 
个 代数 方程 式 。 

(2) 解 代数 方程 组 可 以 扩大 到 带 微分 的 代数 方程 组 ,从 而 扩大 
了 研究 范围 。 

《3) 不 仅 可 以 证 明定 理 ,而 且 可 以 发 现 定理 。 

(人 与 许多 从 前 是 原则 上 可 行 的 方法 相 比 , 匡 方 法 变 成 完全 可 
行 的 算法 。 

(5) 算 法 稳定 , 且 可 一 举 多 解 。 

陈省身 称 吴 文俊 “是 一 位 杰出 的 数学 家 ,他 的 工作 表现 出 丰富 
的 想象 力 和 独创 性 ,贡献 卓著 。”J. 5. 穆 尔 (Moore) 认 为 “在 吴 文俊 
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之 前 ,机 械 化 的 几何 定理 证 明 处 于 黑暗 时 期 ,而 吴 文 俊 的 工作 给 整 
个 领域 带 来 光明 ,"L. 温 斯 (Wos) 认 为 “ 洽 文俊 的 证 明 路 线 是 处 理 
几何 何 题 最 强 有 力 的 方法 , 吴 文俊 的 工作 将 永 载 史册 。” 

由 于 吴 文 俊 在 纯粹 数学 应 用 数学 和 定理 机 器 证 明 诸 领域 的 
重大 成 果 ,中 国政 府 于 2001 年 向 吴 文俊 院士 颁发 了 “重大 科学 技 
术 成 就 特别 奖 ”。 

在 几何 机 器 证 明 这 一 领域 ,还 有 两 个 问题 ; 

(1) 几何 定理 机 械 证 明 可 污 性 证 明 的 自动 生成 问题 。 

(2}》 几 何不 等 式 的 机 器 证 明 问题 。 

20 世 纪 9 年 代 , 这 两 个 问题 也 由 中 国 数学 家 相继 突破 。 

在 机 器 证 明 的 全 过 程 中 ,要 多 次 进行 多 项 式 的 运算 ,处 理 的 多 
项 式 往往 是 高 次 的 甚至 上 千 项 的 大 多 项 式 ,打印 出 这 种 证 明 过 程 ， 
大 们 在 合理 的 时 间 内 很 难看 收 , 更 难以 弄 明白 其 中 的 几何 意义 ,不 
易 检 验 其 正 误 。 

1992 年 ,我 国 著名 数学 家 张 景 中 院士 到 美国 维 奇 塔 大 学 与 同 
行 专家 周 咸 青 ,高 小 山 等 人 合作 研究 , 张 景 中 终于 在 短期 内 解决 了 
可 读 性 证 明 的 难题 ,他 以 “平行 四 边 形 对 角 线 互 相 平分 "和 "“ 帕 普 斯 
定理 "进行 了 演示 ,得 到 了 便于 理解 和 检验 的 可 与 人 工 证 明 媲 美的 
可 读 性 机 器 证 明 ,计算 机 开始 像 人 那样 来 解决 几何 问题 。 这 一 成 
果 被 国际 同行 誉 为 计算 机 发 展 几 何 问题 解 是 能 力道 路 上 的 里 程 
碑 。” 


1993 年 张 景 中 、 杨 路 .高 小 山 和 周 威 育 等 用 计算 机 发 现 了 几 
十 条 非 欧 几 何 的 新 定理 ,并 用 机 器 自动 生成 了 它们 的 可 读 证 明 。 

张 景 中 ,1936 年 出 生 于 河南 省 , 1959 年 北京 大 学 数学 力学 系 
毕业 ,1979 年 任教 于 中 国 科学 技术 大 学 ,1986 年 任 中 科 院 研究 员 ， 
1995 年 选 为 中 国 科学 院 院 士 。 从 事 机 器 证 明 ,距离 几何 和 动力 系 
统 等 领域 的 研究 工作 ,发 表 论 文 百 多 篇 。 他 提出 的 系统 的 面积 法 
有 有 效 地 用 于 机 器 证 明之 中 ,使 几何 定理 可 读 性 证 明 的 自动 生成 这 
个 多 年 进展 甚 微 的 难题 得 以 突破 ,1995 年 获 中 科 院 自然 科学 一 等 
奖 ,1997 年 , 获 国家 自然 科学 二 等 奖 。 张 景 中 在 教育 数学 领域 亦 


769 


有 创造 性 工作 ,上 且 为 人 正义 ,为 人 师表 。 

1998 年 ,中 国 著名 数学 家 杨 路 发 表 论文 《不 等 式 机 器 证 明 的 
降 维 算法 与 通用 程序 》, 使 不 等 式 的 机 器 证 明 这 一 难题 得 以 突破 。 
杨 路 成 功 地 用 机 器 证 明了 1000 多 个 不 等 式 , 其 中 近 半 数 是 近期 提 
出 的 未 经 证 明 的 猜想 ,他 对 《几何 不 等 式 》 一 书 中 120 个 基本 不 等 
式 的 证 明 总 耗 时 仅 20 多 秘 。 
下 面 以 1996 年 杨 路 , 张 景 中 , 伐 晓 荣 在 专著 《 非 线性 代数 方程 
组 与 定理 机 器 证 明 ; 一 书 中 给 出 的 西 摩 松 定理 为 例 ,说明 平面 几何 
问题 如 何 代 数 化 再 进行 机 器 证 明 的 因 路 ; 
ABC 的 外 接 贺 上 任 取 一 点 DD, 自 D 向 8C, C4, 妇 引 牌 线 ， 
垂 足 依次 为 ,FF, 6, 则 E, 玉 ,6 在 同一 条 直线 上 (此 直线 称 为 西 
摩 松 线 )。 

取 外 接 圆心 0 为 坐标 原点 ,半径 为 1, 且 取 D 点 为 D1,0)， 
他 点 为 
Alx1s 71), B(x2, 72), Cx3s y3), E(xs, Ys) Fxes y6), G(x7, Y7) 
由 卫 在 BC 上 等 条 件 得 

x5 = Axy + (1 — A)xss ys = Ay2 + (1 — A ys 


x6 = jos+t1-A)xzly6= Hy3+ (1 -py (3.3) 
x = px + (1 — p)z277 = pyt + (1 - p)y 
站 = 邓 + 好 -1=0 
pz= 双 + 下 -1=0 
pa= 双 + 下 -1=0 
pe = -XA x) A+ -Xp -9) = 
pe = (1 pms pra x) 93+ -9 -n=0 
pe = -pp za) p+ -py -y=0 
其 中 pi 表示 4 点 在 单位 圆周 上 ,py 表示 DE | BC 等 。 欲 证 E， 
天 ,G 共 线 , 妈 
中 = (xs— xe)(ys — y7) — (xs — xi)(ys ~ y6) = 0 
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利用 ,paps 把 ps ,ps ,pe 变 成 
ps= C24- D(xmxat yy —1)+ (x -r=0 
ps = 24- (xxt+ p71 ~ 1) + (x -x)=0 
pb6=(2o-1)(xtxz+yy -I+ (x x = 0 
出 式 (3.3) 可 得 
g= (or 如 --A-p+iy， 
fxz(y -73)+ sy3— P+ ry 7] =0 
8 是 一 个 9 元 多 项 式 , 它 的 9 个 变量 之 间 用 pi, pz,p3,p4sps,ps 约 
东 着 ,可 以 消 元 使 得 只 剩 下 3 个 自由 变 元 ,不 妨 设 x1 ,x2, za 是 自 
由 变 元 ,可 得 一 多 项 
更 = B(xi,x2,X3) 
于 是 可 以 用 机 器 来 证 明 瑟 恒 为 零 , 即 证 明了 西 摩 松 定理 - 
机 器 如 何 用 一 定 的 算法 来 证 一 个 多 项 式 蚀 为 零 呢 ? 
1986 年 ,中国 数学 家 洪 加 威 在 《中 国 科 学 》 上 发 表 《 能 用 例证 
法 证 明 几何 定理 吗 ?》, 给 出 著名 的 “例证 法 ”, 例 如 和 欲 证 (xz + 1) (x 
-1)=*-1, 取 x=0, 得 -1= -1, 等 式 成 立 ; 取 x=1, 得 0=0, 等 
式 成 立 ; 取 * =2, 得 3=3, 等 式 成 立 , 所 以 由 代数 基本 定理 ,(x+1) 
x(xz -1) =x? -1 不 是 方程 ,而 是 恒等式 。 一 般 而 言 有 以 下 定理 : 
若 f(x) = 4(x) 是 一 个 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 等 式 , 且 找 到 
了 +1 个 不 同 的 数 ao, ec,…，,m ,使 得 Ke) = g(ai),i=0,1, 
,ns 则 fx)= q(x) 
1989 年 , 杨 路 , 张 景 中 发 表 《 定 理 机 械 化 证 明 的 数值 并 行 法 及 
单 例证 法 原理 概述 》 的 论文 ,使 证 法 的 时 间 复 杂 度 降低 。 
在 倍 立方 问题 中 我 们 知道 3 不 是 规 尺 数 ,而 一 元 二 次 方程 的 
根 是 规 尺 教 ,可 见 92 不 是 一 元 二 次 方程 的 根 ,此 事 可 以 推广 。 
1995 年 , 侯 晓 荣 在 学 位 论文 4 几何 定理 机 器 证 明 的 实验 法 ?中 
给 出 了 所 谓 “ 单 例 实验 法 "。 它 的 基础 原理 是 : 
车 f(x1,x2,…, 4) 是 x ,x2,…, v4 的 多 项 式 ,关于 二 的 次 数 
不 大 于 Ri, 又 pi,pP2,…,Ph 是 互 不 相同 的 罕 数 , 阁 
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PP pi) =0 

网 f(xi, x2, 7 ) = 0 

上 面谈 的 这 些 运算 .缘由 计算 机 去 完成 。 

几何 定理 的 机 器 证 明 蕴含 深刻 的 哲理 ,例如 例证 法 ,传统 数学 
认为 ,例证 只 能 是 一 种 经 验 归纳 ,是 猜测 和 发 现 真 理 的 开端 ,而 不 
是 证 明 ,严格 证 明 似 乎 不 能 用 举例 来 完成 ,除非 是 有 限 的 情形 之 穷 
举 法 , 即 有 一 种 不 成 文 的 规矩 :举例 子 不 算 证 明 。 面 今 在 计算 机 上 
干 的 证 明 却 恰 为 例证 法 。 计 算 机 对 几何 定理 的 证 明 方式 明确 地 回 
答 了 哲学 家 穆 勒 (J .S. Mil) 的 困惑 :“ 为 什么 在 有 些 场 合 ,单个 实例 
对 完全 归纳 法 是 足够 的 ?” 


第 四 章 微 积 分 和 第 二 次 数学 危机 


任何 研究 工作 的 开端 ,几乎 都 是 极 不 完善 的 尝试 ,为 
了 寻求 真理 ,我 们 是 注定 要 经 历 挫 折 和 失败 的 。 
一 一 狄 德 罗 


1 微 积分 产生 的 社会 背景 和 数学 渊源 


微 积分 在 17 世纪 诞生 ,当然 不 是 偶然 的 ,17 世纪 给 予 了 数学 
以 巨大 的 推动 ,这 种 推动 来 自 当 时 的 政治 .经 济 和 社会 发 展 。 早 在 
上 5 世纪 ,欧洲 开始 文艺 复兴 ,难民 们 带 着 希腊 文化 流入 意大利 。 
在 15 世 纪 末 ,发 块 了 新 大 陆 (美洲 ), 完 成 了 环球 航行 ,商业 、 航 海 、 
天 文 和 测量 等 活动 日 益 繁荣 ,促进 了 流体 力学 、 天 体力 学 .几何 光 
学 以 及 天 文 仪器 和 光学 仪器 的 研究 。16 世纪 ,欧洲 出 现 了 毛 瑟 自 
动 枪 和 火炮 , 枪 炮 的 使 用 ,激发 了 运动 学 (例如 抛 体 运 动 规律 ) 和 动 
力学 (例如 力 与 速度 、 加 速度 ) 的 研究 。 
黑暗 的 中 世纪 之 后 ,在 生产 ,殖民 和 技术 的 需求 刺激 之 下 , 科 
学 以 意 想不到 的 力量 重新 兴起 , 且 以 神奇 的 速度 发 展 。 事 实 上 , 社 
会 一 旺 有 技术 上 的 需要 , 它 比 建立 10 所 大 学 更 能 把 科学 推 向 前 
进 ,而 科学 技术 的 进步 ,又 迫切 地 需要 数学 跟 上 来 为 之 提供 相应 的 
新 理论 新 方法 来 辅佐 科学 技术 的 更 快 更 高 地 发 展 。 
这 一 时 期 求 面积 , 求 体积 , 求 速 度 , 求 加 速度 , 求 行程 等 已 经 迫 
不 及 待 地 提 到 数学 家 的 面前 ,强烈 要 求 给 出 有 理 有 据 的 成 型 的 算 
-法 。 
从 数学 内 部 来 讲 , 古 时 中 国 的 “一 尺 之 杆 , 日 取 其 半 " 以 及 刘 
微 . 祖 冲 之 的 割 圆 求 x 和 希腊 阿 基 米 德 等 数学 家 内 穷竭 法 求 贺 的 
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面积 等 数学 活动 ,对 极限 与 无 穷 小 等 思想 与 概念 已 有 千 余年 的 孕 
育 。 而 刘 微 与 祖 蜡 建 立 的 “等 颇 等 积 定理 "种 阿 基 米 德 切 制 疗 柱 、 
内 切 球 和 圆锥 用 平衡 法 求 球体 积 的 聪明 方法 , 恰 是 积分 的 锥 形 , 当 
然 那 还 不 是 微 积分 意义 上 的 积分 ,只 是 九 月 怀胎 ,而 不 是 呈 吸 险 地 
的 婴儿 。 因 为 刘 徽 , 祖 蜡 和 阿 基 米 德 都 没有 函数 的 概念 和 没有 明 


确 提 出 积分 和 Pedau 求 极限 的 这 种 运算 形式 ,但 刘 徽 , 祖 虎 


和 阿 基 米 德 实质 上 干 的 正 是 分 割 求 和 及 取 极限 的 事 

17 世纪 初 ,很 多 数学 家 为 微 积分 的 登场 做 了 大 量 的 铺垫 和 前 
期 准备 工作 。 

工程 师 斯 带 文 (Simon Stevin,1548 一 1620) 和 意大利 数学 家 瓦 
莱 里 奥 (Luca Valerio,1552 一 1618) 是 现代 数学 两 位 早期 作者 , 他们 
采用 了 与 阿 基 米 德 相似 的 手法 来 求 和 矩形 水 阅 上 的 压力 问题 : 先 把 
水 闸 分 成 很 窄 的 水 平 长 条 ,然后 让 这 些 长 条 绕 其 中 位 线 旋转 成 水 
平 态 , 再 求 此 长 条 上 接受 的 压力 ,把 全 体 长 条 上 如 此 求 得 的 压力 加 
起 来 ,就 是 水 闻 受 的 压力 ,这 种 方法 与 初等 微 积分 中 的 积分 方法 已 
经 十 分 接近 。 
开 普 勒 为 了 计算 行星 第 二 定律 中 椭圆 的 面积 时 用 了 卡 瓦 列 利 
原理 ， 

(1) 车 两 个 平面 片 处 于 两 条 平行 线 之 间 , 且 平行 于 此 二 直线 
的 任 一 直线 与 两 平面 片 相 交 时 ,所 截 的 两 线段 相等 , 则 这 两 个 平面 
片面 积 相等 。 

(2) 车 丙 个 立体 处 于 两 个 平行 平面 之 间 , 且 平行 于 这 黄平 面 
的 任何 平面 与 此 二 立体 相交 时 ,所 截 得 的 面积 相等 , 则 这 两 个 立体 
体积 相等 。 

原始 (2) 就 是 我 国 刘 祖 的 等 军 等 积 定理 。 

这 些 原理 就 是 现代 积分 的 结论 ,不 过 此 前 的 数学 家 只 是 把 这 
些 原理 当 作 显然 的 直观 结论 接受 而 建立 起 来 的 ,并 未 给 以 严格 地 
数学 证 明 。 
开 普 勒 求 半 轴 为 a 与 5 的 梢 圆 的 面积 时 ,在 同一 坐标 系 中 , 椭 
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圆 和 圆 分 别 为 


Es 


2 
+ la > ,P+ 


见 图 4.1。 


y= 志 ( 加 一 避 生 y= (a 一) 直上 半 平 面 ) 


可 见 桥 圆 与 加 的 对 应 纵 坐 标 之 比 为 女 。 于 是 相应 的 弦 之 比 
4 可 由 


AB Tu 


由 卡 瓦 列 利 原 理 (1) 得 知 
椭圆 面积 = 故 ( 轿 面积 ) = 过 ra2 = xab 


卡 瓦 列 利 ( Bonaventura Cavalieri, 1598 一 1647) .意大利 米兰 人 ， 
物 利 略 的 学 生 , 波 洛 尼 亚 大 学 数学 教授 , 他 是 他 那个 时 代 最 有 影响 
的 数学 家 之 一 - 用 卡 瓦 列 利 原 理 (2) 可 以 求 得 球 的 体积 :在 图 4.2 
中 , 左 侧 为 半球 ,其 半径 是 r, 右 侧 是 高 为 " 半 底 为 的 圆柱 以 及 以 
此 圆柱 上 底 为 底 顶 点 在 圆柱 下 底 中 心 的 一 个 倒置 的 圆锥 ,把 半球 
和 控 去 圆锥 的 圆柱 状 * 杯 子 " 放 在 同一 平面 上 ,再 用 平行 于 底面 的 
平面 来 截 这 两 个 立体 , 则 左 侧 截 得 一 个 圆 (阴影 ), 此 加 半径 为 
VY- 所 ,其 中 下 是 截面 与 底 之 距离 ,此 圆 面积 为 x(r- 妇 )。 在 
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LO ES 8 a 


图 4.2 


侧 截 得 一 个 环 (阴影 ) ,其 面积 为 
mr rh = rr h) 
左右 侧 截面 积 一 致 , 故 半球 体积 与 “杯子 "体积 一 教 ， 


3 
Vg = VE 


Vi = Ee 


开 普 勒 在 求 圆 的 面积 时 ,用 了 微 元 法 :把 圆 近似 视 为 无 限 多 边 
的 正 多 边 形 , 这 些 正 多 边 形 每 边 是 一 个 二 角形 的 一 边 ,此 三 角形 的 
一 项 在 图 心 , 则 圆 被 分 割 成 许多 细 高 细 高 的 窑 三 角形 ,这 些小 三 角 
形 的 而 积 之 和 就 是 图 的 面积 ,而 每 个 这 种 三 角形 的 面积 近似 为 半 
径 与 这 小 三 角形 在 贺 上 的 那 段 东 ( 与 对 的 弧 近 似 ) 之 积 的 一 半 , 所 
以 贺 面 积 是 周 长 与 半径 积 之 半 ， 好人 5 = xn。 他 的 这 -办 法 就 
是 极 坐标 意义 上 的 积分 ,每 个 小 三 角 的 面积 ( 微 元 ) 为 


累加 之 , 求 极限 , 则 得 (用 现在 符号 写 的 话 ) 
a rr 1 
Fd = F722r rr 
在 牛顿 与 芋 布 尼 兹 下 手 搞 出 微 积分 之 前 ,积分 学 的 先期 准备 


工作 可 以 说 又 充分 又 长 远 , 所 以 定 积分 ( 即 积分 ) 出 现在 不 定 积分 
( 妈 原 汤 数 ) 之 前 ,微分 学 的 起 源 则 比 积分 学 的 起 源 跪 得 多 
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微分 学 的 前 期 工作 是 切线 问题 与 极 值 问题 。 
1629 年 费 马 最初 考 虑 的 极 值 问题 是 作 一 个 周 长 为 28 的 长 方 
形 ,使 其 面 最 大 。 他 设 此 长 方形 长 为 x, 则 宽 为 B - x ,于 是 面积 是 
x(B-%), 令 
x- EB-(x-E)]= 7x(B- x) 
(x- EB-(x- EE) -x(B-x)=0 


化 简 得 
2xE - BE-E=0 
除 以 E, 则 得 
2x*-B-E=0 


令 卫 =0, 则 得 2x = B,x = 全 ,可 见 周 长 一 定 的 长 方形 中 以 正方 形 
面积 最 大 。 
分 析 费 马 的 上 述 解析 运算 ,他 的 是 x 的 变化 量 , 即 5 =Ax 
(当时 费 马 把 x 写成 4), 所 以 他 的 工作 是 令 Ax-"0, 求 满足 
lim +Ax)- f(x) -0 
= 


ar 
的 * 值 ,他 的 f(x) 是 x(B8-x), 可 见 费 马 当 年 已 经 在 操作 求 导数 
的 具体 过 程 , 以 及 极 值 的 必要 条 侍 P(x) =0。 
费 马 还 求 得 笛 卡 儿 叶 线 的 切线 。 对 于 一 般 的 隐 范 数 A(x,y) 
=0, 他 定义 了 所 谓 “ 次 切 距 ", 见 图 4.3, 次 切 距 是 切线 与 x 轴 的 交 
点 与 切 点 在 x 轴 上 投影 的 距离 48 = a。 币 卡 儿 叶 线 为 


+ = ny 


即 
rsy) = + ny 
EF _DF , 
在 图 4.3 中 ,A 4BE 人 EFD, 于 是 从 = 妆 ' 设 切 点 E=(x,y)， 


BF=。, 则 二 = ,pr = 在 7 了 点 坐标 为 { x+ ery+ 2y] = 


(x+e,y(1+ 志 )) ,认为 五 仍 在 曲线 上 (因为 。 很 小 ), 所 以 
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fsrey 1+£))=0 


对 于 第 卡 儿 叶 线 , 则 为 


3 
ls £) -ny(x + eo) (1 1+#)=0 
3 
(32 + 下 -wj+e (3z+ 跆 - 他 jy eo(1+ 5)=0 
除 以 。 再 令 ce-0, 得 
3024+ 3 和 may mr =0 
ae 
3 372 ~ nx 
77 3x2 - my 9 ny (4.1) 


他 得 到 了 次 切 距 ae , 则 可 以 找到 切线 与 x 之 交点 4, 过 4 与 切 
点 凸 的 直线 则 是 欲求 之 切线 。 
式 (4.1) 就 是 我 们 现在 微 积 分 中 的 


于 是 


IS 
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去 是 切线 与 > 轴 严 角 的 正切 ,这 从 为 今日 函数 y = y(*) 之 导数 ,而 
af 


-区 
37 
作 中 ,这 些 事 都 已 有 明显 透露 - 
费 马 是 一 位 杰出 的 多 才 多 艺 的 数学 家 ,他 在 数学 的 诸多 领域 
都 有 出 色 的 工作 : 


2 ”牛顿 和 莱 布 尼 兹 发 明 微 积分 


在 牛顿 与 莱 布 尼 兹 以 前 的 数学 家 们 ,虽然 做 了 大 量 的 在 思想 
本 质 上 就 是 微 积分 思想 的 重要 工作 ,但 仍然 算 不 上 微 积分 的 成 果 ， 
因为 他 们 没有 通过 无 穷 小 恒 分 析 来 定义 导数 和 通过 分 割 求 和 取 极 
限 来 (定义 ) 建 立 积分 的 明确 概念 。 

世纪 后 半 寺 ,在 诸如 前 面 担 到 的 大量 前 期 工作 的 基础 之 
上 ,由 牛顿 与 莱 布 尼 兹 独立 地 发 明了 高 等 数学 意义 上 的 微 积分 。 

牛顿 (Newton lssae, 1642 一 1727) ,英国 大 物理 学 家 和 数学 家 ， 
1642 年 大 科学 家 饰 利 上 咯 去 世 , 癌 年 牛顿 诞 生 在 英格兰 林肯 那 活 尔 
斯 索 浦 一 个 农民 家 庭 ,是 个 跟 腹 子 ,出 生 时 体重 3 磅 ,勉强 存活 。 
奇怪 的 是 他 一 生 忘我 地 从 事 科学 研究 ,从 未 得 过 大 病 , 活 到 83 岁 
高 铃 。 牛 顿 童年 时 代 只 是 个 贪 玩 的 农家 孩子 ,并 非 神童 ,上 学 后 成 
绩 平平 ,只 是 喜欢 动手 制 做 一 些小 玩 蕊 ,例如 他 做 了 一 个 用 老鼠 拉 
的 麻 和 一 架 用 水 推动 的 木 制 时 钟 。 

牛顿 17 岁 时 .继父 去 世 , 迫 于 生活 ,母亲 令 其 绷 学 回 乡 务农 ， 
牛顿 开始 种 田 、 放 牛 和 做 小 买卖 。 但 他 仍 对 实验 和 读书 有 兴趣 ,在 
格 兰 巷 姆 镇 中 学 斯 托 罗 克 校 长 的 资助 下 ,母亲 又 送 牛 顿 去 求学 , 科 
学 界 真 应 该 好 好 感谢 这 位 独 具 慧 眼 的 中 学 校长 。 

少年 时 代 的 牛顿 沉默 内 向 ,由 于 不 幸 的 家 世 使 他 的 性 格 有 点 
孤僻 。 


: 恰 为 今日 求 隐 函 数 f(x,y) =0 的 导数 公式 。 在 费 纪 的 工 
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1661 年 ,牛顿 考取 剑桥 大 学 三 一 学 院 的 免费 生 , 他 自己 也 搞 
勤工俭学 以 自助 学 习 生活 。 

在 三 一 学 院 , 他 幸运 地 以 当时 著名 的 数学 家 巴 罗 (Banow 
lsaac,1630 一 1677) 为 师 , 巴 罗 是 三 一 学 院 第 一 位 "路 卡 斯 数学 教 
授 ”"。1669 年 巴 罗 宣布 牛顿 的 学 识 和 水 平 已 超过 得 己 ,推荐 27 岁 
的 牛顿 蔡 代 自己 接任 “路 卡 斯 数学 教授 ,这 就 是 数学 史上 有 名 的 
“ 巴 罗 让 贤 ” 的 佳话 。 包 罗 于 1673 年 任 三 一 学 院 院 长 ,1675 年 任 剑 
桥 大 学 副 校长 , 选 为 皇家 学 会 首 批 会 员 。 在 微 积 分 史前 史上 , 巴 罗 
是 主要 人 物 之 一 。“ 巴 罗 微 分 三 角形 "是 启发 牛顿 发 明 微分 学 的 主 
要 杠杆 。 巴 罗 在 牛顿 的 成 长 与 微 积 分 的 创立 上 功 不 可 没 。 今 日 在 
三 一 学 院 牛 顿 雕 像 的 北面 有 一 尊 其 恩师 巴 罗 的 雕像 ,后 人 见 此 , 抑 
不 肃然 起 敬 。 

所 谓 * 巴 罗 微 分 三 角形 "是 指 图 4.4 中 的 A PQOR, 其 中 改 是 
曲线 y = As) 的 切线 , P 为 切 点 ,为 确定 切线 ,只 欠 找到 07 的 长 
度 。 当 A POR 的 “ 匆 ”QR 上 移 使 得 A POR 的 面积 足够 小 时 ,近似 
地 ， 


A POR ws A PIM 


图 4.4 


于 是 
PR_ MP 


COR =- TH 
令 QR=e,PR=a,P 点 坐标 为 (x,y), 则 0 的 坐标 为 (x - ce,y- 
4), 于 是 近似 地 (e 越 小 近似 程度 越 好 ) 
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Or = OM - TH = OM - Mp ge = x- Ey (4.2) 
事实 上 ,上 述 巴 罗 微 分 三 角形 技术 求 切线 本 质 上 就 是 在 搞 导 
数 ,由 式 (4.2) 林 得 


x- 07= 上 rr，TM = 二 
a a 
其 中 。= Ax, 4 =Ay。 于 是 


福 = 盟 = 全 = 入 
当 Ax-0 时 ， 即 得 和 = tg9 ,tg0 是 切线 斜率 。 
巴 罗 又 用 “e - a 方法 研究 拉 梅 曲线 (Lame' Curve) 
Xt 
近似 地 有 
(x-e+r(y~eP=7 
Sve te ety -3y ata =r 
把 含 ,ea,o2,a3 的 项 略 去 ,用 x+ 三 代替 ,得 
3xze+3y2a = 0 


a EE 


Wt 


用 现在 的 观点 看 巴 罗 的 结论 , 屠 就 是 
Ay dy 
Ax dx 

因为 由 吕 + 少 = 求 得 的 玫 恰 为- 二。 


马 罗 的 工作 启发 牛顿 总 识 到 ,和 的 极限 是 切线 的 斜率 。 

牛顿 从 1665 年 开始 到 1687 年 ,对 向 积分 的 创造 性 成 果 为 ， 

(1) 1665 年 ,《 正 流 数 术 》, 讨 论 微分 学 。 

(2) 1666 年 ,《 反 流 数 术 》, 讨 论 积分 学 。 

(3) 1666 年 ,( 流 数 简 论 》 ,将 他 的 研究 成 果 整 理 总 结 所 成 的 论 
文 , 是 历史 上 省 科 系统 的 微 积分 文献 ,《 流 数 简 论 } 是 微 积分 诞生 的 
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标志 。 

(4) 1669 年 ,运用 无 限 项 方程 的 分 析 》( 简 称 《分 析 学 》 由 此 
后 人 称 以 微 积分 为 主要 内 容 的 学 科 为 数学 分 析 )。 

《5) 1671 年 ,《 流 数 法 与 无 穷 级 数 》( 简 称 《 流 数 法 》)， 

(6) 1687 年 ,《 自 然 斩 学 的 数学 原理 )( 简 称 《原理 》)。 

(7) 1691 年 《曲线 求 积 术 》( 简 称 《 求 积 术 》)。 

牛顿 把 一 条 此 线 视 为 一 个 点 的 连续 运动 产生 的 ,点 的 横 坐标 
与 维 佣 标 是 变动 的 量变 动 的 量 牛 顿 称 其 为 演 (Fluenb) , 流 的 变化 
率 称 为 流 数 (Fluion) ,如 果 一 个 流 ,比如 一 条 曲线 的 纵 坐 标 用 表 
示 , 模 坐标 是 时 间 t, 咎 顿 用 “7" 表 示 y 的 流 数 , 即 了 = 理 。 

牛顿 在 《 求 积 术 ) 中 有 如 下 一 自 关 于 流 数 的 论述 : 

“ 设 量 x 均匀 地 流动 ,并 设 问题 是 欲求 出 x 的 流 数 。 

在 量 * 因 流 动 而 变 成 * + 。 的 同时 , 量 z 变 成 (z + 0)", 根 据 
无 穷 级 数 法 就 等 于 


on 


2 
如 一 下 
工 二 


oox" ?+ &e 


增 量 。 与 mom-1+ 全 了 ?oowr-?+ &e 之 比 等 于 1 比 nr 


现在 令 增 量 消失 ,它们 的 最 终 比 将 变 成 一 -1。” 


nl? 
牛顿 的 这 自 话 现在 的 微 积分 中 已 改写 成 :Ax 0， 
(+Ar) a 


Ax 


lim 
Ar 


2 
im [ re! + EF Aww? + &e] = nee! 
2 


牛顿 的 上 面 一 段 关于 导数 的 论证 虽然 有 些 粗 糙 原 始 ,甚至 今天 

的 大 学 生 都 有 些 费 解 , 但 较 之 牛顿 前 辈 们 的 关于 此 类 问题 的 认识 已 

经 前 进 了 一 大 自 路 ,牛顿 的 概念 更 高 明 更 定型 .更 富 于 可 操作 性 。 
人 们 对 牛顿 在 微 积 分 方面 的 成 就 一 片 欢呼 和 歌颂 ,英国 著名 
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诗人 留 下 脸 炙 人 11 的 诗 章 , 诗 日 : 
“ 宇 害 和 宇 省 规律 隐藏 在 一 片 黑 暗 之 中 ， 
上 之 说 : 
生出 牛 顾 ， 
一 切 都 会 变 得 光明 。 

牛顿 的 生日 恰 着 圣 放 节 。 

作为 有 理性 和 高 尚 科 学 品格 的 牛顿 ,对 诸如 此 类 的 颂扬 之 词 
的 如 散 是 : 

“我 不 在 乎 世间 把 我 看 成 什么 样 的 人 ,但 是 ,我 说 我 自己 就 像 
一 个 在 海边 玩 夏 的 孩子 , 有 时 拾 到 一 块 比较 平滑 的 卵石 或 格外 漂 
亮 的 贝壳 ,自然 感到 高 兴 ,但 在 我 面前 则 是 完全 没有 被 发 现 的 真理 
的 大 海 ,”“ 如 果 我 比 别人 看 得 更 远 些 , 那 只 是 因为 我 站 在 巨人 的 户 
膀 上 。 

这 不 是 牛顿 的 谦虚 ,这 是 事实 。 

想 想 我 们 前 面 讲 过 的 刘 徽 , 祖 蜡 、 阿 基 米 德 . 笛 卡 儿 \ 卡 瓦 列 
里 、 费 马 、 帕 斯 卡 . 巴 罗 等 诸位 “巨人 "对 于 微 积分 的 前 期 工作 ,牛顿 
说 得 真 对 ,牛顿 具有 伟人 的 人 品 。 

牛顿 在 《 求 积 术 》 中 还 研究 了 本 质 上 是 微分 方程 的 问题 : 

“问题 1 己 知 流量 的 相互 关系 , 求 流 数 关系 。 

例 车 量 4 与 y 的 关系 是 2 一 ar?+ axy - 和 =0, 用 下 法 先 乘 
按 x 排列 的 各 项 ,然后 乘 按 y 排列 的 各 项 : 

2-at+t+ay- y=0 

乘 以 至, 企 , 科 ,0 得 


x 


3z28 -2a + aty =0 (4.3) 
-Ft+ay+(x -ar)=0 
乘 以 尘 , 立 ,0 得 
YY 了 
~ yy + ax =0 (4.4) 
式 (4.3) 与 式 (4.4) 之 和 为 


Bx ari + aty 一 3772 + ayx = 0 (4.5) 
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这 方程 就 给 出 x 与 y 之 间 的 关系 ,确切 地 说 , 设 x 任意 , 则 方程 x? 
一 qx?+ axy - 了 3=0 给 出 y, 这 些 确定 后 , 流 数 关系 将 是 
ti = (3 ax): (3x? -Dax + ay)” {4.6) 
牛顿 在 《 求 积 术 》 中 还 对 式 (4.6) 正 确 性 给 出 了 证 明 。 
事实 上 ,用 现今 改写 后 的 微 积分 的 叙述 方式 ,车 x= x(1),y= 
7Y( 刀 ,把 方程 


raxr+tay~- y=0 
的 两 端 对 ! 求 导 则 得 
3x2 - Dame + (axy + axy) — 3772 = 0 
即 得 式 (4.5)， 
如 果 记 4 = 至 ,7 = 笠 , 用 至 去 除 武 (4.5) 得 微分 方程 


32 2ar + oy tar -3 =0 


dz 
dy _ 32 -2ox + ay 
de (4.7) 


式 (4.7) 是 一 阶 非 线性 常 微 分 方程 ,写成 对 称 形式 得 
(3 -ar)dy+(-3x+2ax- ay)}dx =0 
是 一 个 恰当 方程 ,积分 之 得 
At y= 

牛顿 取 C=0, 得 x3 一 ax’+axr- y=0 

牛顿 在 论证 当中 .一 会 上 几 用 “…" 来 除 一 个 等 式 , 即 默许 ”zx0， 
一 会 儿 又 令 “… "消失 ,这 种 表述 的 随意 性 和 逻辑 混乱 授 人 以 栖 ,给 
反对 派对 牛顿 的 非议 与 攻击 留 下 了 口 实 。 

牛顿 在 《分 析 学 ?中 给 出 计算 曲线 y=/(x) 与 * 轴 所 夹 面积 的 


法 则 , 即 积分 方法 。 对 于 y = ar" ,牛顿 证 明 所 求 [0,x] 上 的 面积 
是 


牛顿 在 ( 求 积 术 》 中 还 用 #,》 ,表示 二 次 流 数 , 芋 , 了 。z 表 示 
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三 次 流 数 等 。 

牛顿 的 《原理 》 一 书 被 爱 因 斯 坦 赞 誉 为 无比 辉 煌 的 演 绊 成 
就 "。 全 书 从 力学 定律 出 发 ,用 微 积分 为 工具 ,严格 地 证 明了 行星 
三 大 运动 定律 .万 有 引力 定律 等 极端 重大 的 自然 科学 定律 , 且 把 微 
积分 应 用 于 流体 力学 .声学 .光学 ,潮汐 乃至 宇宙 体系 ,显示 出 微 积 
分 这 一 新 生 数 学 学 科 的 巨大 威力 。 应 用 的 有 效 性 证 明了 牛顿 发 明 
的 微 积分 是 成 功 的 ,虽然 牛顿 的 数学 工作 难免 带 有 初创 期 的 幼稚 
和 不 完备 ,但 正如 莱 布 尼 兹 所 说 :“ 过 分 的 审慎 不 应 使 我 们 抛弃 创 
造 性 的 成 果 。” 牛 顿 在 青年 时 代 竟 有 这 么 重大 的 成 就 ,这 在 人 类 科 
学 史上 是 罕见 的 。 
牛顿 的 成 就 是 他 的 超常 勤奋 以 及 非凡 观察 力 的 必然 结果 , 惠 
威 尔 ( 鸡 .Whewel) 在 《归纳 科学 史 》 中 写 道 , 除 了 顽强 的 杂 力 和 失 
眠 的 习惯 ,牛顿 不 承认 自己 与 常人 有 什么 区 别 。” 例 如 “苹果 落地 与 
万 有 引力 ”," 煮 表 代 看 ", “看见 桌 子 上 别人 哨 过 的 骨头 就 说 自己 已 
经 吃 过 饭 "," 忘 了 与 女友 约会 "等 故事 已 是 家 喻 户 晓 ,虽然 可 能 是 
后 人 杜撰, 但 牛顿 确 有 此 种 废寝忘食 超凡 脱俗 的 敬业 精神 。 牛 屯 
不 修 边 幅 , 不 求 享 乐 .把 全 部 身心 贡献 给 科学 事业 ,推动 数学 与 物 
理 的 历史 车 轮 前 进 。 和 牛顿 终身 未 亡 。 

1727 年 ,牛顿 因 肺 炎 与 痛风 去 逝 , 硬 于 威 斯 特 敏 斯 特大 教堂 ， 
牛顿 遗留 的 手稿 中 , 仅 数学 部 分 就 有 5000 页 之 多 。 
下 面 介绍 莱 布 尼 兹 及 其 数学 成 就 。 
药 布 尼 效 (Leibniz Gotttied Wilhelm, 1646 一 1716) ,德国 大 数学 
家 和 哲学 家 ,生子 莱比锡 ,其 父 是 莱比锡 大 学 教授 ,为 其 于 莱 布 尼 
兹 留 下 大 量 藏书 。1661 年 , 莱 布 尼 兹 考 人 莱比锡 大 学 , 1666 年 转 
人 阿尔 特 多 夫 大 学 ,1667 年 获 法 学 博士 学 位 ,次 年 任 驻 法 大 使 去 
巴黎 ,在 巴黎 生活 了 4 年 。 莱 布 尼 兹 许多 重大 的 成 就 包括 微 积 分 
就 是 这 4 年 巴黎 之 行 完成 的 。 

与 牛顿 后 于 穷 乡 僻 壤 ,家 境 贫寒 , 童年 看 不 出 有 多 少 聪明 相 
比 , 莱 布 尼 兹 与 之 形成 强烈 的 反差 ,他 出 身 书香 门 第 ,幼年 即 胡 露 
出 超常 的 才智 ,15 岁 即 上 了 大 学 ,20 岁 即 发 表 《 论 组 合 的 艺术 》 的 
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数学 论文 ,此 文 研究 了 数理 逻辑 ,后 来 莱 布 尼 兹 成 了 数理 逻辑 的 竟 
基 人 之 一 。 

在 巴黎 莱 布 尼 兹 结交 了 荷兰 著名 数学 家 和 物理 学 家 惠 更 斯 
(C. Huygens) ,在 惠 更 斯 的 指导 下 ,这 位 法 学 博士 客串 了 数学 ,钻研 
起 笛 卡 此、 费 马 和 帕斯卡 等 名 家 的 著作 。 在 巴黎 他 看 到 帕斯卡 
1642 年 发 明 的 部 法 计算 器 ,很 受 局 发 , 莱 布 尼 兹 制造 出 能 + 、- 、 
x 、+ .VY 的 计算 机 ,并 在 英国 伦敦 皇家 学 会 展 出 ,1675 年 在 巴 
黎 科 学 院 进行 了 这 种 计算 机 的 实 算 演 示 , 大 获 成 功 。1673 年 莱 布 
尼 兹 选 为 英国 皇家 学 会 会 员 。1700 年 选 为 巴黎 科学 院 院士 ,同年 
莱 有 尼 芝 创 办 柏林 科学 院 ,日 致 力 于 维也纳 圣彼得堡、 德 累 斯 全 
科学 院 的 创办 ,还 曾 设想 建立 “世界 科学 院 "。 莱 布 尼 兹 曾 写 信 给 
中 国 康熙 皇帝 建议 成 立 北京 科学 院 。 莱 布 尼 兹 主持 出 版 了 《中 国 
近况 ) 一 书 , 亲 自 写 了 序言 ,该 书 指出 欧洲 要 向 中 国 传授 科学 ,应 该 
说 , 莱 布 尼 兹 是 最 早 关 心中 国 科 学 事业 的 西方 朋友 。 

莱 布 尼 兹 从 1672 年 开始 整理 他 在 巴黎 4 年 的 微 积分 研究 成 


果 , 他 于 1675 年 给 出 积分 号 小 , 它 是 求 和 “Sum” 字 头 8 的 拉 长 ; 


同年 引 人 微 分 号 “d”。1676 年 莱 布 尼 效 得 出 公式 
dx = ex idx (4.8) 


eu = -ae (4.9) 
e+l 


其 中 。 是 实数 。 

莱 布 尼 兹 指出 :“ 式 (4.8) 和 式 (4.9) 这 种 推理 是 一 般 的 ,与 x 
可 能 是 什么 没有 关系 ”也 就 是 说 ,x 不 仅 可 以 是 基本 的 自 变量 ,还 
可 以 是 中 间 变量 , 即 也 可 以 是 另 一 自 变量 的 函数 ;这 样 , 莱 布 尼 
兹 给 的 结果 其 实 是 下 面 这 些 结论 的 基础 : 

(1) 一 阶 微分 的 形式 不 变性 。 

(2) 复合 函数 求 导 的 链 式 法 则 。 

(3) 不 定 积分 的 换 元 积分 法 。 

1677 年 , 莱 布 尼 兹 在 他 的 手稿 中 表述 了 微 积分 基本 定理 ; 
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[gs = 168) - so 


其 中 四 =y(x),Y(x) 是 [a,6b] 上 的 一 条 曲线 。 莱 布 尼 兹 明确 指出 


ds 表示 曲线 y(x ) 与 [a ,8] 之 间 的 面积 。 


1684 年 , 莱 布 尼 效 发 表 微 分 学 论文 《一 种 求 极 大 与 极 小 值 和 
求 切线 的 新 方法 3 简称 《新 方法 》) ,此 文 发 表 于 《教师 学 报 》, 是 数 
学 史上 首 篇 正式 发 表 的 关于 徽 积分 的 文献 (牛顿 得 到 的 微 积分 威 
果 比 莱 布 尼 获 稍 早 ,但 正式 发 表 则 较 迟 些 ) 。 
在 《新 方法 》 一 文中 , 莱 布 尼 兹 称 他 1677 年 已 得 到 公式 
dz— y+wir) = dr dy+dw+dr 
d(xv) = xda + vdx 
vw _ rdr -vdy 
| 7 ) 四 
dx® = ax'-ldx 
dV = Yehde 
后 来 莱 布 尼 兹 义 得 出 高 阶 微分 公式 的 “ 莱 布 尼 兹 法 则 ” 


d"(uw) = du) (dh) 

莱 布 尼 兹 的 这 些 工作 ,牛顿 在 大 体 相同 的 时 间 以 不 同 的 表 
述 方法 也 得 出 来 了 ,只 是 牛顿 忙于 把 这 些 数学 工具 用 于 力学 与 
物理 ,没有 及 时 总 结 成 文章 去 发 表 。 另 外 ,牛顿 搞 微 积分 的 实际 
背景 是 力学 的 ,而 莱 布 尼 兹 则 是 从 几何 背景 (例如 切线 ,而 积 ) 
来 研究 微 积分 ,两 者 几乎 是 同时 操作 ,独立 完成 , 殊 途 而 同 归 ; 
对 于 微 积分 的 基本 概念 与 方法 ,牛顿 发 现 的 稍 早 ,而 莱 布 尼 效 发 
表 的 稍 早 。 

《新 方法 》 中 有 应 用 微分 法 求 极 大 值 . 极 小 值 和 指点 的 方法 , 莱 
布 尼 获 把 微 积分 应 用 于 光学 后 频 为 得 意 地 说 :“ 凡 热 悉 微分 学 的 人 
都 能 像 本 文 这 样 魔术 般 做 到 的 事 , 却 曾 使 其 他 渊博 的 学 者 百 思 不 
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得 其 解 。 

1686 年 , 芋 布 尼 兹 发 表 积 分 学 论文 《深奥 的 几何 与 不 可 分 量 
及 无 限 的 分 析 》, 此 文 阐明 积分 与 微分 的 送 运 算 关 系 , 而 且 在 此 文 
中 首次 使 用 今日 我 们 使 用 的 那些 微 积 分 符号 - 

关于 微 积分 发 明 的 优先 权 之 争 使 牛顿 和 莱 布 尼 兹 两 位 微 积 分 
的 领袖 人 物 光 彩 受 损 , 其 实 应 该 说 是 各 自在 差不多 相同 的 时 间 内 
的 独立 创造 ,不宜 非 得 分 出 个 我 先 你 后 。 在 人 类 科学 的 历史 上 ,一 
些 重 大 的 发 现 往往 是 历史 条 件 成 熟 时 由 不 同 国度 不 同 的 人 物 相互 
独立 得 出 的 。 

就 微 积 分 而 言 ,牛顿 在 1687 年 以 前 并 未 公开 发 表 任何 有 关 微 
积分 的 文章 ,而 莱 布 尼 兹 则 于 1684 年 和 1686 年 分 别 先 于 牛顿 发 
表 了 关于 微分 与 积分 的 丙 篇 重要 文章 ,可 见 文章 的 发 表 莱 布 尼 兹 
领先 于 牛顿 ,但 牛顿 对 微 积分 的 发 现 确实 领先 于 莱 布 尼 兹 .而 且 莱 
布 尼 兹 对 牛顿 有 很 高 的 评价 。1701 年 在 柏林 王 官 的 宴会 上 , 当 普 
重 士 王 问 莱 布 尼 兹 如 何 评价 牛顿 时 , 莱 布 尼 兹 答 :“ 综 观 有 中 以 来 
的 全 部 数学 ,牛顿 做 了 一 多 半 的 工作 。” 牛 顿 对 莱 布 尼 兹 也 有 公正 
的 评价 , 牛 在 《原理 》 的 前 言 中 称 : “十 年 前 ,我 在 给 学 问 湖 博 的 数学 
家 莱 布 尼 兹 的 信 中 曾 指出 :我 发 现 了 一 种 方法 ,可 以 用 来 求 极 大 
值 . 极 小 值 , 作 切 线 以 及 解决 其 他 类 似 的 问题 ,而 且 这 种 方法 也 适 
用 于 无 理 数 。 这 位 名 人 回信 说 他 也 发 现 了 类 似 的 方法 ,并 把 他 的 
方法 给 我 看 了 。 他 的 方法 与 我 的 大 同 小 异 , 除 了 用 语 .符号 ,算式 
和 量 的 产生 方式 外 ,没有 实质 性 区 别 。 

可 见 牛顿 也 承认 莱 布 尼 歼 与 他 同时 发 现 了 微 积分 。 

但 是 ,一 场 影响 很 不 好 的 "优先 权 " 之 争 还 是 发 生 了 , 它 是 由 局 
外 人 扳 弄 是 非 引发 的 ;1699 年 一 位 瑞士 数学 家 N.F. 德 丢 勒 在 一 本 
小 册子 中 提出 “牛顿 是 微 积分 的 第 一 发 明 人 ”, 莱 布 尼 兹 则 是 “第 二 
发 明 人 "”,“ 兽 从 牛 辐 那里 有 所 借鉴 ”, 尤 其 后 面 这 句 话 , 使 得 德国 人 
十 分 不 满 。1712 年 ,英国 皇家 学 会 还 专门 成 立 一 个 “调查 委员 
会 " ,并 于 第 二 年 公布 了 一 份 4 通报 》, 宣 布 “ 确 认 牛 顿 为 第 一 发 明 
人 。” 这 种 事态 引起 了 莱 布 尼 兹 的 申诉 ,双方 争论 愈演愈烈 ,指责 对 
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方 的 话说 得 十 分 难听 。 这 实在 是 “科学 史上 最 不 幸 的 一 页 ,使 得 
18 世纪 英国 数学 家 与 欧 沙 大 陆 数 学 家 分 道 扬 镀 , 英国 数学 坚持 牛 
顿 原 始 创 新 的 那 种 传统 不 肯 改 进 ,远离 了 数学 分 析 逐 渐 完 善 的 主 
流 ,分 析 数 学 的 主流 与 中 心 移 到 了 德国 与 法 图 ,不 必要 的 “优先 权 ” 
之 争 使 美国 数学 受到 了 损失 。 

莱 布 尼 兹 是 百科 全 书 式 的 天 才 , 在 分 析 数 学 和 离散 数学 的 各 
个 领域 都 有 举足轻重 的 贡献 ,他 不 仅 是 伟大 的 数学 家 ,还 卓有成效 
地 涉猎 于 哲学 历史、 自然 科 学 和 工程 技术 各 领域 ,并 慷慨 从 事 枇 
善事 业 , 一 生 攻 玫 不 倦 ,勤奋 忘我 ,终生 未 娶 。 

莱 布 尼 兹 的 哲学 思想 十 分 混乱 ,他 有 不 满 和 反对 封建 神学 
各 经院 哲 学 的 进步 的 科学 思想 的 一 面 , 对 宗教 也 有 软弱 妥协 的 
一 面 。 事实 上 ,在 当时 德国 宗教 势力 猩 锋 横 行 的 年 代 , 莱 布 尼 
兹 唯一 的 选择 是 “ 披 着 宗教 外 衣 " 反 宗教 ,口中 念 吕 着 上 帝 存 
在 .有 神 论 的 辑 语 ,思想 里 设计 着 符合 自然 规律 的 微分 积 积 分 ， 
用 合乎 理性 的 哲学 来 蔡 代 那 种 占 统 治 地 位 的 由 御用 文人 杜撰 
出 来 的 神秘 的 “野蛮 哲学 "或 已 “ 轧 昧 哲学 "。 莱 布 尼 兹 充其量 
只 是 半 个 基督 徒 ,大 半 是 一 个 追求 真理 的 科学 家 ,他 企图 用 理 
人 狂 代 替 恩 味 的 信 仿 ,用 科学 根 制 上 帝 的 万 能 ,为 科学 的 发 展 与 
反动 统治 和 迷信 和 争夺 地 盘 。 


3 第 二 次 数学 危机 


1734 年 ,英国 哲学 家 ,牧师 伯 克 莱 (Georme Berkeley, 1685 一 
1753) 发 表 了 在 科学 史上 曾 引 起 轩然大波 的 小 册子 《分 析 学 家 ,或 
致 一 位 不 信和 神 的 数学 家 》, 不 信 神 的 数学 家 指 帮 助 牛顿 出 版 《原理 》 
的 哈雷 (FE. Halley) ,主要 矛头 指向 牛顿 的 流 数 方法 ,对 莱 布 尼 兹 的 
微 积 分 也 同样 竭力 非 难 。 

事实 十 ,在 伯 克 莱 发 难 之 前 ,由 于 牛顿 和 莱 布 尼 兹 的 微 积分 逻 
辑 基础 不 严密 ,特别 是 在 无 穷 小 概念 上 的 混乱 ,就 引起 过 不 少 科学 
家 的 批评 ,例如 街 兰 物理 学 家 纽 文 蒂 (B.Nieuwenty, 1654 一 1718) 就 
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曾 指责 牛顿 的 流 数 术 阅 述 不 清 , 莱 布 尼 效 的 高 阶 微分 缺乏 根据 等 。 

位 克 莱 的 责难 ( 且 不 论 其 动机 为 何 ) 是 切中 要 害 的 ,客观 上 激 
起 18 世纪、19 世 纪 的 数学 家 为 数学 分 析 的 严格 化 进行 了 卓越 的 
工作 。 

下 面 摘抄 伯 克 莱 的 一 些 言 论 片断 : 

“ 流 数 方法 是 一 把 通用 的 钥匙 ,当代 数学 家 们 借助 于 它 来 解 开 
几何 学 的 、 最 终 也 是 大 自然 的 奥秘 。 这 一 方法 使 数学 家 们 能 够 在 
发 现 定理 和 解决 问题 方面 大 大 超越 古人 。 正 因为 如 此 ,其 发 挥 \ 应 
用 便 成 为 古今 那些 号 称 深刻 的 几何 学 家 们 主要 的 (如 果 不 是 唯一 
的 ?事业 。 然 而 这 些 方法 究竟 是 否 清楚 ,是 否 没有 矛盾 ,并 且 可 以 
加 以 证 明 ;或 者 相反 ,只 是 一 种 售 糊 的 , 令 人 反感 的 和 不 可 靠 的 方 
法 ? 我 将 以 最 公正 的 方式 来 提出 这 样 的 质疑 ,以 便 让 你 位 ,让 每 一 
位 正直 的 读者 作出 自己 的 判断 。” 

“一 种 推导 任意 次 敌 的 流 数 的 方法 如 下 : 设 量 * 均匀 地 流动 ， 
欲求 x* 的 流 数 ,与 * 通过 流动 变 为 x+ 0。 的 同时 , 考 x* 变 成 (x + 
0)*, 也 就 是 说 ,使 用 无 穷 级 数 的 方法 有 
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现在 假设 增 基 消失 ,它们 最 终 之 比 将 是 1 : nx"…1。 

然而 这 种 推理 看 来 是 不 合理 和 不 能 令 人 信服 的 。 困 为 如 果 让 
增 量 消失 , 亦 即 让 增 量 变 为 堆 , 或 者 说 没有 任何 增 草 , 那 么 原来 的 
关于 增 量 存在 的 假设 也 就 不 能 成 立 , 面 由 这 一 假设 引出 的 结果 即 
借助 于 增 量 而 得 到 的 表 这 式 却 必须 保留 ,这 种 推理 是 站 不 住 脚 的 。 
因为 我 们 如 果 假 设 增 量 消失 了 , 理 所 应 当 也 就 必须 假设 它们 的 比 、 
它们 的 表达 式 以 及 由 于 假设 其 存在 而 导出 的 一 切 东西 都 必须 随 之 
消失 。” 

“我 所 非议 的 不 是 您 的 结论 ,而 是 您 的 逻辑 和 方法 :您 是 怎样 
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进行 证 明 的 9 您 所 熟悉 的 对 象 是 什么 ?关于 它们 您 的 表达 是 否 清 
楚 ? 您 依据 的 原理 是 什么 ? 它们 是 否 可 靠 ? 您 是 如 何 应 用 它们 
的 ?” 

“这 些 消逝 的 量 是 什么 呢 ? 它们 既 不 是 有 限 , 也 不 是 无 限 小 ， 
又 不 是 零 ,难道 我 们 不 能 称 它们 为 消逝 量 的 鬼魂 吗 ?” 

后 来 , 伯 克 莱 把 话说 得 更 难听 , 伯 克 莱 说 :“ 分 明 是 诡辩 ,是 招 
摇 擅 骗 ,把 人 们 引入 压 途 。” 

上 述 引 文中 黑体 字 的 那 句 称 为 “ 伯 克 莱 悖 论 ”。 似 尔 泰 则 使 用 
文学 的 语言 讽刺 道 :“ 微 积分 是 计算 与 度量 一 个 其 存在 性 是 不 可 思 
议 的 事物 的 艺术 。” 

对 于 莱 布 尼 兹 , 伯 克 菜 也 进行 了 不 留情 面 的 批评 :“ 莱 布 尼 兹 
及 其 追随 者 ,在 进行 微分 运算 时 , 竟 从 不 脸红 地 首先 承认 然后 舍弃 
无 穷 小 量 , 稍 具 臣 考 能 力 的 人 ,在 理解 时 仔细 一 点 ,在 推理 时 公正 
一 点 ,就 不 会 接受 这 些 。” 

伯 克 菜 的 上 述 口 诛 笔 伐 ,引起 了 支持 牛顿 与 莱 布 尼 兹 的 多 位 
数学 家 奋起 反击 , 写 了 不 少 反驳 伯 克 莱 的 文章 ,但 仍然 不 能 把 当时 
微 积分 中 的 症结 搞 清楚 ,一 时 间 , 伯 克 莱 的 “ 反 微 积 "言论 似乎 占 了 
优势 ,事实 上 伯 的 许多 批评 确实 指出 了 当时 微 积 分 在 逻辑 上 与 基 
础 上 存在 的 漏洞 ,牛顿 与 莱 布 尼 效 的 辩护 失败 ,此 即 历史 上 答 人 昕 
闻 的 第 二 次 数学 危机 

从 第 一 次 数学 危机 的 后 果 来 看 ,我 们 有 经 验 地 说 , 悖 论 和 数学 
危机 并 非 什么 可 怕 的 事 , 它 恰 是 数学 发 展 的 重要 机 遇 , 是 即将 有 重 
大 突破 的 先兆 。 第 二 次 数学 危机 激发 了 18 世纪 、19 世纪 的 众多 
数学 家 为 微 积 分 的 完善 作 了 大 量 出 色 的 工作 ,促使 微 积分 日 至 完 
备 , 排 除了 第 二 次 数学 危机 。 

公正 地 讲 , 伯 克 荣 发 动 对 牛顿 . 菜 布 尼 兹 的 非 难 ,其 动机 绝 
不 是 为 了 完善 和 发 展 微 积分 ,他 不 具有 这 种 能 力 , 也 没有 这 个 善 
意 ,他 的 动机 很 可 能 是 使 微 积分 消亡 ,这 是 他 的 宗教 牧师 地 位 所 
决定 的 。 另 一 方面 ,他 对 牛顿 与 莱 布 尼 兹 指责 的 理由 是 成 立 的 ， 
当时 牛 莱 二 人 确 有 “和 偷 搞 假 设 “( 说 。 可 以 去 做 除数 , 即 =0, 同 
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时 又 说 o 消失 , 即 。=0) 的 “粗糙 推理 ,当时 的 微 积 分 罗 实 存在 
着 概念 不 清 的 毛病 ,证 明 也 不 严密 ! 但 是 ,对 力学 ,物理 等 领域 
用 土 这 种 基础 并 末 夯 实 的 微 积分 , 却 总 是 取得 与 实际 相 易 合 的 
重大 成 果 , 法 国 大 数学 家 达 朗 贝尔 豪爽 地 说 :“ 向 前 进 ,你 就 会 
产生 信念 。 数 学 家 们 不 顾 伯 克 莱 们 的 挑 贡 ,大 家 受到 微 积分 有 
大 用 的 鼓舞 ,继续 在 不 牢 的 基础 上 建筑 微 积分 的 大 厦 ,他们 上 腿 前 
需要 收获 的 东西 太 多 , 盛 忠 顾及 去 修补 基本 理论 ,基础 问题 只 好 
先 放 一 放 再 说 了 。 

当 数 学 家 们 忙 眷 对 微 积分 如 蘑菇 般 成 堆 生长 着 的 众多 成 果 
收获 到 一 定 限度 ,时 间 到 了 伯 克 药 发 难 十 几 年 之 后 ,开始 认真 地 
补 打 微 积 分 的 基础 ,到 19 世纪 末 ,基本 完成 了 微 积分 严格 化 的 
工作 。 


4 微 积 分 发 展 与 完善 的 历程 


.经 过 18 世纪 .19 世纪 众多 数学 家 的 精细 研究 , 微 积分 不 仅 硕 
果 累 累 , 而 且 概 念 更 为 准确 ,理论 更 为 严密 了 。 

在 英国 ,有 牛顿 的 信奉 者 素 勤 (B.Taylor, 1685 一 1731) 、 麦 克 
劳 林 《C, Maclaurin, 1698 一 1746) 、 棣 美 弗 (A. de Moivre, 1667 一 
1754) .斯 特 林 (J. Siqing ,1692 一 1770) 等 一 大 群 著名 数学 家 ,他 
们 在 剑桥 大 学 .牛津 大 学 .爱丁堡 大 学 等 名 校 教授 和 研究 牛顿 的 
流 数 术 。 

1715 年 ,英皇 家 学 会 秘书 长 泰勒 出 版 《 正 的 和 皮 的 增 量 方法 》 
一 书 ,给 出 原始 的 素 坦 展开 式 , 不 过 当时 泰勒 使 用 他 的 展开 式 时 并 
没有 讨论 它 的 收 仇 性 ,这 也 许 是 与 牛顿 一 脉 相 承 的 不 注重 严格 性 
的 毛病 。 后 来 爱丁堡 大 学 的 麦克 劳 林 考 虑 了 泰勒 公 式 中 “独立 变 
量 " 为 伶 处 的 泰勒 展 式 ,得 到 了 才 克 劳 林 公式 。 变 克 劳 林 是 牛 辆 流 
鼓 术 的 捍卫 者 ,他 的 代表 作 《 流 数论 } 以 下 何 语言 论证 牛顿 的 流 数 
术 ,可 惜 未 获 成 功 。 自 麦克 劳 林 之 后 ,由 于 微 积 分 发 明 权 之 争 激发 
的 英伦 三 岛 上 数学 家 的 狭隘 民族 情绪 ,使 英国 数学 家 们 缚 束 于 牛 
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顿 初创 的 不 其 严格 的 传统 微 积分 之 中 ,不 肯 与 欧洲 大 陆 的 新 分 析 
相交 融 , 送 使 英国 的 数学 发 展 受到 不 小 的 损失 。 而 在 德国 和 法 
等 地 ,新 的 数学 分 析 却 在 莱 布 尼 兹 的 后 继 者 们 的 努力 之 下 ,蓬勃 地 
发 展 起 来 。 

18 世纪 微 积分 的 最 主要 成 就 体现 在 欧 拉 的 下 列 3 部 微 积 名 
著 之 中 : 

《1)《 无 限 小 分 析 引 论 》, 两 卷 集 , 1748。 

(2)《 微 分 学 》, 两 卷 集 , 1755。 

(3)《 积 分 学 》, 三 卷 集 , 1768 一 1770。 

(1) (2) (3) 是 数学 史上 里 程 碑 式 的 巨著 ,在 18 世纪 到 19 世 
纪 里 ,世界 各 加 把 这 3 种 著作 当 作 最 侍 教 材 在 各 著名 大 学 讲授 , 培 
养 了 好 几 代数 学 家 。 现 今 分 析 中 的 标准 符号 ,例如 /Cx)， >) ,ei 
等 都 出 自 这 3 大 名 著 。 

欧 拉 (L.Euler, 1707 一 1783) , 生 于 束 士 巴 基 尔 城郊 ,其 父 是 牧 
师 , 爱 好 数学 ,是 欧 拉 的 数学 启蒙 教师 。 欧 拉 13 岁 人 已 基 尔 大 学 ， 
欧 拉 的 数学 老师 是 大 数学 家 约 输 ' 伯 和 努 利 (Johann Bemoulli,1667 一 
1748) 和 雅 各 布 . 伯 努 利 (Jacob Bernoulli, 1654 一 1705) 两 兄弟 , 师 生 
间 情 谊 极 深 , 哆 拉 又 结交 了 约翰 的 两 个 儿子 尼 古 拉 " 伯 努 利 (Nico- 
laus Bemoulli) 和 后 嘴 和 尔 ' 伯 努 利 (Daniel Bermoulli) ,后 来 尼 古 拉 和 和 丹 
尼 尔 也 成 了 著名 的 数学 家 。 到 19 世纪 中 时 , 伯 努 利家 族 中 出 了 十 
玫 位 著名 的 数学 家 ,是 历史 上 令 人 羡 柬 的 科学 世家 ,初等 微 积分 中 
大 部 分 内 容 出 自 雅 各 布 和 约 输 之 手 。 

英国 斯 科 特 在 其 所 堵 的 《数学 史 》 论 及 伯 努 利家 族 时 写 道 : 这 
个 天 赋 聪 颖 的 家 族 几 乎 对 数学 的 每 个 分 支 都 作出 过 最 有 价值 的 贡 
献 ,欧洲 大 陆 上 微 积 分 的 迅速 发 展 多 半 应 归功 于 他 们 的 热情 和 才 

在 约翰 * 伯 努 利 的 严格 教导 之 下 , 欧 拉 17 岁 便 获 硕士 学 位 , 且 
成 为 约 舱 的 助手 。 

对 欧 拉 的 突出 的 数学 才能 , 约 输 . 伯 努 利 十 分 赏识 , 约 鞭 在 一 
封 给 欧 拉 的 信 中 写 道 :“ 我 讲授 高 等 分 析 时 ,这 门 学 科 还 是 个 孩子 ， 
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而 您 正在 将 它 带 大 成 人 人 。” 

1725 年 ,圣彼得堡 科学 院 成 立 , 尼 古 拉 * 伯 努 利和 丹尼尔 * 伯 
努 利 双双 聘 为 彼得 堡 科学 院 教 授 。1727 年 , 欧 拉 应 道 到 圣彼得堡 
科学 院 工 作 。1733 年 ,26 岁 的 欧 拉 接 赫 返 回 瑞 士 的 丹尼尔 .成 为 
数学 教授 和 圣彼得堡 科学 院 数学 部 领导 人 。1735 年 年 仅 28 岁 的 
欧 拉 右 眼 失明 。 

1741 年 欧 拉 被 洲 到 柏林 科学 院 任 物理 数学 所 所 长 ,1759 年 ， 
欧 拉 成 为 柏林 科学 院 领导 人 。 

欧 拉 是 历史 上 成 果 最 多 的 数学 家 ,生前 发 表 的 著作 和 论文 
560 余 种 , 且 留 下 大 批 未 发 表 的 手稿 , 攀 拉 去 世 后 的 80 年 间 彼 得 
保科 学 院 不 断 发 表 欧 拉 的 跟著 。191] 年 ,瑞士 开始 出 版 《 欧 拉 全 
集 》, 计 划 出 4 卷 , 草 四 开 大 册 。1771 年 ,圣彼得堡 科学 院 遭 受 火 
灾 ,64 岁 的 欧 拉 险些 理 身 火海 ,但 他 的 部 分 研究 成 果 化 成 灰 烛 ,不 
然 欧 拉 的 数学 成 果 会 更 如 丰硕 。56 岁 时 , 欧 拉 的 左 银 亦 失明 , 他 
在 黑暗 中 拼搏 了 20 年 ,完全 赁 着 惊人 的 记忆 和 心算 进行 研究 和 写 
作 ,由 子女 ( 欧 拉 是 13 个 子女 的 父亲 ) 笔 录 , 在 这 种 情况 下 的 作品 
约 占 他 一 生 作品 的 一 半 。 

1783 年 9 月 18 日 , 欧 拉 与 则 事 讨论 与 计算 天 王 星 轨 道 时 突然 
烟斗 坠 地 ,正如 法 国 数学 家 康 儿 塞 ( Condoreet) 所 感叹 “ 欧 拉 停 目 
了 计算 ,也 结束 了 生命 上 

美国 数学 家 塞 蒙 斯 说 :“ 自 1748 年 以 来 ,所 有 的 微 积 分 教材 ， 
基本 上 是 抄 获 欧 拉 的 《无 穷 小 分 析 引 论 》 《微分 学 ?和 《积分 学 》, 或 
者 是 抄 雍 那些 抄袭 欧 拉 这 3 部 书 的 书 。” 

欧 拉 的 文笔 轻松 易 钾 ,总 是 把 他 深刻 丰富 的 思想 和 广泛 的 兴 
趣 写 得 有 声 有 色 。 他 喜欢 摘 特 定 的 具体 问题 ,而 不 是 一 味 热 彭 于 
一 般 理 论 。 除 了 微 积 分 而 外 ,对 于 微分 方程 还 提供 了 降 阶 法 . 寨 级 
数 解法 ,积分 因子 法 等 等 重要 解法 ;1736 年 , 欧 拉 解 决 了 哥 尼 斯 保 
七 桥 问 题 而 开创 了 图 论 与 拓扑 学 ;至 于 欧 拉 在 数论 与 函数 论 以 及 
物理 学 当中 的 贡献 如 此 之 多 ,以 至 于 一 些 著名 的 定律 人 们 认为 不 
必 再 注 明 是 欧 拉 首次 提出 的 了 ;例如 著名 公式 ee = cos6 + ising。 
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1774 年 , 欧 拉 出 版 《寻求 上 共有 某 种 极 大 或 极 小 性 质 的 曲线 
的 技巧 ) 一 书 ,使 新 的 学 科 变 分 法 诞生 ,“ 变 分 法 "一 词 1766 年 首 
次 使 用 。 欧 拉 是 复 变 函数 论 的 先驱 者 。1742 年 ,网 拉 与 哥 德 巴 
赫 通 信 时 提出 了 今日 所 称 的 “ 哥 德 巴赫 猜想 ”"。 下 拉 在 概率 论 、 
微分 几何 ,代数 拓扑 等 领域 亦 有 重大 贡献 。1770 年 出 版 的 欧 拉 
名 著 《 代 数学 完整 引 论 》 是 欧洲 几 代 人 的 教科 书 。 对 “三 体 问 
题 " 欧 拉 进 行 了 开创 性 的 数学 理论 分 析 。 在 天 文 力学 方面 的 著 
作 有 : 

(1) 1744 年 ,《 行 星 和 替 星 的 运动 理论 》。 

(2) 1753 年 ,4 月 球 运动 理论 》。 

(3) 1754 年 《日 蚀 的 计算 》。 

《4) 1736 年 《力学 ,或 解析 地 叙述 运动 的 理论 }。 

(5) 1752 年 ,流体 运动 原理 》。 

《6) 1755 年 ,《 流 体 运动 的 一 般 原理 》。 

殉 拉 还 有 大 量 关 于 物理 学 、 建 筑 学 、 滋 道学 以 及 哲学 、 首 乐 和 
神学 的 著作 。 

当代 * 欧 拉 问 题 "专家 ,瑞士 科学 院 的 埃 米 尔 ` 费 尔 曼 对 于 欧 拉 
有 如 此 巨大 成 就 的 原因 总 结 出 3 点 :中 惊人 的 记忆 力 ;@@ 罕 见 的 襄 
精 会 神 的 能 力 ;图 孜孜 不 借 。 

极限 的 严格 定义 和 极限 的 性 质 是 整个 微 积 分 的 基础 ,1821 
年 ,法 国 大 数学 家 柯 西 给 出 极限 的 定义 , 且 建立 了 柯 西 收敛 准 
则 ,1817 年 ,捷克 数学 家 波 尔 查 诸 ( Bolzano Bemard, 1781 一 1848) 
写 出 名 落 《 纯 粹 分 析 的 证 明 》, 给 出 了 函数 连续 性 的 现代 定义 方 
式 ,德国 著名 数学 家 外 尔 斯 特 拉 斯 的 工作 (例如 极限 定义 的 “< 
- 6" 方式 ) 使 航 限 的 瑞 论 和 函数 连续 理论 更 为 完善 ; 柯 西 .外 尔 
斯 特 拉 斯 和 波 尔 查 诺 对 微 积分 的 严格 化 有 不 可 府 灭 的 贡献 。 

柯 西 (Cauchy Augustin 1ouis,1789 一 1857) ,巴黎 人 ,其 父 结识 
的 朋友 中 有 大 数学 家 拉 格 朗 日 和 拉 普 拉 斯 两 位 数学 家 看 透 了 
少年 柯 西 的 才能 ,两 人 预言 此 子 必 将 是 一 个 了 不 起 的 人 才 。 
柯 西 16 岁 考 人 巴黎 理工 大 学 ,就 读 于 道路 桥 沫 学 院 , 毕业 后 当 
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了 建筑 工程 师 。 但 柯 西 对 数学 兴趣 最 浓 , 在 建筑 工程 的 旅途 
中 ,他 行宫 中 总 缘 着 拉 普 拉 斯 的 《天 体力 学 》 和 拉客 朗 日 的 《 解 
析 函 数论 》。1816 年 开始 任 巴 黎 理 工大 学 .巴黎 大 学 和 法 兰 西 
学 校 教 授 。 

19 世纪 数学 分 析 严 格 化 最 有 影响 的 先驱 者 是 柯 西 ,他 在 这 方 
面 的 代表 作 有 : 

(1)《 分 析 教 程 》,1821 年 。 

《2)《 无 穷 小 分 析 教 程 概论 》,1823 年 。 

(3)《 微 分 计算 教程 》, 1829 年 。 

在 他 的 著作 当中 ,对 极限 .无 限 小 .函数 连续 性 、 级 数 收敛 性 、 
导数 与 微分 . 定 积 分 、 微 积分 基本 定理 和 中 值 定理 都 有 精辟 的 论 
述 。 

下 面 引述 柯 西 的 历史 性 论述 的 原 话 ( 引 自 参 考 文献 [7]) ; 

(1) 极限 与 无 限 小 。“ 当 同一 变量 逐次 所 取 的 值 无 限 趋向 于 
一 个 固定 的 值 ,最 终 使 它 的 值 与 该 定 值 的 差 要 多 小 就 多 小 ,那么 最 
后 这 个 值 就 称 为 所 有 其 他 值 的 极限 。 

“ 当 同 一 变量 逐次 所 取 的 绝对 值 无 限 减 小 ,以 致 比 任何 给 定 的 
数 还 小 ,这 个 变量 就 是 所 谓 的 无 限 小 或 无 限 小 量 ,这 样 的 变量 将 以 
0 为 极限 。” 

《2) 函数 的 连续 性 。“ 设 f(x) 是 变量 x 的 函数 , 且 设 介 于 两 
个 给 定 限 之 间 的 每 个 % 值 ,该 函数 总 有 一 个 唯一 的 有 限 值 。 如 果 
在 这 两 个 给 定 限 之 间 有 一 个 x 值 , 当 变量 x 获得 一 个 无 限 小 增 量 
a ,函数 本 身 将 增加 一 个 差 重 

Frzta)-f(x) 
这 个 差 辣 时 依赖 于 新 变量 a 与 原 变量 * 的 值 。 然 后 ,如 果 对 变量 
x 在 两 给 定 限 之 间 的 每 个 中 间 值 , 差 f(x + x) -了 ( x) 的 绝对 值 都 
随 a 的 无 限 减 小 面 无 限 减 小 ,那么 就 说 函数 /(x) 是 变量 * 在 这 两 
个 限 之 间 的 一 个 连续 函数 。 换 言 之 ,函数 (x) 在 给 定 限 之 间 关 于 
% 保持 连续 ,如 果 在 这 两 个 限 之 间 变 量 的 每 个 无 限 小 增 量 总 产生 
函数 【(x) 本 身 的 一 个 无 限 小 增 量 。 进 一 步 ,我 们 说 函数 (x) 是 
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变量 x 在 x 的 某 个 特殊 值 的 邻 域内 的 连续 函数 , 如 果 它 在 包含 该 
* 值 的 任意 接近 的 两 限 之 间 连 续 。 

(3) 级 数 的 收 化 性 。" 一 个 序列 是 量 wo,wi, uz2, ww,… 的 一 个 
无 限 延续 ,其 中 各 量 按 某 个 确定 的 法 则 分 别 先 后 。 设 

So = Wot Ut + nl 

是 该 序列 的 前 ” 项 之 和 ,如 果 和 5 随 = 的 增 大 而 趋向 一 个 确定 
的 极限 ,那么 就 说 这 个 级 数 收敛 ,这 个 极限 就 叫做 该 级 数 的 和 - 反 
之 ,如 果 部 分 和 Su 随 着 的 无 限 增 大 并 不 趋向 于 任何 确定 的 极 
限 , 则 级 数 是 发 散 的 , 它 没 有 利 。 

级 数 

Me 二 让 二 和 二 二 

收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 当 n 无 限 增 大 时 ,和 5, = ao+ 四 十 
wn_1 趋 向 于 一 个 确定 的 极限 。 换 凶 话 说 ,该 级 数 收 合 的 充分 必要 
条 件 是 :对 于 无 限 大 的 nw 值 ,和 5,,S,11,… 与 有 限 数 5 之 差 ,从 而 
它们 相互 之 差 , 是 无 限 小 量 。” 

(4) 导数 与 微分 。“ 如 果 函 数 y = A(x) 在 变量 * 的 两 给 定 限 
之 间 连 续 , 并 在 这 两 个 限 之 间 指 定 变量 的 一 个 值 ,那么 这 个 变量 的 
一 个 无 限 小 增 量 Ax 将 产生 函数 本 身 的 一 个 无 限 小 增 量 。 设 Ax 
= 天, 则 下 列 差 商 


Ay flxth)- f(x) 
Ax h 


中 的 分 子 分 母 两 项 均 为 无 限 小 量 。 昌 然 这 两 项 同时 站 于 零 ,但 比 
值 本 身 却 可 以 收 敏 于 另 一 个 极限 ,这 个 极限 ,如 果 存 在 的 话 ,对 每 
个 特殊 的 x 值 都 将 有 一 个 确定 的 值 , 但 这 个 值 将 随 * 的 变化 而 变 
化 。 这 样 ,例如 我 们 取 .Frz) =x",m 是 一 个 ( 正 ) 整 数 , 则 无 限 小 差 
的 比 将 是 

+t + hl 


其 极限 等 于 量 wee"!1, 也 就 是 说 是 变量 * 的 一 个 新 的 函数 。 同 样 
的 事实 普 谢 成 立 ,只 是 作为 比 六 + 名 一 世 人 的 极限 的 这 个 新 函 
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数 的 形式 将 随 已 给 函数 y = f(x) 的 不 同 而 不 同 。 为 了 表明 这 种 依 
驴 关 系 ,我 们 称 这 个 新 逆 数 为 导 函数 ,并 用 带 撤 的 符号 7 或 P(x) 
来 表示 它 。” 

“ 设 y=f(x) 是 一 个 独立 变量 x 的 函数 ; 设 为 一 个 无 限 小 
量 ,而 为 一 个 有 限量 , 设 有 = ak, 那 么 a 将 是 一 个 无 限 小 量 , 同 
时 有 恒等式 

Fx+h)— f(x) f(x+ok) -f(x) 
hn 加 ak 


因此 可 得 


fx+ ok)- fx) He hy Ae), (4.10) 


当 变 量 « 趋 于 零 而 上 保持 不 变 时 ,方程 (4.10) 左 端 所 收敛 的 极限 
叫 作 函数 y= f(x) 的 撤 分 ,我 们 用 符号 4 来 表示 这 个 微分 , 记 成 
dy 或 dx) 
如 果 我 们 已 经 知道 导 函 数 y 或 f(x} 的 值 , 那 就 很 容易 得 到 微分 
的 值 。 事 实 上 ,在 方程 (4.11) 两 边 取 极限 ,我 们 就 得 全 一般 结 论 
df(x) = Hf (x) (4.11) 
在 儿 x)=x 这 一 特殊 情形 ,方程 (4.11) 变 成 
dr= Ek" 
(5) 定 积分 。“ 设 函数 y = /A(x ) 关 于 变量 x 在 两 个 有 限界 限 % 
= m0 和 x= 针 之 间 连 续 ,我 们 用 x1,x2，…, x,_1 来 表示 x 的 位 十 
这 两 个 限 之 间 的 一 些 新 值 , 并 假定 它们 在 第 一 限 与 第 二 个 限 之 间 
或 者 总 是 递增 ,或 者 总 是 递减 。 我 们 可 以 用 这 些 值 把 差 ~- xo 划 
分 成 元 素 


XI Xo XI XL N32 xa 
这 些 元 素 都 有 相同 的 符号 。 我 们 将 每 个 元 素 与 该 元 素 左 端点 所 对 
应 的 Atz ) 的 值 相 乘 , 即 元 素 * - zxo 乘 以 f(x0) ,元 素 x2- xi 葬 以 
所 zi)， ,元 素 守 -%-! 梯 以 /xs-1), 设 
S= (x — xoOf x0) + (x2— Tf Cx) + + (Rx fl xa-1) 
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显然 5 将 依 徐 于 : 

中 差 被 分 成 的 元 素 的 个 数 ms 

名 这 些 元 素 的 值 , 从 而 也 就 依赖 于 所 采用 的 划分 方法 。 

如 果 这 些 元 素 的 值 变 得 非常 小 而 数 ” 变 得 非常 大 .那么 划分 
方法 对 $ 的 值 将 没有 实质 性 影响 。 

这 样 ,如 果 我 们 让 这 些 元 素 的 值 随 着 它们 个 数 的 无 限 增加 而 
无 限 减 小 ,那么 就 一 切实 用 的 目的 而 言 ,S 的 值 最 终 将 变 成 常数 ， 
或 者 说 , 它 最 终 将 达到 一 个 确定 的 极限 ,这 个 极限 值 私 依赖 于 函数 
Y=f(x) 和 边界 值 xo 与 了, 这 个 极限 叫 微 定 积分 。” 

{6) 微 积分 基本 定理 。“ 在 定 积分 


上 aaz 


中 ,我 们 候 设 两 个 积分 限 之 一 ,例如 半 是 可 以 变 的 ,积分 本 身 将 随 
着 这 个 量 的 变化 而 变化 ,如 果 用 x 来 代替 这 个 现在 已 成 为 可 变 的 
积分 限 X, 我 们 就 得 到 x 的 一 个 新 函数 , 设 

中 


F(x) = Fryar 
是 这 个 新 函数 ,由 公式 
J peda = (x -aoro + OCX ~ a0)] 

可 推 得 

@ Fr) =x xo)fl ror Ox — xo)] ,Fxo)=0 
6 是 小 于 1 的 非 负 数 。 

由 公式 

oa = Rsdz + fdr (x0 < §eD 

= ,so do/ ote 

可 推 得 

三 oux -| f(x) = [ear -= afx + a) 
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或 

@ 

Fr ta) -F(x) = af(x +m) 

如 果 f(x) 从 x=xo 吧 x= 于 保持 有 限 且 连 续 , 公 式 @ 两 边 除 

以 a, 则 通过 取 极 限 可 以 得 到 
F(x)= f(x) 

这 样 ,积分 作为 的 函数 将 以 积分 号 | 下 的 函数 /(*) 为 其 
导 函 数 。 

(7) 中 值 定理 。" 设 f(x) 是 变量 x 的 一 个 实 函 数 , 且 在 x = xo 
与 x= 天 之 间 关 于 该 变量 连续 ,如 果 两 个 量 f(xo) 与 AX) 符号 相 
反 ,那么 在 xo 与 三 之 间 至 少 有 一 个 x 的 实数 值 满足 方程 

xz)=0” 

通过 栖 西 一 系列 的 艰巨 工作 ,再 经 外 尔 斯 特 拉 斯 的 改进 ,建立 
了 数学 分 析 巩 固 的 基础 ,结束 了 几 百 年 来 微 积分 的 混乱 局 面 ,彻底 
排除 了 第 二 次 数学 危机 。 

阿 贝尔 当时 赞叹 柯 西 “是 当今 懂得 应 该 怎样 对 待 数 学 的 人 。” 

柯 西 的 研究 不 仅 限于 微 积 分 ,他 的 研究 几乎 遍及 数学 的 方 方 
面 面 ,在 复 变 函数 论 方面 ,1825 年 他 的 论文 《关于 积分 限 为 虚数 的 
定 积分 的 报告 》, 被 人 们 视 为 科学 史 最 为 瑰丽 的 一 页 ! 他 还 创造 了 
留 数 的 概念 ,大 大 发 展 了 复 变 函 数 的 理论 。1821 年 ,他 证 明了 下 
多 面体 只 有 5 种 以 及 公式 s+ 2=9p +v, 其 中 。 是 多 面体 的 楼 数 ， 
4 是 面 数 ,v 是 侨 数 ,当年 他 只 有 22 岁 。 

柯 西 死 后 , 搬 集 到 他 的 论文 800 多 篇 ,出 版 了 《 柯 西 全 集 》26 
卷 ,其 数量 之 大 , 仅 次 于 欧 拉 , 名 列 世 界 第 二 。 

柯 贡 生前 乐善好施 ,他 常常 把 工资 捐赠 给 穷人 ,是 个 虞 诚 的 惑 
善 家 。 

外 尔 斯 特 拉 斯 (Kan Weierstrass, 1815 一 1897) 是 微 积分 严格 化 
的 又 一 功臣 。 生 于 德国 威 斯 特 伐 利 亚 , 1829 年 考 人 天 主教 办 的 文 
科 中 学 ,1834 年 中 学 毕业 , 获 甲 等 前 三 名 毕业 文 赁 ,其 父 要 求 外 尔 
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斯 特 拉 斯 长 大 后 进入 普鲁士 文官 阶层 , 1834 年 把 他 送 入 波恩 大 学 
攻读 财务 管理 专业 。 外 尔 斯 特 拉 斯 不 襄 欢 其 父 为 他 选 的 专业 ,并 
不 认真 去 读 那 些 专业 书 , 而 是 把 兴趣 放 在 数学 上 。 在 校 期 间 ,他 研 
读 了 拉 普 拉 斯 的 & 天 体力 学 》 和 雅 可 比 的 《 祖 圆 函数 新 理论 基础 》， 
他 立志 成 为 数学 家 , 1838 年 ,他 放弃 了 法 学 博士 候选 人 的 机 会 ,不 
拿 学 位 ,离开 了 波恩 大 学 。 

1841 年 ,外 尔 斯 特 拉 斯 成 了 一 名 普通 的 文科 初级 中 学 教员 ， 
除数 学 外 ,还 教 过 物理 .历史 地理、 书法 ,植物 和 体育 。 

1854 年 ,外 尔 斯 特 拉 斯 在 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》 发 表 《 阿 贝 
尔 函 数论 》 的 论文 ,这 篇 出 自 名 不 见 经传 的 中 学 教师 的 杰作 ,引起 
数学 界 的 瞩目 ,大 数学 家 本 . 刘 维 尔 (Liouville) 称 这 篇 文章 是 “科学 
中 划时代 的 工作 之 一 "。 哥 尼斯 堡 大 学 授予 他 名 准 博 士 学 位 ,在 授 
学 位 大 会 上 , 校长 说 :“ 外 尔 斯 特 拉 斯 是 我 们 大 家 的 老师 ”1856 
年 ,柏林 和 皇家 综合 工科 学 校 任命 他 为 数学 教授 , 周年 这 位 当 了 15 
年 文科 初级 中 学 教员 的 外 尔 斯 特 拉 斯 当选 为 柏林 科学 院 院士 ， 
1864 年 聘 为 柏林 大 学 教授 。1873 年 , 任 柏林 大 学 校长 。 

外 尔 斯 特 拉 斯 身体 极 健 康 ,高 龄 至 八 甸 智力 仍 未 见 衰退 ,终生 
未 刻 , 德 国人 民 视 外 尔 斯 特 拉 斯 为 德意志 民族 的 骄傲。 他 一 生 除 
巨大 的 数学 成 就 之 外 ,还 培养 了 大 批 出 色 的 学 生 ,例如 俄国 来 的 天 
才女 生 柯 瑟 列 夫 斯 卡 娅 是 外 尔 斯 特 拉 斯 的 早期 弟子 之 一 ,由 于 当 
时 不 许 女生 到 大 学 听课 ,外 尔 斯 特 拉 斯 就 每 周 抽 两 天 给 她 单 人 授 
课 达 4 年 之 久 , 1888 年 , 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 以 刚体 绕 定 点 运动 的 数 
学 力学 论文 面 获 大 奖 。 外 尔 斯 特 拉 斯 与 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 情 同 父 
女 , 在 科学 史上 传 为 佳话 。 

1861 年 ,外 尔 斯 特 拉 斯 给 出 如 下 函数 


f(x) = 六 oooe(bnnz) 
Per 


其 中 0<a<1,b 为 奇数 , 且 ob > 1+ 立 x, 他 证 明 此 函数 点 点 连续 
但 点 点 不 可 微 ,使 数学 界 大 为 震惊 ,这 个 例子 告 减 信 们 ,看 数学 不 
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能 仅 赁 眼睛! 外 尔 斯 特 拉 斯 企图 建立 一 种 不 依赖 于 直观 的 纯粹 的 
算术 化 的 微 积分 ,他 得 到 了 成 功 ,终于 使 微 积 分 达到 了 今日 这 番 严 
密 的 形式 。 

下 面 引用 门 外 尔 斯 特 拉 斯 1861 年 数学 笔记 中 关于 微 积分 的 
几 段 原 话 ,从 中 可 以 看 出 他 是 如 何 首 次 用 "e - 5" 语言 给 出 微 积分 
的 一 些 最 基本 的 现代 定义 的 。 外 尔 斯 特 拉 斯 被 数学 界 誉 为 “现代 
分 析 之 父 ”。 

“如 果 f(x) 是 x 的 函数 , 且 x 是 一 个 确定 的 值 , 则 若 x 变 至 x 
+ 天, 函数 就 会 变 至 f(x + 上), 差 f(x + 有 ) -f(x) 称 为 该 函数 由 自 
变量 从 x* 到 x + 的 改变 所 产生 的 改变 量 。 现 在 如 果 能 对 确定 
一 个 界限 85, 使 对 其 绝对 值 小 于 3 的 所 有 加 值 ,f(x + 4) -f(x) 变 
得 小 于 无 论 怎样 小 的 任 一 量 。, 则 称 自 变量 的 无 穷 小 改变 对 应 出 
函数 的 无 穷 小 改变 。 因 为 如 果 一 个 量 的 绝对 值 能 变 得 小 于 任意 选 
取 的 无 论 怎样 小 的 量 , 则 我 们 说 它 能 变 为 无 穷 小 。 现 在 如 果 一 个 
函数 对 自 变量 的 无 穷 小 变化 ,总 对 应 出 此 函数 的 无 穷 小 改变 , 则 称 
它 为 此 自 变节 的 连续 函数 ,或 称 它 随 着 此 自 变量 连续 地 改变 。 

今日 微 积分 教材 中 关于 连续 消 数 的 定义 就 是 把 上 述 外 尔 斯 特 
拉 斯 的 “es - 和 "型 定义 稍 加 改写 面 成 的 ， 

对 于 在 xo 点 的 某 邻 域 有 定义 的 函数 f(x), 任 意 给 定 一 个 正 
数 e ,存在 一 个 8(e) > 0, 使 得 当 ix - zo1<3 时 ,不 等 式 
Ifl(x) -f(xo)l <e 
成 立 , 则 称 f(x) 在 xo 点 连续 。 

关于 连续 函数 ,外 尔 斯 特 拉 斯 给 出 下 列 性 质 定理 : 

“定理 ”如果 x 的 连续 函数 对 自 变 量 的 确定 值 x1 具有 确定 外 
数 什 yi, 而 对 另 一 确定 值 x,, 具 有 确定 的 函数 值 ,又 如 果 ys 是 
位 于 yi 与 六 之 间 的 任意 值 , 则 在 x 与 *, 之 间 至 少 有 一 个 值 x3， 
对 于 它 函 数 到 值 ys。” 

关于 微分 与 微 商 ,外 尔 斯 特 拉 斯 写 道 : 

“ 当 x* 变 至 x + 时 ,函数 f(x:) 所 产生 的 全 政变 量 f(x + 有) 一 
到 5) 一 般 可 分 解 为 预 个 部 分 ,第 一 部 分 正比 于 自 变量 的 改变 量 ， 
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因此 它 由 九 和 不 依赖 于 的 一 个 因子 ( 即 关于 记 是 常量 ) 组 成 ,从 
而 它 当 上 变 为 无 穷 小 时 也 变 为 无 穷 小 ,或 随 h 同时 变 为 无 穷 小 。 
然而 另 一 部 分 当 上 变 为 无 穷 小 时 不 仅 自身 变 为 无 穷 小 , 当 除 以 
时 仍 变 为 无 穷 小 。 

如 果 表示 一 个 可 取 无 穷 小 值 的 最 , 且 p( 有 是 卢 的 具有 下 
述 性 质 的 任 一 函数 :对 无 穷 小 和, 它 也 变 成 无 穷 修 ( 即 当选 取 一 
个 确定 的 任意 小 量 。 > 0, 总 能 确定 一 个 最 $ ,使 其 绝对 值 小 于 8 
的 所 有 值 .1p(h) | 变 得 小 于 =), 则 可 能 发 生 弛 0 生 仍 是 六 的 函 
数 , 它 本 身 对 无 穷 小 h 值 也 变 成 无 穷 小 ;在 此 情形 ,我 们 称 gC) 
对 无 穷 小 h 值 相对 于 变 为 无 穷 小 。 

函数 全 政变 量 正比 于 自 变量 改变 量 的 第 一 部 分 , 称 为 微分 改 
变量 或 微分 ,并 以 刻画 其 特性 的 置 于 函数 前 表示 ,而 前 级 A 则 
表示 全 政变 量 。 对 于 ,我 们 也 类 似 写 为 dx ,因为 = 的 最 简单 的 
函数 是 * 自身 ,而 dx 是 完全 不 依 籁 于 x 能 变 为 无 穷 小 的 量 。dx 
或 取得 越 小 ,微分 改变 量 与 全 改变 量 差异 越 少 ;通过 减 小 dx 能 
使 此 差别 小 于 每 个 无 论 怎样 小 的 和 ;因此 人 们 定义 微分 为 函数 当 
其 自 变量 改变 一 无 穷 小 值 时 所 产生 的 改变 量 。 

这 样 ,函数 的 微分 一 般 具有 形式 6f(x) = pdx,p 是 为 得 到 画 
数 的 微分 必须 乘 以 自 变量 微分 的 因子 , 称 为 微分 系数 或 微 商 。 它 
一 般 也 是 的 函数 。 由 于 它 由 有 x) 的 确定 的 方式 导出 ,所 以 称 为 
函数 的 导数 并 写成 /( x) ,于 是 这 个 函数 得 以 完成 且 不 依赖 于 自 
变量 的 改变 量 。 

如 果 以 自 变 量 的 微分 除 丽 数 的 微分 , 则 得 到 微分 系数 ,基于 这 
一 理由 , 它 也 称 为 微 商 : 


外 和 尔 斯 特 近 斯 还 给 出 级 数 一 致 收 敏 性 的 概念 与 理论 。 

在 牛顿 与 莱 布 尼 兹 之 后 微 积分 的 完善 工作 中 , 尚 有 下 列 重要 
成 果 应 该 载 人 史册 。 

1696 年 ,法国 数 学 家 洛 比 达 在 他 的 名 著 《 无 穷 小 分 析 》 中 给 出 
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- 求 极 限 的 党 比 达 法 则 。 

法 国 数 党 家 罗 尔 (于 1691 年 ) . 拉 格 朗 日 (于 1797 年 ) . 柯 西 
(于 1821 年 ) 分 别 建立 了 如 今 以 他 们 的 名 字 命 名 的 一 套 中 值 (微分 
学 基本 ) 定 理 。 

1821 年 , 柯 西 在 《分析 教程 ) 中 给 出 无 穷 积分 与 瑕 积分 的 概念 
与 计算 方法 。 

1769 年 , 欧 拉 建立 平面 有 界 区 域 士 二 重 积分 的 理论 (牛顿 在 
《自然 哲学 的 数学 原理 》) 中 已 讲 到 重 积分 的 概念 )。 

1773 年 , 拉 格 朗 日 研究 旋转 梢 圆 的 引力 时 ,用 了 三 重 积分 , 且 
首次 使 用 球 坐标 。 

1828 年 ,俄国 数学 家 奥 斯 特 洛 格拉 德 茨 基 和 德国 数学 家 高 斯 
建立 了 联系 三 重 积分 与 曲面 积分 的 所 谓 “ 奥 一 高 定理 ”。 

1828 年 ,英国 数学 家 格林 给 出 二 重 积分 与 曲线 积分 关系 的 格 
条 公式 。 

1854 年 ,英国 数学 家 斯 托 克 斯 建立 了 空间 曲线 积分 与 曲面 积 
分 关系 的 斯 托 克 斯 公式 。 

1841 年 ,德国 数学 家 雅 可 比 给 出 ”个 = 元 函数 偏 导 数组 成 的 
雅 可 比 行列 式 。 

此 外 ,法 国 的 众多 数学 家 ,例如 克 莱 洛 {A.C. Clairant, 1713 一 
1765) 、 达 朗 幢 尔 (J.B.L.R.d’ Alembert,1717 一 1783) . 蒙 日 (G. Mon- 
ge;1746 一 1818) 、 勒 让 德 (A.M. Legendre, 1752 一 1833) 、 拉 普 拉 斯 
{P.S.M.de Laplace, 1749 一 1827) 等 人 ,对 微 积 分 也 都 微 出 了 卓越 
的 贡献 ,终于 使 微 积 分 园地 开 出 了 今日 这 般 繁 荣 完 美的 数学 之 花 。 


第 五 章 ”离散 数学 与 第 三 次 数学 危机 


运 辑 并 非 不 毛 之 地 , 它 生长 着 矛盾 ! 
一 一 庞 加 莱 


1 集合 论 与 第 二 次 数学 危机 


集合 是 全 部 数学 的 最 基本 概念 之 一 ,是 整个 数学 大 厦 的 基础 ， 
数学 的 每 个 分 支 都 在 使 用 集合 论 的 语言 进行 表述 与 推理 。 

集合 是 一 个 原始 概念 ,最 初 是 从 分 析 数 学 中 产生 的 。 

1854 年 ,德国 数学 家 黎 曼 ( Riemann Georg Friedrich Bemhard， 
1826 一 1866) 在 传 氏 级 数 的 研究 当中 ,得 出 结论 说 :车 f(x) 在 区 间 
上 除 有 限 个 第 一 类 间断 点 外 是 连续 的 , 则 在 连续 点 ,函数 的 三 角 级 
数 收敛 到 天 煞 值 。 这 时 需要 考虑 这 些 连续 点 的 整体 ,于 是 人 们 逐 
浙 产 生 了 点 的 集合 的 原始 概念 ;对 集合 概念 的 提出 ,起 首要 作用 的 
人 物 是 德国 大 数学 家 康 托 尔 ,他 是 数学 史上 一 致 承认 的 集合 论 的 
创始 人 ,1871 年 ,他 给 出 集合 的 第 一 个 定义 , 且 引 入 点 集 的 极限 
点 、 闭 集 , 开 集 ,交集 ,并 集 等 概念 ,1874 年 , 康 托 尔 证 明了 代数 数 
集 与 有 理 数 集 的 可 数 性 和 实数 集 的 不 可 数 性 ,同年 构 作 了 一 个 “ 线 
段 三 等 分 弃 中 "无 穷 次 操作 生成 的 所 谓 “Cantor 尘 集 ” ,1878 年 他 又 
引 和 人 集合“ 势 "的 概念 , 生 证 明了 Cantor 尘 集 与 实数 集 等 势 而 不 可 
数 ,但 其 测度 为 零 。 

康 托 尔 的 工作 具有 革命 性 ,一 时 难以 被 多 数 数学 家 接受 ,但 数 
学 的 历史 已 有 结论 表明 康 托 尔 的 集合 论 是 分 析 数 学 和 离散 数学 不 
可 或 缺 的 有 力 工具 。 

德国 大 数学 家 希 尔 伯 特 (Hilhert David, 1862 一 1943) 欢 呼 康 托 
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尔 的 集合 论 “创立 了 数学 上 最 广泛 .最 有 力 的 一 个 部 门 ,一 个 没有 
人 能 把 我 们 赶 出 去 的 天 党 。” 

康 托 尔 (Georg Cantor,1845 一 1918) , 生 于 俄国 彼得 堡 的 一 个 丹 
麦 犹 太 混血 的 富商 家 庭 中 。1856 年 康 托 尔 随 其 父 迁居 德国 法 兰 
克 福 。17 岁 人 苏 获 世 大 学 ,后 转 入 格 丁 根 大 学 和 法 兰 克 福 大 学 。 
在 大 学 里 康 托 尔 有 幸 师 从 外 尔 斯 特 拉 斯 . 库 默 尔 和 克 罗 内 克 , 特 别 
是 受 了 外 尔 斯 特 拉 斯 的 影响 而 专攻 纯粹 数学 , 1866 年 获 博士 学 
位 。1879 年 任 哈雷 大 学 教授 ,主持 哈雷 大 学 的 数学 讲座 。1891 
年 , 康 托 尔 组 建 德国 数学 家 联合 会 , 任 第 一 任 主席 。1904 年 ,伦敦 
皇家 学 会 授予 他 最 高 荣誉 : 西 尔 威 斯 特 (Sylvester) 奖 章 。 

康 托 尔 的 老师 克 罗 内 克 是 个 “有 穷 论 者 ”, 他 反对 康 托 尔 的 “ 超 
穷 数 "观点 ,他 不 仅 对 康 托 尔 的 学 术 工作 粗暴 攻击 ,还 竟 力 阻止 康 
托 尔 去 柏林 大 学 工作 ,由 于 克 罗 内 克 的 权威 地 位 ,使 其 他 数学 家 也 
跟着 克 罗 内 克 群 起 攻击 康 托 尔 的 工作 ,致使 康 托 尔 于 1884 年 患 了 
严重 的 抑郁 症 ; 同时 来 自 集 合 论 中 的 悖 论 和 连续 统 假设 等 数学 难 
题 又 一 筹 莫 展 ,再 如 上 一 妻 五 子 ,家 庭 收 入 微薄 而 面临 的 经 济 
难 ,使 他 的 身体 每 况 愈 下 ,多 次 长 时 间 住院 治疗 ,在 哈雷 大 学 的 精 
神 病 诊 所 里 度 过 了 漫长 的 时 期 ,于 1918 年 死 于 抑郁 症 ! 

康 托 尔 这 个 人 是 数学 界 的 奇才 ,他 对 数学 的 新 奇 思路 和 独特 
创造 以 及 丰富 的 想象 力 , 成 了 当时 数学 界 有 争议 的 人 物 ,但 最 终 却 
成 了 后 世 数 学 家 学 习 与 敬 牧 的 模范 。 

1883 年 , 康 托 尔 证 明了 “Cantor 定理 ”: 

一 个 集合 与 它 的 等 集 间 不 可 能 建立 一 一 对 应 , 塌 集 的 势 大 于 
原 集合 的 势 。 

所 谓 军 集 是 集合 的 全 部 子 集 为 元 泰 构成 的 集合 。 康 托 尔 还 证 
明了 如 果 一 个 集合 的 势 是 a, 则 其 宪 集 的 势 为 2*,2* > a. 说 明 无 
穷 有 无 穷 多 层次 ,没有 最 大 的 无 穷 。 

1877 年 , 康 托 尔 证 明 一 条 直线 上 的 点 与 平面 上 的 点 (乃至 
维 空 间 中 的 点 ) 一 一 对 应 。 

这 种 结论 不 但 使 大 多 数 数学 家 惊 博 不已 , 连 康 托 尔 自己 也 感 
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到 统 闲 ,他 给 好 朋友 戴 德 金 写 信 说 ; “我 看 到 了 这 个 事实 ,但 连 我 自 
己 也 不 敢 相 信 它 ”当然 ,他 还 是 相信 自己 严格 证 明 出 的 东西 是 真 
的 ,他 雄辩 地 证 明 无 穷 集合 不 再 遵守 有 穷 集合 的 很 多 规则 ,例如 两 
个 无 穷 集合 是 否 对 等 ,必须 坚持 用 一 一 对 应 的 原则 来 讲理 ,而 不 许 
诉 诸 直 观 或 经 验 。 

1899 年 ,他 已 经 预感 到 他 的 集合 论 可 能 引出 逐 辑 混乱 ,在 给 
戴 德 金 的 信 中 , 康 托 尔 有 言 在 先 :不 能 谈论 由 所 有 的 集合 组 成 的 
集合 。” 

康 托 尔 的 证 题 技巧 令 人 叫绝 ,例如 他 证 明 , 开 区 间 (0,1) 中 的 
点 与 单位 正方 形 内 的 点 一 一 对 应 时 ,采用 了 下 面 的 鬼斧神工 ， 

设 (x,y) 是 单位 正方 形 内 的 点 ,z 是 (0,1) 内 的 点 ,把 *,7，z 
都 表 成 无 尽 小 数 ( 有 限 小 数 则 写成 9 的 无 限 循环 )。 把 * 与 y 的 小 
数 分 成 一 组 一 组 的 ,每 组 浓 止 于 第 一 个 非 零 数字 ,与 (x,y) 对 应 的 
点 = 选 为 如 下 写 出 的 小 数 :0. 第 一 组 第 二 组 第 三 组 ……, 其 中 奇 
数组 依次 抄 自 x 的 各 组 数字 ,偶数 组 依次 抄 自 y 的 各 组 数字 ;这 
种 操作 是 可 道 的 ,于 是 建立 了 (0,1) 内 的 点 与 单位 正方 形 内 的 点 的 
一 一 对 应 。 例 如 


z=0.30010274060058604… 
(x7) 与 z 对应。 

1878 年 , 康 托 尔 提出 连续 统 假设 (代号 CH, continuum hypothe- 
S88) : 

在 自然 数 集 的 势 与 实数 集 的 势 之 间 不 存在 其 他 的 势 。 

这 个 假设 (CH) 是 否 成 立 ,至 今 无 人 证 明 或 反驳 。1900 年 , 希 
尔 伯 特 在 巴黎 第 二 次 国际 数学 家 大 会 上 提出 23 个 未 解决 的 数学 
难题 ,其 中 第 一 个 问题 便 是 “求证 连续 统 假设 "。 这 是 数学 中 又 一 
只 “会 下 金 蛋 的 攻 ”. 引 起 世界 数学 家 的 关注 ,1940 年 哥 德 尔 
《Gadel) 和 1963 年 P.J. 科 恩 (Cohen) 部 分 地 回答 了 这 一 问题 ,估计 
离 彻 底 解决 CH 的 时 日 尚 远 。 

1883 年 , 康 托 尔 提出 良 序 集 和 序数 的 概念 。 
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康 托 尔 提出 ;一 个 集合 , 它 的 元 素 按 确定 的 顺序 排列 , 依 此 顺 
序 ,存在 该 集合 的 第 一 个 元 素 , 而 且 对 每 个 元 素 , 都 存在 一 个 确定 
的 后 继 ,这 样 的 集合 称 为 良 序 集 。 例 如 自然 数 集合 

1,2 nn + ly (5.1) 

为 一 个 良 序 集 ,1 是 其 第 一 个 元 素 ;n +1 是 n 的 后 继 。 

康 托 尔 用 w 表示 自然 数 这 个 良 序 集 的 自然 顺序 ;而 把 w 写 在 
紧 跟 自然 数 序列 之 后 , 且 称 w 也 是 一 个 “ 数 ”, 或 称 w 为 第 一 个 “ 超 
穷 序 数 ", 它 比 所 有 自然 数 都 大 ,是 白 然 数 序列 永远 达 不 到 的 极限 。 

康 托 尔 发 展 了 这 种 超 穷 数 的 理论 ,由 于 他 的 理论 不 同 于 以 往 
数学 家 们 在 变量 意义 下 使 用 的 无 穷 概念 ,犹如 无 理 数 和 虚数 的 引 
人 引起 的 数学 风波 , 康 托 尔 的 超 穷 序数 印 实 无 穷 理 论 也 引起 当时 
数学 界 的 不 安 和 抗议 ,一 些 数 学 家 甚至 拒绝 接受 无 穷 集合 及 其 应 
用 。 为 此 康 托 尔 的 业 师 克 罗 内 克 (Leopold Kronecker) 和 康 托 尔 翻 
了 脸 , 克 罗 内 克 既 斥 康 托 尔 是 骗子 。 法 国 大 数学 家 庭 加 莱 1908 年 
公开 说 无 穷 集合 是 病态 与 邪气 的 放 昔 ,下 一 代 人 将 视 集 合 论 为 一 
种 疾病 。 康 托 尔 意识 到 他 正在 与 他 的 前 辈 们 黎 底 决裂 ,1883 年 ， 
他 说 :“ 我 使 自己 同 普遍 的 关于 数学 中 无 穷 的 观点 和 经 常 被 保护 的 
关于 数 的 本 质 观点 处 于 敌对 位 置 .当然 也 有 大 师 级 人 物 站 在 康 托 
尔 这 一 边 ,例如 希 尔 伯 特 说 ,“ 康 托 尔 的 工作 对 我 来 说 是 最 值得 钦 
保 的 数学 理智 之 花 , 也 是 纯粹 理性 范畴 之 中 人 类 活动 所 取得 的 最 
高 成 就 之 一 。1910 年 ,罗素 则 说 :“ 康 托 尔 破译 了 先前 围绕 着 数学 
无 限 的 诸多 难题 ,这 可 能 是 我 们 这 个 时 代 值得 夸 煽 的 最 伟大 的 工 
作 。” 

1914 年 ,德国 数学 家 豪 斯 道夫 (Hausdorff Felix，1868 一 1942 ) 
对 集合 论 敏 感 地 指出 :在 这 个 领域 中 什么 都 不 是 自明 的 ,而且 似 
了 乎 越 是 有 理 的 东西 ,往往 越 是 错误 的 。 

康 托 尔 关于 超 穷 数 理论 发 表 了 许多 文章 。1874 年 ,29 岁 的 康 
托 尔 在 《 克 雷 尔 数 学 杂志 》 上 发 表 第 一 篇 这 类 性 质 的 论文 4 关于 一 
切 代数 实数 的 一 个 性 质 》; 1879 年 一 1884 年 , 康 托 尔 又 相继 发 表 了 
6 篇 研究 无 穷 集 合 的 系列 论文 ,汇集 成 《关于 无 穷 线性 点 集 ? 一 文 。 
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康 托 尔 最 著名 的 著作 是 1895 年 一 1897 年 出 版 的 《 超 穷 数 理论 
基础 六 两 卷 集 )。 

永和 因为 很 多 最 基本 的 数 
学 概念 ,例如 一 切 正 整数 ,圆周 上 的 一 切 点 等 ,事实 上 都 是 实 无 穷 
性 的 概念 。 而 且 不 能 把 有 穷 所 具有 的 狂人 理 了 。 他 的 “一 
一 对 应 ”的 原理 突破 了 传统 的 “整体 大 于 部 分 "的 旧 观 念 ,例如 全 体 
正 整数 与 (其 部 分 ) 全 体 正 偶数 一 一 对 应 , 正 更 数 集 与 正 偶数 集 等 
势 ,相当 于 传统 上 的 “个 数 相等 ”。 

集合 论 的 创始 人 康 托 尔 的 伟大 业绩 连同 怨 的 名 字 ,将 永远 镜 
刻 在 人 类 科学 的 纪念 碑 上 。 

康 托 尔 的 集合 论 现在 称 为 朴 案 集合 论 ,1871 年 他 对 集合 给 了 
一 个 朴素 的 限制 宽松 的 定义 ,“ 把 一 定 的 并 且 彼 此 可 以 明确 识别 的 
事物 一 一 这 种 事物 可 以 是 直观 的 对 象 , 也 可 以 是 思维 的 对 象 一 一 
放 在 一 起 , 称 为 一 个 集合 ,这 些 事物 的 每 一 个 称 为 该 集合 的 一 个 元 


在 之 后 的 工作 中 ,其 实 康 托 尔 已 经 察觉 到 这 种 朴素 集合 论 在 
导 辑 上 要 出 事 儿 ,他 向 戴 德 金 谈 过 禁 谈 一 切 集合 组 成 的 集合 
惜 他 本 人 没有 来 得 及 建立 一 套 公 理 系统 给 出 集合 论 以 明确 无 下 的 
概念 与 理论 。 

1902 年 ,罗素 把 理发 师 悖 论 改造 成 了 -个 所 谓 “ 罗 素 悼 沦 "， 
引发 了 第 三 次 数学 危机 。 

理发 师 悖 论说 :“ 一 位 乡村 理发 师 , 宣称 他 不 给 村 子 里 任何 自 
己 刊 脸 的 人 刊 脸 ,但 给 所 有 不 自己 刊 脸 的 人 刊 脸 。 人 们 问 : “理发 
师 先生 ,您 自己 刊 脸 吗 ?” 如 果 理 发 师 回 答 自 己 刊 脸 ,那么 违背 了 他 
宣称 的 约定 的 前 半 部 分 ;如 果 理 发 师 回答 不 自己 刊 脸 ,那么 按 他 约 
定 的 后 半 部 分 ,他 必须 给 自己 刊 脸 。 理 发 师 陷 人 矛盾 之 中 而 不 能 
自圆其说 。 

下 面 是 罗素 制造 的 “ 仿 理发 师 悖 论 ”。 
事实 上 ， 的 集合 ， 例如 26 个 英语 字母 的 集合 


= 1a,b,c, ,rr yz 
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显然 有 -所 A。 

但 有 的 集合 ,例如 "集合 . 罗 是 以 10 个 以 上 元 素 的 集合 为 元 素 
组 成 的 集合 ." 则 11,2,3，……,10,111 ,11,2,3,*… ,11,121,…|1,2, 
10， nl - 丝 有 10 个 以 上 的 元 素 ,这 些 集合 皆 .如 的 元 
素 ， 可 网 区 的 元 素 个 数 也 超过 10 个 , 故 应 写 .和 向 

可 见 在 康 托 尔 意义 下 的 集合 ,会 发 生 集 合 不 是 自己 的 元 素 , 又 
会 发 生 集合 是 自己 元 素 的 现象 


罗素 构 作 了 如 下 的 集合 
=1414 Fal 《5.2) 
其 中 4 与 8 是 集合 的 代号 。 罗 素 问 道 :“BE 8B 吗 ?” 
怎么 回答 呢 ?1! 


车 BEB, 按 B 的 定义 (5.2),B 锋 B, 蔬 质 ; 

车 BFB, 按 B 的 定义 (5.2), BE B, 矛 盾 。 
其 中 矛盾 回避 不 了 1! 

德国 数学 家 , 逻辑 代数 的 创始 人 弗 雷 格 (Frege Friedrich Ludwig 
Gottlos, 1848 一 1925) 抱 怨 说 :“ 当 大 厦 即 将 竣工 之 时 ,基础 却 骨 演 了 !” 

1908 年 ,罗素 指出 :“ 我 们 不 能 任意 地 制造 一 个 集合 。” 理发 师 
悖 论 的 解决 的 根本 办 法 是 宣布 世界 上 不 会 有 这 种 理发 师 , 或 者 把 
理发 师 排 除 在 “他 给 乔 脸 和 他 不 给 刊 脸 的 人 群 “ 之 外 , 排 中 罗素 悖 
论 的 根本 途径 是 不 承认 日 = {414 任 4} 是 一 个 集合 , 禁 谈 一 个 集 
合 是 自己 的 元 素 , 即 不 许 谈 BE B。 

1908 年 ,法 国 数学 家 策 时 罗 (Zenmelo Emst Friedrich Ferdinand) 和 弗 
伦 克 尔 (Fraenkel) 合 作 提 出 一 套 下 公理 , 按 策 盟 罗 讲 ,他 们 的 焉 公理 
系统 的 目标 是 :“ 从 现 有 的 集合 论 成 果 出 发 ,建立 这 一 数学 分 支 的 原 
则 ,这 些 原则 必须 足够 狭窄 ,以 保证 排除 一 切 矛 持 ; 另 一 方面 ,又 必须 
充分 广阔 ,使 得 康 托 尔 集合 论 中 一 切 有 价值 的 东西 得 以 保留 。 

在 下 公理 出 现 以 前 ,人 们 可 以 自由 地 构 作 集合 jx1p(z)j, 其 
中 8(x) 是 对 该 集合 中 的 元 素性 质 的 一 种 描述 , 正 是 这 样 限 制 不 
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够 严格 地 随意 制作 集合 导致 了 罗素 悖 论 。2F 公理 则 限制 说 :必须 
先 有 一 个 集合 4, 在 4 中 选择 满足 性 质 p(x) 的 元 素 x 们 来 构 作 另 
一 集合 (4 的 子 集 ) ,包含 一 切 集 的 集合 不 存在 。 于 是 从 集合 论 中 
剔除 了 罗素 悖 论 , 解 除了 第 三 次 数学 危机 。 

在 公理 集合 论 中 ,到 目前 为 止 ,还 没有 人 发 现任 何 悖 论 或 巴 
盾 , 策 墅 罗 宣 称 没 有 任何 人 会 从 中 再 制造 出 矛盾 来 。 庞 加 菜 则 反 
层 相 员 道 :“ 为 了 防备 狼 , 羊 群 已 用 篇 来 了 ,但 却 不 知道 图 里 
有 没有 狼 。 

1925 年 , 希 尔 伯 特 说 : “我们 曾经 历 过 两 次 危机 , 头 一 次 是 微 
积分 悖 论 ,第 二 次 是 集合 论 停 论 ,我 们 不 会 再 经 历 第 三 次 ,和 而 且 永 
远 不 会 。" 希 尔 伯 特 的 自信 并 未 经 证 明 , 他 显然 是 过 分 乐观 了 一 些 。 
1930 年 ,数学 家 册 尔 (Eric T. Belb) 说 "经验 告诉 大 多 数 数学 家 , 那 
些 对 上 一 代数 学 家 来 讲 是 稳固 的 . 令 人 满意 的 东西 意 屿 着 是 下 一 
代用 更 可 靠 的 探究 方法 破旧 立新 .拨乱反正 的 好 机 会 。 所 谓 建 立 
在 数学 基础 上 的 合理 共识 ,在 任何 意义 上 似乎 都 是 不 存在 的 。 后 
来 数学 发 展 的 事实 证 实 贝尔 的 话 是 对 的 。 第 三 次 数学 危机 之 后 ， 
数学 当中 又 发 生 了 更 为 惊心动魄 的 矛盾 。 


2 图 与 NPC 理论 


图 论 是 离散 数学 的 重要 分 支 , 它 创 生 于 1736 年 , 欧 拉 是 图 论 
之 父 。 

欧洲 的 普 瑞 格 尔 河流 过 古城 哥 尼 斯 堡 市 ,河中 有 岛 两 座 , 错 7 
座 桥 , 如 图 5.1(a) 所 示 ,节日 里 市 民 们 老 幼 的 挫 上 蚁 游玩 ,不 知 何 
日 何人 提出 如 下 问题 :每 桥 恰 过 一 次 ,再 走 回 出 发 点 ,可 能 吗 ? 此 
即 数学 史上 有 名 的 “ 哥 尼斯 保 七 桥 问题 -” 

1736 年, 欧 拉 把 两 岛 两 岸 抽象 成 4 个 顶点 ,每 桥 是 连接 某 两 
顶点 的 一 条 曲线 ,于 是 七 桥 问题 被 网 拉 化 成 探讨 在 图 5.1(8) 上 是 
否 可 以 画 一 条 回路 ,使 得 此 路 上 含 每 一 曲线 段 洽 一 次 。 欧 拉 说 项 
点 的 位 置 画 在 何 处 ,以 及 每 条 曲线 恬 的 曲直 长 短 可 以 随意 ,此 即 是 


= 


ta) 


图 5.4 


一 维 拓扑 学 的 原始 思想 。 人 们 后 来 把 图 论 视 为 一 维 拓扑 ,可 见 拓 
扑 学 的 创始 人 是 欧 拉 。 
欣 拉 于 1736 年 把 研究 七 桥 问题 的 成 果 写 成 论文 发 表 标 志 图 
论 学 科 的 诞生 。 在 欧 拉 的 论文 中 ,把 平面 上 任意 画 定 的 若 于 个 点 
v1.02…, 世 称 为 顶点 ,其 中 一 些 顶 对 用 曲线 (或 直线 ) 连 接 来 称 为 
边 , 如 此 形成 的 图 形 叫做 一 个 “图 "(Graph) , 欧 拉 得 出 公式 
BD) dv) = 2 


VE 

其 中 VC6) 是 图 6 的 项 集合 ,e 是 图 5 的 边 数 ,d(v) 是 与 顶 4 关 联 
( 即 以 "为 端点 } 的 边 数 , 称 为 顶 的 次 数 或 度数 。 

欧 拉 得 到 下 面 一 条 定理 ; 

顶 数 不 少 于 3 的 连通 图 中 有 含 一 切 边 恰 一 次 的 回路 的 充 要 条 
件 是 每 项 的 次 数 皆 非 零 和 偶数， 

后 来 人 们 称 这 种 能 一 次 性 亡 历 所 有 边 的 回路 为 欧 拉 回 路 ,有 
欧 拉 回 路 的 图 称 为 网 拉 图 。 

在 七 桥 阿 题 中 , 顶 的 次 数 是 3 和 5, 所 以 欧 拉 宣布 七 桥 问题 无 
解 。 

1921 年 ,数学 家 Fleury 给 出 求 欧 拉 回路 的 有 效 算 法 (本 章 涉 及 
的 具体 数学 证 明 及 算法 细节 可 参考 王 树 禾 著 《离散 数学 引 论 》, 中 
国 科 技 大 学 出 版 社 ,2001 年 )。 

对 干 欧 拉 图 ,一 个 尚未 解决 的 问题 是 : 

欧 拉 图 是 否 可 表 成 不 超过 项 数 减 2 个 轿 的 并 ? 
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1962 年 ,中 国 数 党 家 管 梅 谷 提出 “中 国 邮 路 问题 "(Chinese 
postman problem) : 

一 位 邮递 员 从 邮局 选 好 邮件 去 投递 ,然后 返回 邮局 ,他 必须 经 
过 他 负责 投递 的 每 条 街道 至 少 一 次 ,为 他 设计 投递 路 线 ,使 其 耗 时 

少 。 

上 述 中 国 邮 路 问题 的 数学 模型 是 在 边 加 了 权 的 连通 图 上 求 一 
条 含 一 切 边 的 回路 ,使 此 回路 是 回路 当中 权 最 小 者 。 

对 于 欧 拉 图 ,此 所 求 四 路 就 是 一 条 欧 拉 回路 ,已 有 Fleury 算法 
可 解 ;对 于 非 欧 拉 图 ,1973 年 , Edmonds 和 Johnson 给 出 了 解 中 国 邮 
路 的 有 效 算法 。 

1995 年 , 王 树 禾 提出 多 邮递 员 中 国 邮 路 问题 及 其 近似 解法 ， 
证 明了 这 一 问题 是 NPC 难题 之 一 ; 

邮局 有 (上 > 2) 位 投递 员 ,同时 投递 信件 ,全 城 街道 都 要 投 
递 ,完成 任务 返回 邮局 ,如 何 分 配 投递 路 线 ,使 得 完成 全 城 投递 任 
务 最 早 ? 此 问题 记 成 PCPP(k Postmens Chinese Postman Prohlem) 。 

kPCPP 的 数学 模型 如 下 : 

C 是 连通 图 ,Ye€ E(G), 3 w(e)EN ,voE V(G), 求 6 中 回 
路 C1,C2,…, G4, 使 得 

(1) wo E VCC), i=1,2,., ke 

(2) max >) wle) = min。 

和 EC) 

(3) UE(C) = ELC), 
其 中 E(C) 表 示 图 G 的 边 集合 。 

1847 年 ,德国 物理 学 家 柯 希 替 夫 (Kirchhoff) 提 出 树 的 概念 。 
所 调 树 即 无 轿 连 通 图 ,他 是 在 研究 电路 网 络 时 考虑 了 电路 网 的 所 
亩 “生成 树 ”, 即 一 个 含有 电路 图 上 所 有 节点 的 树 形 子 图 。 

1857 年 ,英国 数学 家 凯 莱 (Caylay Arthur, 1821 一 1895 研究 
个 碳 原 于 的 饱和 碳 毛 化合物 CH, ,2 的 同 分 异 构 体 时 ,提出 了 树 
的 概念 与 计数 的 理论 , 它 用 图 论 的 观点 让 明了 仅 当 m=2n+2 时 ， 
伐 氨 化 合 物 C,H 才 可 能 存在 。 
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1889 年 , 凯 莱 给 出 n 顶 完全 图 ( 即 每 项 之 间 丝 有 边 的 图 }K， 

的 生成 树 的 个 数 公式 
r(Ka) = mn 2 

例如 19 个 项 的 完全 图 , 竟 有 一 亿 棵 生成 树 , 每 页 纸 画 19 裸 ， 
需要 一 千 万 页 纸 才 能 画 完 Ko 的 生成 树 。 

1956 年 ,Kmskal 设计 了 求 最 优 树 的 有 效 算法 ,他 面 对 的 问题 
的 实际 模型 是 : 

欲 修筑 连接 若干 城镇 的 铁路 ,已 知 i 城 与 ) 城 路 段 造 价 为 c;， 
设计 一 个 线路 图 ,使 总 造价 最 低 。 
上 述 问题 的 数学 模型 是 在 已 知 连 道 加 权 图 上 求 总 权 最 小 的 一 
裸 生成 树 , 此 树 称 为 最 优 树 。 
平面 图 在 图 论 中 占有 突出 的 地 位 。 

能 画 在 平面 上 使 得 无 任 二 边 在 边 的 内 点 相交 的 图 为 平面 图 ， 
例如 多 面体 的 预 与 棱 组 成 的 图 就 是 平面 图 。 

欧 拉 于 1736 年 得 到 了 关于 连通 平面 图 的 著名 公式 
v-e+$=2 (5.3) 
其 中 * 是 项 数 ,s 是 棱 数 ( 边 数 ),#$ 是 面 数 。 

事实 上 ,p=1 时 .图 CC 是 树 , 这 时 =v 一 1, 公 式 (5,3) 成 立 ， 
假设 对 于 gs n(n 公式 (5.3) 已 成 六 ,对 于 p=n+l,n+1> 
2, 则 6 中 有 图, 设 eEE(C), 且 。 在 圈 C 上 , 则 6-。 仍 连通 ,被 
e 分 隔 的 下 个 面 在 6G - 。 中 变 成 一 个 面 , 且 G -。 仍 为 平面 连通 
图 ,由 归纳 法 假设 

viG—e) -eG—)+ HEC-e}=2 
v0 -Ee(G) -1]+ [$6 -1 =2 


即 
zx(G)-e(CC)+gC)=2 
可 见 公式 (5.3) 成 立 。 
欧 拉 公式 (5.3) 是 数学 中 最 精彩 最 有 用 的 公式 之 一 。 应 用 它 
欧 拉 证 明正 多 面体 只 有 5 种 : 
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面 数 4 6 & 1 20 
面 形 ”正三 角形 ”正方形 正三 角形 正 五 边 形 正三 角形 


顶 数 4 8 6 20 12 

楼 数 6 12 12 30 30 
每 项 处 

楼 数 3 3 4 3 5 


而 且 还 证 明 出 除 无 7 楼 多 面体 外 ,对 一 切 不 小 于 6 的 自然 数 4, 存 
在 ”楼 多 面体 。 

平面 图 的 高 峰 定理 是 1930 年 由 波兰 数学 家 库 拉 托 夫 斯 基建 
立 的 。 

当时 欧洲 大 陆 流传 下 面 的 五 王子 修 路 问题 : 

一 位 独裁 者 生 有 五 子 , 死 到 临头 时 他 对 5 个 儿子 留 下 遗 幅 ,把 
土地 瓜分 给 5 个 儿子 ;这 5 个 儿子 在 自己 的 领地 上 分 别 修筑 宫 典 ， 
他 们 还 要 求 每 两 座 家 暴 问 修一 道路 , 且 每 两 条 道路 皆 不 交叉 , 思 穴 
的 王子 笋 费心 机 ,始终 无 法 实现 筑 路 要 求 。 

1930 年 , 库 拉 托 夫 斯 基 给 出 平面 图 的 充分 必要 条 件 , 严 格 证 
明 “ 五 王子 修 路 问题 "无 解 。 

库 拉 托 夫 斯 基 的 定理 为 : 

C 是 平面 图 的 充 要 条 件 是 6 中 无 与 Ks 或 Rs 同 胚 的 子 图 。 

擅 谓 两 图 同 胚 是 指 一 个 图 是 由 另 一 图 在 某 些 边 内 点 处 "加 上 ” 
一 些 新 顶 得 到 的 。K; 与 Ks,3 如 图 5.2(a) 和 图 5.2(5) 所 示 。 


的 
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把 一 个 平面 图 (例如 一 个 多 面体 ) 画 在 平面 上 ,使 无 两 边 相 交 
叉 , 这 一 过 程 称 为 平面 徐 入 。 为 了 把 一 个 平面 图 进行 平面 戏 入 , 几 
从 "纵深 搜索 法 "(Depth first search) 谈 起 ,此 方法 代号 为 DFS。 

DFS 是 图 论 中 最 重要 的 基础 算法 之 一 。 

1690 年 ,独裁 者 威廉 王 修筑 了 一 座 迷 富 ,其 遗址 至 今 念 保留 
在 奥地利 , 见 图 5.3( 示 意图 )。 


图 5.3 


威廉 把 他 的 宫 朵 修 成 这 般 公 样 ,是 为 了 行刺 者 不 易 搜索 到 
他 ,而 且 也 易于 迷路 ,不 能 从 容 退 出 。 欧 洲 还 有 关于 “妖精 官 " 
的 传说 ,是 讲 克 里 特 岛 上 往 一 个 食 人 和信 面 妖 米 诺 托 ,她 住 在 一 
座 状 似 威廉 迷宫 的 山洞 中 ,雅典 王子 戒 妖 斯 在 公主 亚 丽 阿 特 的 
帮助 下 ,以 绒线 做 路 标 ,顺利 地 搜索 到 妖精 , 斩 妖 后 及 时 迅捷 远 
离 现 场 。 

1973 年 ,数学 家 Hoperoft 和 Tarjan 受 如 何 出 入 迷宫 的 启发 , 设 
计 了 一 个 有 效 算法 ,对 一 个 末 知 结构 的 图 ,从 一 项 出 发 ,每 顶 每 边 
皆 经 过 ,再 由 出 发 点 退出 , 且 每 边 恰 行 两 次 ,此 算法 就 是 DFS 算 
法 。 图 5.4 是 执行 DFS 的 一 个 简单 实例 ,s ,vi, v2,v3 是 未 知 结构 
的 一 个 图 & 的 顶 ,s 是 出 人 口 , 实 线 是 G 的 边 ,第 头 指示 搜索 方 
向 ,虚线 是 撤退 路 线 。 

这 个 算法 的 指导 思路 是 能 前 进 时 就 继续 前 进 ,不 能 前 行 时 则 
沿 来 路 倒退 ,所 谓 “ 能 前 进 " 指 还 有 未 标志 的 新 路 可 寻 .。 
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5.4 


1966 年 ,数学 家 Lempel, Even 和 Cederbaum 运用 DFS 等 方法 给 
出 把 一 个 平面 图 进行 平面 租 入 的 有 效 算法 , 称 为 “顶点 添加 平面 嵌 


平面 图 当中 一 个 最 重大 的 问题 是 所 谓 “4 色 猜 想 ”, 代 号 4CC。 

18$2 年 ,伦敦 一 个 名 叫 下 . 格 思 里 的 大 学 生 写 信和 给 他 的 哥哥 弗 
雷 德里 克 , 格 思 里 在 信 中 向 哥哥 说 :“ 每 张 地 图 上 的 国家 总 能 用 4 
种 颜色 着 色 ,使 邻 国 异 色 。 当时 弗 雷 德里 克 兄 弟 二 人 在 伦敦 大 学 
听 当 时 著名 数学 家 A. 德 -摩根 (1806 一 1871) 的 课 , 就 拿 这 个 地 图 
着 色 问 题 去 请 教 德 -摩根 ; 德 : 摩 根 经 研究 发 现 一 个 重要 线索 ;地 
上 不 会 有 5 个 区 域 彼此 相 邻 。 从 而 猜想 不 需要 5 种 颜色 ,感到 
4CC 是 成 立 的 。 当 然 这 一 线索 不 能 算 做 4CC 为 真 的 数学 证 明 。 

1878 年 ,著名 数学 家 A ,凯利 (1821 一 1895) 不 能 决定 4CC 的 
真 伪 , 就 把 它 提交 伦敦 数学 会 ,不 到 一 年 的 时 间 , 伦敦 数学 会 会 
员 A.B. 肯 普 (Kemple,1849- 一 1922) 发 表 了 一 篇 论文 ,宣称 4CC 是 
真 的。 肯 普 的 证 法 极 巧妙 ,11 年 后 的 1890 年 ,P.J. 希 伍德 CHea- 
wood,1861 一 1955) 挑 出 了 肯 普 证 明 中 的 不 可 纠正 的 错误 , 且 沿 
用 肯 普 的 技巧 证 明了 五 色 定理 ;用 不 超过 5 种 颜色 可 以 染 任何 
地 图 ,使 邻 国 异 色 。 以 后 又 对 4CC 研究 了 几 于 年 时 间 , 未 获 正 
果 。 这 期 间 不 少 著名 数学 家 (例如 伯 克 豪 夫 (Bikhof) ) 和 无 数 业 
余 爱 好 者 也 在 四 色 猜 想 上 消耗 了 大 量 的 精力 。 

这 样 一 个 很 容易 用 普通 (自然 ) 语 言 对 任何 外 行人 讲 清楚 的 
河 题 , 何 以 如 此 众多 的 数学 家 愿意 在 这 个 实用 价值 几乎 为 零 的 
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问题 上 下 如 此 巨大 的 工夫 呢 ? 到 19 世纪 ,数学 已 经 发 展 得 相当 
有 力 , 甚 至 有 的 数学 家 (例如 希 尔 伯 特 等 ) 认 为 凡 能 用 数学 语言 
合理 提出 的 问题 ,总 能 用 足够 有 力 的 数学 手段 严格 地 加 以 解决 ， 
而 且 当 时 多 数 数学 家 还 觉得 给 出 的 解答 可 以 使 有 疑 意 的 其 他 数 
学 家 在 不 太 长 的 时 间 内 来 检验 答案 的 正 误 。 大 家 认为 4CC 就 
是 这 样 的 问题 之 一 ,如 果 不 能 解决 它 , 那 就 是 我 们 还 需要 创建 适 
当 的 数学 工具 。 

对 于 那些 证 明 不 太 长 而 且 理论 性 较 强 的 定理 .上 述 观 点 是 可 
以 理解 的 ,但 对 于 一 些 需要 超 长 证 明 且 计算 量 极 大 的 定理 ,传统 的 
手工 证 明 就 难以 见效 了 ,4CC 就 可 能 是 这 么 一 个 问题 。 

1976 年 ,美国 数学 家 阿 佩 尔 (Appel) 和 哈 肯 (Haken) 在 计算 机 
上 做 出 了 4CC 为 真 的 机 器 证 明 , 他 们 用 了 一 百 亿 个 逻辑 判断 , 耗 
了 1200 个 机 时 。 

关于 哈密 顿 图 的 问题 很 多 都 是 图 论 中 的 热点 问题 和 难点 问 
题 ,例如 如 何 判定 一 个 图 是 哈密 顿 图 和 解 货 郎 问题 就 是 图 论 万 至 
整个 数学 当中 的 最 难 解 的 问题 之 一 。 

1857 年 ,英国 数学 家 哈密 顿 ( Wiliam Rowan Hamilton, 1805 一 
1865) 发 明了 一 种 数学 游戏 ,在 正 十 二 而 体 的 20 个 顶点 上 分 别 标 
志 上 北京 东京. 柏林, 巴 歼 .纽约 ,旧金山 ,莫斯科 ,伦敦 .罗马 .里 
约 热 内 卢 .布拉格 .新 西伯 利 亚 .墨尔本 、 那 路 扳 冷 . 爱 于 保 .都 柏 
林 、 布 达 佩斯 . 安 亚 伯 ,阿姆斯特丹 和 华沙 这 20 个 遍布 全 球 的 大 都 
市 ,要 求 从 某 城 出 发 , 沿 正 十 二 面体 的 楼 行进 ,每 城 丛 过 一 次 ,再 返 
回 出 发 地 。 这 个 游戏 是 可 以 成 功 的 ,如 图 5.5。 事 实 上 正 十 二 面 
体 是 平面 图 ,图 5.5 是 它 的 一 个 平面 戏 人 。 当 年 哈密 顿 以 25 个 金 
币 的 高 价 把 此 项 专利 卖 给 了 一 个 玩具 商 。 

哈密 顿 周 游 寥 界 的 游戏 狐 似 1736 年 欧 拉 处 理 的 七 桥 问题 { 也 
是 一 个 游戏 性 问题 ) ,都 是 要 求 遍历 性 ,不 过 要 求 欧 拉 的 是 一 次 
亡 历 图 的 所 有 边 ,而 输 密 顿 提出 的 要 求 则 是 一 次 性 过 历 一 个 
顶 , 欧 拉面 临 的 遍历 问题 已 被 他 圆满 而 有 效 地 解决 了 ， 人 
问题 却 成 了 数学 史上 过 留 的 最 难 问题 之 一 。1857 年 哈密 顿 的 这 
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北京 


网 5.5 


个 盘 似 儿戏 的 游戏 又 演化 出 一 个 著名 的 所 谓 " 货 郎 
saleeman problem) : 
一 位 货 郎 到 各 村 去 卖 货 ,再 返回 出 发 地 ,要 求 


问题 ”Traveling 


村 至 少 要 去 一 


次 ,为 货 朗 设计 一 种 耗 时 最 少 的 售 货 路 线 。 
如 果 把 村 子 全 排列 ,需要 从 二 (n - 1)! 种 排列 


中 选 出 一 种 路 


程 最 小 者 ,由 于 ”大 -个 给 定 的 整数 ,从 有 限 的 几 种 方案 中 挑 一 
种 最 佳 方案 ,似乎 求 取 有 方 ,可 惜 款 (” - 1)! 个 方案 个 数 过 多 , 既 


使 处 理 一 种 方案 视 为 一 次 运算 ,在 每 秒 百 亿 次 的 计算 机 上 ,对 于 例 
如 128 村 子 的 情形 也 需要 连续 运算 102 个 世纪 ! 可 见 这 种 思 公 移 


山 式 的 解决 方式 是 应 该 否定 的 。 必 须 对 货 郎 问题 
法 ,至 今 对 此 仍 无 本 质 进展 ! 


设计 出 有 效 算 


哈密 顿 讨 论 了 一 个 图 是 否 存 在 一 个 含 一 切 顶 点 的 圈 的 问题 ， 
这 种 轿 他 的 学 生 们 称 为 Hamilon 团 , 有 哈密 顿 加 的 图 称 为 Hamikon 
图 。 至 今 有 效 判定 一 个 图 是 否 哈密 顿 图 的 算法 尚未 建立 ! 只 对 一 
些 特殊 的 图 ,能 判定 其 是 否 Hamilton 图 ,例如 ,对 于 国际 象棋 盘 上 
的 “ 马 图 “以 方 焙 为 顶 , 仅 当 马 从 甲 格 一 步 可 中 到 乙 烙 时 ,甲乙 两 


顶 间 连 一 边 形成 的 图 ) 是 Hamilton 图 , 即 马 可 遍 历 ， 


见 图 5.6, 图 中 


画 出 了 马 的 Hamilton 关 ,右边 的 数字 方 阵 是 一 个 每 行 每 列 之 和 皆 


260 的 约 方 , 其 中 每 格 的 数字 是 马 行 的 步 数 。 
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图 5.6 
哈密 顿 是 英国 物理 学 家 和 数学 家 ,在 英国 科学 史上 是 仅 次 于 牛 


顿 的 第 二 号 人 物 。 他 的 主要 数学 成 就 在 微分 方程 (Hamilton 系统 ) 和 
泛 函 分 析 方 面 ,他 的 四 元 数 a + 如 + 十 + dk(a 是 实 部 ,Bi + gf + dk 
是 向 量 部 分 ) 类 似 于 复数 , 称 为 超 复 数 ,进而 建立 了 “ 超 复数 "理论 ， 
在 近世 代数 领域 他 也 有 杰出 贡献 ,四 元 数 引起 了 数学 的 一 场 重大 变 
革 , 狂 如 几何 领域 中 非 欧 几何 那样 一 种 深刻 的 飞跃。 

哈密 顿 1805 年 生 于 爱尔兰 首都 都 柏林 , 父 为 商人 , 母 乃 名 门 之 
女 , 聪 慧 干练 。 幼 年 的 哈密 顿 是 超常 儿童 ,3 岁 能 读 英语 书 ,5 岁 学 
会 了 拉丁 语 . 希 腊 语 和 项 伯 来 语 ,8 岁 学 会 法 语 和 意大利 语 :10 岁 时 
学 会 了 印度 .阿拉伯 等 多 种 东方 语言 ,是 一 位 罕见 的 语言 奇才 。 

哈密 顿 18 岁 以 第 一 各 的 成 绩 考 入 都 柏林 三 一 学 院 , 此 前 ,他 
没有 上 过 小 学 和 中 学 ,小 学 中 学 的 课程 是 在 家 里 由 玻 权 辅导 自学 
完成 的 ,12 岁 读 完了 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 拉 丁 文 版 和 克 莱 罗 的 
《代数 基础 》,13 岁 到 16 岁 ,自学 牛顿 与 拉 普 拉 斯 的 著 儿 ,17 岁 时 
掌握 了 微 积分 , 旦 学 会 了 计算 日 食 与 月 食 的 数理 天 文学 。 

1827 年 ,哈密 顿 写 出 论文 《光线 系统 理论 》, 三 一 学 院 教授 布 
林 苹 里 在 给 皇家 科学 院 的 推荐 信 中 写 道 ， 我 不 是 说 哈密 顿 将 会 成 
为 数学 家 ,而 是 说 他 现在 就 是 第 一 流 的 青年 数学 家 。” 

险 密 顿 22 岁 时 ,大 学 尚未 毕业 ,三 一 学 院 领 导 一 致 推选 他 为 
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布 林 戈 里 教授 的 继承 人 ,荣获 爱尔兰 皇家 天 文学 家 的 称号 ，1837 
年 成 为 爱尔兰 皇家 科学 院 院 长 。 

1843 年 ,哈密 顿 在 爱尔兰 皇家 科学 院 宣布 “四 元 数 "的 发 现 ,48 
岁 时 出 版 《四 元 数 讲义 》 一 书 ,1866 年 出 版 名 闭 《 四 元 数 基 础 》 四 
元 数 在 代数 , 微 积分 ,电磁 学 等 领域 有 重要 应 用 。 

1835 年 ,哈密 顿 出 版 了 《动力 学 的 一 般 方 法 》, 此 书 与 上 述 四 
元 数 的 著作 是 哈密 顿 的 代表 作 ,他 的 著述 共 140 种 。 

分 析 力学 中 的 “哈密 顿 原理 ” .微分 方程 中 的 “哈密 顿 系统 与 哈 
密 顿 丽 数 "和 纯 数学 中 的 “四 元 数 " 是 数学 力学 态 至 整个 物理 学 中 
的 金 科 玉 律 。 
匹配 技术 是 图 论 当中 十 分 有 趣 且 十 分 有 用 的 内 容 , 寇 尼 希 
(Kanig) . 霍 耳 (Hall) ,贝尔 热 (Berge) , 塔 特 (Tutte) , 埃 德 蒙 兹 (Ed- 
monds) ,科恩 (Kuhn) 和 曼 克 瑞 斯 (Munkras) 对 匹配 的 理论 与 算法 做 
了 出 色 的 工作 。 

1931 年 ,Kinig 给 出 匹配 与 覆盖 的 概念 :如 果 WECE(C)，Yei， 
eEM,e,e 不 相 邻 , 则 称 开 是 图 6 的 一 个 匹配 ; W 中 的 边 的 端 
点 称 为 在 好 中 相配 ;对 中 的 边 之 端点 称 为 被 村 许配 , 6 中 每 顶 篆 
被 开 许 配 时 , MM 称 为 完备 匹配 ; 6 中 已 无 匹配 好 ,使 得 1 好 1 > 
1M1, 则 称 # 为 C 的 最 大 匹配 。 

KCV(G),G 的 每 条 边 至 少 有 一 个 端点 在 大 中 , 则 称 天 是 G 
的 一 个 覆盖 , 6 的 最 小 覆盖 的 顶 数 称 为 覆盖 数 , 记 成 a( C)。 

1931 年 ,Kinig 建立 了 下 面 的 定理 ; 

二 分 图 中 ,车 村 ' 是 最 大 匹配 ,天 是 最 小 覆盖 , 则 |M* | = (天 1 
=a(G)。 

1936 年 Kenig 的 名 著 《 有 限 图 与 无 限 图 理论 一 线 复 形 的 组 
合 拓扑 学 ?问世 ， 线 复 形 " 即 图 (Graph)。 

1935 年 , 霍 耳 建立 了 有 名 的 “婚配 定理 ”: 

C 是 一 分 图 , 顶 集 的 一 分 图 划分 为 与 了 ,中 存在 把 X 中 的 
顶 皆 许 配 的 匹配 的 充分 必要 条 件 是 ,对 一 切 SEX,1N(S)1>131， 
其 中 N(S) 是 $ 的 邻 集 , 即 与 $ 中 的 顶 相 邻 的 顶 组 成 的 集合 ， 
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瞧 耳 由 其 婚配 定理 推导 出 下 面 的 著名 结论 ; 
天 次 正则 ( 即 每 项 加 于 次 ) 二 分 图 (上 > 0) 有 完备 匹配 。 
根据 稚 征 婚配 定理 ,解决 了 著名 的 伯 努 利 一 欧 拉 错 放 信 臭 问 


题 : 
某 人 给 6 位 朋友 各 写 了 一 封 避 ,准备 了 6 个 写 有 收 信人 地 址 
姓名 的 信封 , 问 有 多 少 种 投放 信 壬 的 可 能 ,使 每 封 信 的 信 壬 与 信 圭 
第 不 符 ? 
设 信 笑 x, 与 信封 %(i = 1,2,…,6) 是 相符 的 ,于 是 问题 化 成 图 
5.7 中 完备 匹配 的 个 数 pg(6) = ? 由 于 图 5.7 是 5 次 正则 二 分 图 ， 
所 以 有 完备 匹配 。 


图 $5,7 
zi 与 六 相配 时 ,完备 匹配 的 个 数 为 6G- 和 -入 = Gin 中 (Gu 


是 个 4 次 正则 二 分 图 ) 完 备 匹配 的 个 数 w%(5)。 在 &,, 中 ,着 x 与 
力 相 配 , 则 y(5) = 2(4) ,车 x 不 与 yi 相配 , 则 (5) = q(5); 于 是 
在 CG 中 必 “与 ys 相配 时 ,有 9g(5) + p(4) 个 完备 号 配 ; 同 理 x 与 
(= 3,4,5,6) 相 配 时 亦 有 g(5) + p(4) 个 完备 匹配 ,所 以 p(6) = 5Lg 
(5) + of{4)], 这 是 一 个 递 推 公式 ,可 算出 p(6) = 256。 

一 般 面 言 , 对 于 n 封 信 的 情形 

pn)=(n- Dg(n-1)+y(n-2)),9(2) =1,9(1) =0 

1947 年 ,Tutte 对 一 般 图 6 给 出 了 存在 完备 匹配 的 充 要 条 件 ， 
且 得 出 结论 ， 

无 桥 三 次 正则 图 有 完备 匹配 。 
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1957 年 , 册 尔 热 建立 了 最 大 匹配 的 充分 必要 条 件 是 CG 中 无 丸 
可 增 广 扫 ( 即 一 条 胃 上 的 边 交替 地 在 于 内 与 刘 外 出 现 , 是 此 轨 的 
起 止 顶 和 皆 示 被 W 许配 )。 

根据 Berge 的 定理 ,1965 年 ,匈牙利 数学 家 Edmonds 建立 了 以 
他 的 祖国 命名 的 著名 的 "匈牙利 算法 ,这 是 一 个 有 效 算 法 (或 称 好 
算法 )。 

匈牙利 算法 能 解决 诸如 下 面 的 实际 问题 : 

某 公司 有 职员 x , %2，… ,x4, 他 们 去 做 工作 yt yz， 六 ,每 
人 适合 做 其 中 一 项 或 几 项 工作 , 问 怎 样 分 配 工作 ,使 得 尽 可 能 多 的 
人 就 业 ? 

1957 年 , Kuhn 和 Munkras 面 对 下 列 问题 : 

公司 的 职员 们 去 做 各 项 工作 ,效益 不 尽 一 致 ,需要 制定 一 个 分 
工 方案 ,使 人 尽 其 才 ,公司 的 总 效益 最 大 。 

这 个 问题 的 数学 模型 是 : 6 是 完全 加 权 二 分 图 , G 的 二 分 图 
顶 划分 为 了 = | el za 了 = 03, 权 (xy) 关 0 
已 知 , 求 总 权 最 大 的 所 谓 最 佳 匹配 。 

关于 图 的 着 色 ,是 一 个 令 人 着 迷 的 领域 ,这 个 领域 未 解决 的 问 
题 贱 难 又 多 ,开始 时 是 由 4CC 引发 的 ,人 们 为 了 冲击 4CC ,深思 熟 
虐 , 做 出 了 许多 图 论 成 果 。 

1912 年 ,数学 家 Birkhoff 引 人 颜 色 多 项 式 ,他 提出 且 解 决 的 问 
题 是 : 

今 有 大 2 1) 种 颜色 ,对 给 定 的 标志 图 6 进行 正常 顶 着 色 
《 邻 顶 异 包 ), 问 具有 多 少 种 不 同 的 着 色 方 式 ? 用 PC, 让 ) 表 示 这 
些 不 同 的 着 色 方 式 的 总 数 。 

Birkhof 证 明 PCC ,加 是 起 的" 次 多 项 式 ( 称 为 图 6 的 颜色 多 
项 式 ) , 且 其 首 项 是 参 , 第 二 项 是 - ele -1 ,常数 项 为 零 , 系 数 皆 整 
数 ,系数 正 负 相 间 地 出 现 。 

Bidhof 把 4CC 表 成 P( 平 面 图 ,4) >0。 

Read 提出 猜想 :PC G,E) 中 的 系数 绝对 值 先是 单调 上 升 ,继而 
单调 下 降 。 
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至 今 无 人 反驳 亦 无 人 证 明 Read 猜想 。 

拉 姆 赛 数 是 图 论 与 组 合 论 当中 最 诱 人 的 问题 之 一 。1928 年 
英国 数学 家 ,哲学 家 和 经 济 学 家 拉 姆 赛 (Ramsey) 在 伦敦 数学 会 宣 
读 了 一 篇 数学 奇 文 ,提出 所 谓 拉 姆 赛 数 的 计算 问题 ,1930 年 他 因 
腹部 手术 不 幸 逝 世 , 亡 年 仅仅 26 岁 ! 但 他 的 关于 拉 姆 赛 数 的 数学 
遗产 却 水 泽 数 学 界 , 数 学 家 们 公认 ,如 果 从 离散 数学 中 选 一 项 最 为 
精美 的 成 就 ,那么 我 们 将 投 科 姆 赛 理论 的 票 。 

1928 年 拉 姆 赛 提 出 的 问题 是 : 至 少 多 少 人 的 任 一 人 群 之 中 必 
有 pp 个 人 彼此 相识 或 q 个 人 彼此 不 相识 ?把 满足 这 种 需求 的 人 群 
的 最 少 人 数 记 成 rp,9),r(p,4) 称 为 拉 姆 赛 数 。 

如 果 相 识 者 之 间 连 接 一 条 绿 线 ,不 相识 者 之 间 连 结 一 条 红线 ， 
则 rp,9) 表 示 :Y p,q EI ,K。 的 边 用 红 绿 两 种 颜色 任意 着 色 , 问 
n 最 少 是 多 少 ,才能 出 现 一 个 绿色 完全 子 图 K 或 一 个 红色 完全 子 
图 Ko? 

3,3) =6 很 容易 证 明 : 设 ,wv;,…, ve 是 性 取 的 6 人 ,与 v1 
相连 的 红线 与 绿 线 中 必 有 3 条 同色 ,不 妨 设 同 为 红色 , 且 这 三 红线 
的 另 一 端 分 别 为 ,v3,v4, 若 人 z2v304 是 绿色 的 , 则 r(3,3) <6; 若 
A mxsuw 中 有 一 条 红 边 , 则 出 现 红色 三 角形 ,这 时 亦 有 r(3,3)<6， 
总 之 (3,3) <6; 而 车 是 5 人 的 人 群 ,可 能 出 现 图 5.8 显示 的 关系 ， 
不 发 生 同色 三 角形 ,可见 x3,3) >5, 从 而 r(3,3) =6。 但 对 于 p 与 
49 丙 者 缘 不 小 于 3 的 其 他 拉 姆 赛 数 的 求 得 却 不 再 如 r(3,3) = 6 这 
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么 简单 ,从 1928 年 到 2002 年 经 过 几 代 数学 家 和 计算 机 专家 的 努 
力 ,已 经 确定 的 非 平凡 的 拉 姆 赛 数 一 共 有 9 个: 


r(3,3)=6， r3,6)=18，  r(3,9)=36， 
r3,4)=9， r3,7)=23， 1(4,4)=18, 
r(3,5)=14, K3,8) =28， 1(4,5)=25。 


特别 是 r(4,5) ,是 1993 年 美国 罗 彻 斯 特 理工 学 院 的 S.P. Radzis- 
zowski 和 澳大利亚 国立 大 学 的 B.D. Mekay 用 计算 机 求 得 的 ,他 们 
的 工作 量 相当 于 一 台 标 准 电脑 工作 了 11 年 。 此 数 r(4,5) = 25 求 
得 之 后 ,著名 的 匈牙利 数学 家 厄 尔 多 斯 (Erdis) 说 :“ 假 若菜 年 某 月 
某 日 ,一 伙 外 星 强 盗 人 侵 地 球 ,威胁 道 , 若 不 能 在 一 年 内 求 得 +(5， 
5) ,他 们 便 灭绝 入 类 ! 面 对 如 此 生死 关头 ,人 类 应 该 召集 全 球 所 有 
的 数学 家 和 计算 机 专家 ,夜以继日 地 计算 r(5,5) ,以 求 免 于 灭顶 之 
灾 ; 如 果 外 星人 威胁 说 要 求 得 r(6,6), 那 我 们 可 就 别 无 选择 ,只 能 
同 仇敌 传 .对 这 批 人 侵 者 进行 先发制人 的 打击 。 

拉 姆 赛 理论 含有 一 种 极为 深刻 的 哲理 ,体现 的 思想 不 仅 属于 
数学 ,甚至 不 仅仅 属于 自然 科学 。 我 们 用 两 种 颜色 胡乱 地 对 K。 
的 每 条 边 进行 着 色 , 在 上 色 的 过 程 中 ,究竟 哪 条 边 上 什么 颜色 , 完 
全 是 随意 的 (无 规 的 ) ,结果 呢 ? 只 要 = 不 小 于 r(k,), 则 必然 出 
现 同色 的 K 子 图 。 我们 上 色 时 , 绝 无 蓄 意 去 为 染 威 同 色 Kx 而 努 
力 ,无 者 活动 却 产 生 了 有 规 的 后 果 , 无 序 的 行为 也 有 某 种 规律 性 ! 
拉 姆 赛 本 人 既是 杰出 的 数学 家 ,又 是 害 智 深 窒 的 哲学 家 ,只 可 异 英 
年 早 逝 , 不 然 ,他 会 再 告诉 我 们 更 多 的 定 于 哲理 的 数学 奥秘 。 

图 论 的 发 展 史 当 中 一 个 从 应 用 的 观点 和 基础 理论 的 观点 看 都 
处 于 核心 位 置 的 内 容 是 网 络 流 的 理论 与 算法 , 它 是 动态 图 论 的 发 
详 地 。 

1956 年 , 福 德 (Ford) 和 福 尔 克 孙 (Fulkerson) 对 于 网 络 最 大 流 的 
求 取 给 出 了 有 效 的 算法 (下 称 ?F 算 法 ); 且 建立 了 “最 大 流 最 小 截 
定理 "(下 称 “ 双 最 定理 ”)。 

Ford 和 Fulkerson 当时 面临 的 实际 问题 是 ; 

把 商品 从 产地 运往 市 场 ,在 交通 网 上 每 个 路 段 运输 能 力 给 定 
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的 条 件 下 ,设计 --- 个 方案 ,使 得 单位 时 间 运 抵 目 的 地 的 商品 量 最 
大 。 
这 个 问题 的 图 论 模 模 是 : 
C 是 有 向 (每 边 有 一 个 方向 ) 加 权 图 ,s 与 上 是 两 个 指定 的 项 
点 ,分 别称 为 源 与 汇 , 边 。 上 的 权 e(e) 称 为 边 e 的 容量 , 称 G 为 一 
个 网 络 。 若 映射 
f° EC(O—R 
满足 
(C0) YeE See A < cle) 
(CYvE VC) -ts,tl 


0 - mana 


其 中 c (2 是 以 闪光 的 边 了 集 ， 805) 是 以 > 为 尾 的 边 子 集 。 则 
称 信 e) 是 流 阻 数 , 且 称 


F= HeO - Ze) 


区 人 


为 了 的 流量 。 目 标 是 确定 Ae) ,使 得 re maxo 

SCV(C),sE S#¥8B,1EVCC)- $= 5¥9, 称 

CC3S) = et Cs cle) 

是 截 (S,5) 的 截 量 ,(5 ,5) 表 示 尾 在 $ 头 在 5 的 边 子 集 。 

1956 年 Ford 与 Fulkerson 对 上 述 问 题 给 出 了 有 效 算法 (下 称 
2F 算法 ), 且 给 出 了 图 论 中 的 一 个 核心 定理 : 

双 最 定理 ”2F 算法 得 到 的 流 函 数 是 最 大 流 ; 最 大 流 的 流量 等 
于 最 小 裁 的 截 量 。 

1970 年 ,Dinie 改进 了 2F 算法 ,建立 了 求 最 大 流 的 Dinic 算法 。 

1975 年 , Hoperoft 和 Karp 用 最 大 流 算法 给 出 求 二 分 图 上 最 大 
匹配 的 有 效 算法 。 

1979 年 , 以色列 著名 图 论 专家 Even 利用 图 的 最 大 流 技术 解决 
了 运筹 学 中 的 两 个 PERT 的 重要 问题 。 

PERT 是 Program evaluation and review technique 的 缩写 , 即 规划 
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审核 技术 。 

PERT 图 是 指 下 面 的 有 疝 网 GCC, 已 ): 

中 KG) 中 存在 起 止 项 : 与 +。 

@@ 6 中 无 有 向 回路 。 

国 YvEV(G)-1s,tl,v 在 从 s 到 1 的 有 向 胃 上 。 

Even 约定 : 

中 PERT 图 上 每 边 代表 一 个 过 程 ， 

名 8(s) 中 的 边 代表 的 过 程 可 以 马上 运作 . 

@ vE KC) ,vys, 当 alv) 中 的 过 程 全 结束 时 ,BC(v) 中 的 过 
程 才 可 开始 。 

Even 解决 的 问题 是 : 

(1) 关键 轨道 问题 ,代号 CPM ( Critical path method) 。 设 PERT 
图 每 边 之 权 为 Ke),!(e) 表 示 过 程 e。 所 需 时 间 , 问 由 8(:) 中 过 程 
开始 之 时 到 a(1) 中 过 程 全 部 完成 ,最 短 需 要 多 长 时 间 ? 

Even 给 出 的 算法 是 线性 算法 ,时 间 复 杂 度 仅 0(1E1)。 欲 缩 
短工 期 ,必须 把 每 条 关键 轨道 上 至 少 一 条 边 的 长 度 缩短 。 

(2) PERT 贺 中 每 一 过 程 由 一 台 机 器 或 人 来 完成 , 问 至 少 准备 
凡 台 机 器 ,才能 使 得 对 任意 给 定 的 1(e), 每 一 过 程 不 至 于 因为 机 
器 不 足 击 延误 ? 

Even 指出 边 容量 下 界 为 1, 上 界 不 限 的 从 到 * 的 最 大 流 即 为 
所 求 ,显示 了 网 络 流 技术 的 绝妙 应 用 。 

1927 年 ,Menger 建立 了 一 组 有 关 图 的 连通 度 的 概念 与 定理 ， 
1956 年 ,G.B. Dantzig 和 Fulkerson 用 网 络 技术 给 出 了 求 图 的 连通 度 
的 有 效 算 法 。 

所 谓 项 连通 度 , 记 成 <( C) ,表示 从 一 个 连通 图 6 上 最 少 删除 
儿 个 顶 ,可 使 6 不 家 连通 ;相似 地 ,可 以 定义 边 连 通 度 x’'(G)(« 
(K)=n-l=x (K)) 

1962 年 ,美国 数学 家 哈 拉 里 (Harary) 研 究 了 下 面 的 所 谓 “ 可 靠 
通讯 网 络 "问题 : 

在 所 上 求 取 一 个 n 顶 m 连通 (m < ww) 子 图 6G,( 期 x(6)> 
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mm, FC)1= nn) ,使 其 边 数 1E(G)1 最 小 。 
边 数 最 少 是 为 了 造价 低 ; 要 求 连通 度 x(6) 不 小 于 m 是 为 了 
保障 一 些 ( 少 于 m 个 ) 顶 ( 台 站 ) 被 破坏 后 ,全 网 仍 能 通话 。 


图 论 中 有 许多 未 解决 的 难题 。 

1929 年 ,Ulam 提出 如 下 猜想 : 

G1,G2 是 两 个 图 , 自 G1 - 站 总 Go- ti=1,2,… ,nV( GC) = 
lav FOG) = 1 52 0 ,NN Gr G20 

至 今 仍 无 人 攻克 Ulam 猜想 。 


1950 年 ,德国 数学 家 卡拉 兹 (Callatz) 在 马萨诸塞 州 召开 的 
国际 数学 家 大 会 上 提出 了 一 个 “3* + 1 问题 ": 任 取 一 组 自然 数 
2 和 作为 一 个 有 向 图 的 一 些 项 ,从 这 组 顶 出 发 ,如 下 


构 作 一 个 有 向 图 C: 若 * 是 6 的 项 , 当 * 是 偶数 时 , 则 取 和 也 是 
C 的 顶 , 日 从 x 到 乞 之 间 安 一 条 有 向 边 ,着 * 是 奇数 , 则 取 
外! 也 是 6 的 一 个 项 , 且 从 x 到 5 之 间 安 一 条 有 向 边 , 则 


一 定 得 到 一 个 有 限 有 向 图 , 且 1 是 此 图 的 -- 个 项 ,每 个 项 到 1 
存在 -~- 条 有 向 轨 。 

这 个 问题 在 数学 史上 曾 吸引 了 许多 数学 家 和 大 学 生 , 企 图 证 
明 此 猜想 为 起 。 东 京 大 学 的 Nabwo Yoneda 用 计算 机 检验 了 1.2x 
10? 个 自然 数 ,都 有 和 猜想 的 结果 。 

1970 年 ,H.S.Coxefer 设 奖金 50 美元 求解 Callatz 猜想 ,无 人 响 
应 ;接着 Paul Erdis 设 奖金 500 美元 求解 Callatz 猜想 , 仍 无 人 有 资 
格 得 此 奖金 ;最 近 B. Thwaifes 设 奖金 1000 英镑 , 仍 无 人 能 兑奖 。 
关于 上 述 “3x + 1 问题 "的 研究 论文 已 发 表 几 十 篇 , 可惜 无 一 篇 给 
出 “3x + 1 问题 "的 真 伪 性 证 明 。 

Erdis 说 :“ 数 学 尚未 发 展 到 能 解 Callatz 猜想 的 水 平 1” 

Callatz 猜想 的 困难 在 于 它 形成 的 图 的 结构 特点 并 不 确定 ,或 
者 说 从 最 初 一 批 顶 x1,*2，,…, zs 出 发 的 辆 的 长 短 与 走向 (下 一 个 
顶 是 增 大 还 是 减 小 ,升降 无 规 ) 带 有 随机 性 。 
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下 面 讲 计算 复杂 度 理论 的 发 展 要 点 。 

1936 年 ,英国 数学 家 图 灵 (Turing,1912 一 1954) 对 计算 的 概念 
进行 了 令 人 折服 的 机 械 化 论证 ,回答 了 ”什么 是 计算 "这 个 听 似 简 
单 , 实 则 非常 深刻 的 问题 。 他 引入 所 谓 “Turing 机 "的 概念 ,准确 严 
格 地 刻 划 了 人 的 脑 与 手 在 进行 计算 时 的 实际 动作 ,给 出 Toring 机 
的 数学 定义 。 

Turing 机 只 是 一 个 数学 专用 名 词 ,并 非 什么 机 器 ,但 它 的 理论 
作用 十 分 之 大 ,是 研究 计算 复杂 度 不 可 缺少 的 工具 ,而 且 为 1946 
年 真 计算 机 的 出 现 奠定 了 思想 基础 。 

图 灵 称 下 面 的 八重 组 为 一 部 图 灵 

CS,T, 王 ,六 bsossyrysw)， 


其 中 
5= 和 
是 状态 集合 ,s, 是 初 态 , s, 是 Yes 态 , ss 是 No 态 。 
下 = 
是 带 符 集 合 ,5 是 空白 符 。 
三 CT,2 是 输入 符 集 合 ,5ET -区 。 
Ff:(S— ssl) xT>SxTx!-1,1| 
称 为 转换 画 数 。 
Turing 机 上 有 一 个 无 限 长 * 纸 带 ”, 划 分 成 
,C2), CC -1), CO), CO), C2) 
等 地 址 序列 。 
Turing 机 有 一 个 读 写 头 。 
Turing 机 的 计算 过 程 是 : 
(1) 头 位 函数 请 ( 日 的 值 。 读 写 头 每 个 单位 册 间 购 准 一 个 地 
址 ,车 :时 刻 瞄 准 CCi), 则 写成 
hl)=2 
且 规 定 h(0) =1, 即 开始 时 读 写 头 在 C(1) 地 址 上 。 
(2) 数据 输入 动作 。 设 输入 符 集 王 = ix1 ,x2，,… ,xt, 记 时 记 


4C(i) 处 写 的 带 符 是 (i,4), 且 规定 
(0) = 和 ii= 1,2， 


7Y(i,0) = 6, i Fil,2,., nl 
(3) 转换 函数 的 作用 。 设 时 刻 £ 的 状态 为 (1) € 5 一 1s,， 
sw! , 则 
Fs YR = (pp,g9,d) 
其 中 
CORD DE (Sisssy}) xT 
(pgsd} ESxTxi-1,1 
s(1+1)=p 
h(t +1)= h(t)+d 


. _ fqi= h(t) 
Yi D) = {ep # h(i) 
(4) 停机 


s(D ElsSy: SN 
时 停机 ,计算 完成 。 

图 灵 指 出 ,对 于 "判定 问题 “ 即 答案 不 是 “是 "就 是 “ 否 "的 问 
题 )DD 的 任意 给 定 的 一 个 实例 ,这 个 实例 用 字符 zz ，…,sn 表达 
时 ,实例 答案 是 "是 " 当 且 仅 当 以 x1,x2,… ,xn 为 输入 时 ,Turing 机 
停机 于 s, 态 , 这 时 则 承认 Turing 机 解决 了 这 个 判定 问题 D。 

1965 年 , Edmonds 提出 “有 效 算法 "的 观念 。 他 所 指 的 算法 是 
一 组 有 穷 规 则 ,明确 规定 何 时 应 做 何 种 操作 ;而 有 效 算 法 则 是 指 对 
给 定 的 问题 D 存在 一 个 多 项 式 P(1) ,使 得 对 D 的 每 个 实例 , 当 输 
人 长 为 上 时 ,Turing 机 在 P(n) 时 间 内 可 以 解决 。 

Edmonds 把 可 用 有 效 算法 解决 的 问题 称 为 P 类 问题 。 

1972 年 ,加 拿 大 的 数学 家 库 克 (Cook) 和 和 卡 普 (Karp) 定 义 了 NP 
类 问题 和 NPC 类 问题 。 

他 们 指出 ,有 些 难 问题 , 俩 如 “图 6 是 否 Hamilton 图 ?” 现 在 尚 
不 知 它 是 否 属于 了 类 ,但 给 出 一 些 附加 信息 ,例如 对 6 的 子 图 G1， 
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图 G1 是否 6 的 Hamilton 圈 , 则 可 以 在 多 项 式 时 间 内 得 出 结论 。 
这 种 附加 信息 称 为 猜测"， 一 个 判定 问题 D 在 所 谓 * 不 确定 图 灵 
机 "上 在 多 项 式 时 间 内 得 以 解决 ,是 指 对 于 D, 存 在 一 个 多 项 式 
Pln), 使 得 对 DD 的 输入 长 为 4 的 实例 。 若 其 答案 是 "是", 则 右 在 
一 个 “猜测 ”, 对 于 这 个 猜测 ,图 灵机 在 P(n) 时 间 内 停机 于 sy 态 ; 
若 其 答案 是 “再 ", 则 对 每 个 猜测 ,在 P(n) 时 间 内 ,图 灵机 停机 于 
只 态 。 

Cook 和 Kamp 指 的 不 确定 图 灵机 中 “不 确定 ”3 个 字 的 含义 是 
由 于 对 猜测 的 “ 穷 举 ", 如 上 来 解决 问题 所 用 的 时 间 一 般 将 会 是 指 
数 式 的 增长 ( 随 n 的 增加 ) ,实际 是 在 合理 的 时 间 内 得 不 到 确定 等 
案 的 。Cook 和 Karmp 在 1972 年 定义 在 多 项 式 时 间 内 在 “不 确定 图 
灵机 * 上 可 解决 的 问题 叫做 NP 类 问题 , NP 类 问题 的 集合 记 成 NP。 

显然 PENP ,离散 数学 当中 - -个 尚未 解决 的 十 分 之 重要 的 问 
题 是 


P=NP 吗 ? 

为 了 进步 研究 这 个 问题 ,1972 年 ,Kam 又 定义 了 一 个 NP 的 

子 集 : 
NPC= 1DIDE NP,Y D'ENPH, 1 oc D) 

其 中 “ww "号 的 含义 是 ;车 Di 与 是 两 个 判定 问题 ,存在 映射 
及 多 项 式 Q(n), 使 得 对 任 给 的 Di 的 一 个 实例 的 输入 五, 厂 之 长 
为 n, 则 在 0(n) 的 时 间 内 了 把 1 映射 成 Dp; 的 一 个 输入 f(D), 且 
五 答案 为 是 当 且 仅 当 人 ( 几 ) 的 管 案 是 县。 

由 < 的 定义 知 , 考 Dio D2, 则 Ds 不 比 DD 容易 解决 。 

车 DIENPC, 则 D1ENP, 著 D,E NPC, 由 NPC 定义 ,Dic Di， 
可 见 两 个 NPC 中 的 问题 Di 与 D; 的 关系 是 Dl x Dz, pa e D1, 即 
两 个 问题 在 时 间 复 杂 度 意义 下 的 难度 是 等 价 的 。 

若 DE NPC, 如 果 D 还 属于 了 , 则 由 NPC 定义 ,Y 了 ENP, 凡 
c 卫 ,进而 D'EP, 于 是 NPGP, 又 PCNP, 由 此 可 得 NP=P, 即 如 果 
NPC 中 有 一 个 问题 是 P 类 的 , 则 NP 中 每 个 问题 党 是 了 类 的 ,进而 
NPC 中 的 每 个 问题 也 是 了 类 的 。 反 之 ,可知 车 NPC 中 有 某 个 问题 
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于 了 类 , 则 NPC 中 的 每 个 问题 蕴 不 展 于 P 类 。 

NPC 中 的 一 些 问题 在 有 无 有 效 算 法 的 意义 下 是 共 命运 的 ! 

1972 年 ,Cook 找到 了 一 个 问题 ,月 用 图 灵机 证 明了 它 是 NPC 
中 的 问题 ,从 而 知 NPC 人 切 , 这 个 问题 称 为 “满足 问题 ", 代 号 SAT 
(Satisfiability): 

设 变量 集 为 了 = ix ,x2,…, x1, 久 中 每 个 变量 可 以 取 T 了 与 F 
两 个 信之 一 , 妃 x,=7, 则 x;= 下 ,z= 耳 , 则 二 = 了, 称 上 = 1x1,x2， 
为 字 集 合 , 宁 集 合 的 子 集合 称 为 句子。 任 给 
一 个 名 子 集 合 1C1, Cy,…, Cn} ,是 否 有 赋值 方法 , 使 得 每 个 句子 
Ci 中 辟 含 了 值 的 字 ? 其 中 m,n 是 任 给 的 自然 数 。 

Cook 让 明 出 :SATE NPC。 

这 就 是 现代 数学 史上 著名 的 库 克 定理 。 

Kam 和 Cook 建立 了 下 面 的 NP 完备 性 定理 ， 

车 DENPC, DENP, 又 DxD , 则 D'E NPC。 

用 这 一 定理 , 电 NPC 的 “种 子 ”SAT, 通 过 * x", 可 以 繁衍 出 许 
许多 多 NPC 中 的 问题 。 

例如 : 

图 是 否 哈密 顿 图 ? 

用 3 种 颜色 是 否 可 为 地 图 染色 ,使 邻 国 异 色 ? 

货 妆 问题。 

划分 问题 : 任 给 定 正 整 数 mil, mz，… ma, 是 否 可 以 把 这 个 
数 分 成 两 组 ,使 得 第 一 组 之 和 等 于 第 二 组 之 和 ? 

可 以 严格 证 明 这 4 个 问题 属 NPC ,尽管 从 表面 上 看 不 出 它们 
有 多 难 。 

自前 已 发 现 且 证 实 的 NPC 中 的 问题 已 经 数 以 千 计 , 而 且 还 有 
不 断 增加 的 趋势 。 

Turing、Cook 和 Kam 的 理论 告诉 人 们 ,什么 是 计算 ,计算 是 一 
件 务实 的 “工种 ”, 必 须 在 合理 的 时 间 内 把 欲求 的 结果 拿 出 来 ,而 不 
是 回答 “请 你 从 2%" 种 情形 中 挑 一 种 好 了 ”" 那 种 想 得 通 就 算 完事 的 
事 , 要 树立 时 间 复 杂 度 的 观念 ,即使 是 手中 握 有 最 先进 的 计算 机 ， 


不 属 
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如 果 没 有 有 效 算 法 也 是 无 济 于 事 的 (和 欲 了 解 图 论 具体 内 容 的 读者 ， 
可 参阅 王 树 禾 著 《图 论 及 其 算法 》 一 书 )。 


3 数理 逻辑 与 哥 德 尔 命题 


1666 年 ,德国 数学 家 莱 布 尼 兹 在 < 论 组 合 的 艺术 》-- 书 中 首次 
提出 数理 逻辑 的 思想 ,把 逻辑 推理 代数 化 ,把 用 自然 语言 合 糊 表达 
的 形式 逻辑 符号 化 。 他 发 明了 一 套 逃 辑 运 算 符号 ,后 人 称 莱 布 尼 
兹 的 这 种 逻辑 学 为 符号 逻辑 或 数理 逻辑 。 菜 布 尼 获 是 数理 逻辑 的 
创始 人 。 

命题 用 逻辑 运算 符号 表达 成 公式 形式 , 旦 定义 了 运算 规则 ; 符 
号 语言 比 自然 语言 简明 扼要 ,表达 无 歧义 ,准确 严格 。 

1847 年 ,英国 数学 家 布尔 ( Boole Geoegc,1815 一 1864) 出 版 了 他 
的 名 著 《 逻 辑 的 数学 分 析 》, 创立 了 还 辑 代数 (或 称 布尔 代数 )。 
1854 年 ,他 又 出 版 了 代表 作 《 思 维 规律 的 研究 》, 对 逻辑 代数 化 做 
出 了 决定 性 的 贡献 。 由 于 布尔 出 色 的 成 就 ,1857 年 获 英国 皇家 奖 
章 。 

布尔 的 父亲 是 一 位 鞋匠 ,由 于 生活 所 迫 ,布尔 只 上 了 短 时 间 的 
高 业 学 校 便于 16 岁 时 当 了 中 学 教员 ,一 边 教书 一 边 自学 高 等 数 
学 。 他 先后 精通 了 牛顿 的 《自然 哲学 的 数学 原理 》 和 拉 格 朗 日 的 
《解析 洱 数 论 ) 等 名 著 。1839 年 ,布尔 希望 申请 人 剑桥 大 学 接受 高 
等 教育 , 当时 《剑桥 大 学 期 刊 》 的 主编 D.F. 格 雷 格 里 (Gregory) 因 经 
常 接受 布尔 的 投稿 而 与 布尔 成 了 朋友 .格雷 格 里 对 布尔 说 ,如果 
你 为 了 一 个 学 位 而 决定 上 大 学 ,那么 你 就 必须 准备 忍受 大 量 不 适 
合 于 独立 思考 的 人 的 思想 戒律 。 这 里 ,一 个 高 级 的 学 位 要 求 在 指 
定 的 课程 上 花费 的 辛勤 劳动 与 才能 训练 方面 花费 的 时 间 一 样 多 。 
如 果 -一 个 人 不 能 把 自己 全 部 的 精力 集中 于 学 位 考试 的 训练 ,那么 
在 学 业 结束 时 ,他 很 可 能 发 现 自 己 被 淘汰 了 。” 于 是 布尔 放弃 了 人 
学 的 念头 ,潜心 致力 于 逻辑 代数 方面 的 研究 。 

1849 年 ,34 岁 的 布尔 获 牛 津 大 学 和 都 柏林 大 学 的 名 誉 博士 学 
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位 , 且 被 聘 为 爱尔兰 大 学 (当时 称 爱 尔 兰 科 克 皇后 学 院 ) 教 授 。 
1857 年 ,当选 伦敦 皇家 学 会 会 员 
在 布尔 的 捞 辑 当中 ,集合 或 称 类 用 X,Y ,2 表 不 ,1 表示 “万 

有 类” ,0 表示“ 空 类 "或 称 “0 类 "。 他 用 xy 表示 两 集合 与 y 的 
交 , 布 尔 称 这 个 运算 为 选拔", x + y 表示 x 与 y 中 的 所 有 元 素 组 
成 的 集合 ,1 - x 表示 x 的 补 ,x - y 表示 不 是 y 的 那些 x 的 元 素 组 
成 的 集合 ,x 包含 在 y 中 写成 xy = x ,布尔 给 出 的 逻辑 运算 公式 有 : 

x(1- x}=0 

Ny = yx 

X= 区 


区 二 二 了 十 区 
x+{1-x)=1 
X(t vo) = + 
lrx=x0:x%=0 
布尔 用 大 写 的 X,Y, Z 表示 集 x,y,z 中 的 元 案 , 且 令 
xf1-y) =0 表 示 所 有 的 六 都 是 了 。 
《=0 表 示 没有 对 是 了 。 
邓 闪 0 表示 有 些 开 是 了 。 
x(1 -7) 关 0 表示 有 些 六 不 是 Y。 
布尔 欲 从 这 些 逮 辑 公式 出 发 ,导出 推理 的 规律 。 
美国 数学 家 下 .T. 贝尔 (Bell) 对 布尔 的 工作 评价 说 :“ 布 尔 割 下 
了 逻辑 学 这 条 泥鳅 的 头 ,使 它 力 定 ,不 能 再 游 来 滑 去 。” 
布尔 是 自学 成 才 的 大 数学 家 ,是 19 世纪 数理 逻 缉 的 杰出 代 
表 。 他 的 几 个 孩子 也 都 是 英国 的 著名 学 者 ,女儿 艾 丽 西亚 是 数学 
家 ,女儿 露 西 是 化 学 教授 ,小 女儿 蒜 莲 便 是 以 焉 . 工 . 伏 尼 疤 为 笔名 
的 大 作家 ,她 的 小 说 《和 牛 巡 》 深 受 全 球 读者 的 喜爱 。 
继 莱 布 尼 兹 和 布尔 之 后 ,数理 逻辑 的 第 三 更 基 人 是 德国 数学 
家 弗 雷 格 (Frege, Friedrich Ludwig Gottlob,1848 一 1925), 毕业 于 格 丁 
根 大 学 ,1873 年 获 博 十 学 位 , 1879 年 任 耶 拿 大 学 教授 , 1879 年 出版 
《概念 语言 ), 建立 了 一 套 逻 辑 符 号 系统 ;1884 年 出 版 了 《算术 基 
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础 》, 用 逻辑 方法 给 出 数 的 定义 与 规律 。1893 年 和 1903 年 相继 出 
版 了 K 算 术 基 本 规律 》 第 一 卷 和 第 二 卷 ,使 符号 逻辑 初 其 规模 。 
1910 年 至 1913 年 ,罗素 与 怀特 海 在 《数学 原理 ?中 对 弗 雷 格 的 思想 
与 方法 进行 了 详尽 的 阐述 ,使 其 更 加 完善 。 当 时 参加 符 导 时 辑 研 
究 且 取得 成 效 的 还 有 皮 亚 拿 。 

罗素 (Bertmand Arthur William Russell ,1872 一 1970) , 生 于 英国 威 
尔 士 的 贵族 家 庭 ,学 生 时 代 是 剑桥 三 一 学 院 奖学金 的 获得 者 ,师承 
剑 特 海 ,在 数学 .哲学 .逻辑 .社会 学 .教育 学 和 文学 方面 写 出 40 多 
部 著作 ,在 数学 和 逻辑 学 两 方面 吝 有 盛誉 ,1934 年 , 获 旦 家 学 会 西 
尔 威 斯 特 和 摩尔 根 奖 ,1940 年 获 汪 家 学 会 功 助 奖章 , 1950 年 获 诺 
贝尔 文学 奖 。 第 一 次 世界 大 战 时 因 坚 持 和 平反 对 战争 被 鳞 桥 大 学 
开除 公职 , 且 被 监禁 4 个 月 ,20 世纪 6 年 代 , 因 反 战 主义 和 呼吁 禁 
止 原子 弹 , 再 次 受到 监禁 。 他 是 一 位 思想 卓越 .能 力 超 众 ,智力 活 
了 挨 的 军 见 人 物 ,长 寿 98 岁 高 龄 。 

弗 雷 格 在 《算术 基本 规律 > 等 著作 中 建立 了 所 谓 “ 真 值 函 项 理 
论 ", 即 今明 我 们 所 称 的 “ 真 值 表 "运算 规则 ,使 命题 逻辑 算术 化 ,他 
给 出 联结 命题 构成 命题 公式 的 5 个 运算 符号 : 

AN,V ,一 ce 

且 规 定 命题 P 为 真 时 , 写 P=1, 和 否则 写 P=0。 

五 种 运算 定义 如 下 : 

(1) 逻辑 否 1: 11 =0，10=1。 

{2) 小 辑 乘 A:1A1=1,0A1=1A0=0A0=0。 

(3) 逻辑 加 V :0+1=1+0=1=1+1,0+0=0。 

逻辑 加 与 一 般 算 术 加 法 的 唯一 区 别 是 1+1zx2, 而 是 1+1= 
1, 它 反映 的 是 "有 "与 “无 ”, 而 不 在 平 有 多 少 。 

(4) 逻辑 * 则 ”一 : 仅 当 P =1,0 =0 时 ,P->0=0。 其 他 情形 
缘 真 :0-~0=0t=1l>~l1=1lo 

(5) 当 目 仅 当 二:P=0 时 ,PtrO=1iPxQ 时 ,Po0=0- 

关于 (4)0-*0= 1, 据 说 20 世纪 初 有 人 问 罗素 ;难道 下 面 的 推 
理 是 正确 的 吗 ?“ 假 设 2+ 2 =5, 则 罗素 与 大 主教 是 一 个 人 。”( 罗 
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素 没 有 当 过 大 主教 ) 罗 素 管 日 :“ 由 于 2+2=5, 而 我 们 又 知道 2+2 

=4, 所 以 5=4, 于 是 2=1; 罗 素 加 上 大 主教 是 两 个 人 ,由 2=1, 所 
以 罗 索 与 大 主教 是 1 个 人 。” 

罗素 用 这 种 调侃 的 方式 解释 了 从 “ 错 的 前 提 推 导出 错 的 结论 ” 
这 种 推理 公式 是 真 的 。 

对 符号 逻辑 与 真 值 函 项 理论 做 出 重要 贡献 的 男 一 位 要 人 是 英 
国 数学 家 德 .摩根 CDe Morgan, Augustus, 1806 一 1871), 他 毕业 于 剑 
桥 三 一 学 院 ,1828 年 任 伦敦 大 学 教授 , 1835 年 任 伦敦 数学 会 第 一 
任 会 长 ,1847 牛 ,他 的 代表 作 《 形 式 逻 辑 》 问 世 , 书 中 给 出 了 著名 的 

iPAQ = (PY (QO) 
{PY @)= (1P)A(Q) 

20 世 纪 初 ,数理 逻辑 向 谓词 逻辑 .证 明 论 和 公理 集合 论 方面 
发 展 。2n 世纪 20 年 代 提出 了 著名 的 “ 希 尔 怕 特 纲领 ,企图 证 明 
数学 的 无 矛盾 性 。1931 年 哥 德 尔 按 希 尔 伯 特 的 思想 证 明 形式 数 
论 (算术 ) 系统 与 形式 实数 系统 无 矛盾 时 , 却 得 出 了 所 请 “不 完全 性 
定理 "。 音 然 这 个 定理 给 予 希 尔 伯 特 方案 以 沉重 打击 ,使 得 原来 意 
义 上 的 希 尔 伯 特 方案 未 能 实现 ,但 这 一 方案 (网 领 ) 起 到 推动 数理 
逻辑 发 展 的 作用 , 哥 德 尔 不 完全 性 理论 就 是 这 一 纲领 实施 过 程 中 
产生 的 重大 成 果 。 

从 20 世纪 30 年 代 开 始 ,数理 逻辑 的 研究 重点 是 :证 明 论 . 公 
理 集 合 论 .递归 论 .模型 论 .多 值 还 辑 .时 态 逻 辑 和 模糊 胃 辑 等 。 数 
理 逻 辑 不 仅 进行 所 谓 元 数学 抽象 形式 的 研究 , 而 时 与 计算 机 科学 
取得 了 密切 的 联系 ,荷兰 著名 软件 与 计算 机 科学 家 迪克 斯 特 拉 
(Dijksua) 前 几 年 坦率 地 说 :“ 假 如 我 早年 在 数理 逻辑 上 下 点 工夫 ， 
就 不 会 出 那么 多 错误 ,不 少 东 西数 理 罗 辑 上 早 就 讲 过 了 ;如 果 我 年 
轻 20 岁 ,一 定 同 去 学 数理 逻辑 。" 可 以 预言 ,21 世纪 数理 逻辑 与 计 
算 机 科学 技术 的 关系 ,将 会 像 20 世纪 微分 方程 与 物理 学 的 关系 一 
样 密切 。 

1931 年 奥地利 旅 美 数学 家 各 德尔 {Gidel Kut,1906 一 1978) 建 
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立 了 * 哥 德尔 不 完备 定理 "”。 这 个 定理 指出 ,在 初等 数论 形式 化 之 
后 ,该 系统 中 存在 这 样 的 命题 ,无 法 证 其 真 亦 无 法 证 其 假 。 这 个 定 
理 写 入 他 的 代表 作 《 论 数学 原理 中 的 形式 不 可 判定 命题 及 有 关系 
统 》 中 。 这 篇 论文 犹如 睛 天 露 雳 ,如 此 惊世骇俗 的 结论 在 当时 数学 
家 的 头脑 里 无 异 于 否 德 尔 证 明了 魔鬼 的 存在 一 样 地 不 可 接受 ,但 
哥 德 尔 的 理论 的 确 是 成 立 的 , 它 使 刚刚 排除 第 三 次 数学 危机 ,心情 
略 有 舒畅 的 数学 家 们 又 面临 新 的 挑战 。 

1922 年 ,出 台 了 数学 史上 著名 的 “Hilbert 纲领 (Hitber pm- 
gram) , 它 是 一 个 数学 无 矛盾 的 方案 ,其 基本 思想 是 : 

(1) 把 古典 数学 (例如 数论 ) 的 内 容 公理 化 ,再 使 其 形式 化 ,使 
其 内 容 成 为 用 形式 符号 与 符号 序列 组 成 的 系统 ,该 系统 记 成 Tr， 
Ti 称 为 形式 理论 。 

{2) 用 有 穷 的 方法 证 明 Tr 的 无 矛盾 性 。 

(3) Tr 中 不 会 有 某 个 论断 4,4 与 14 可 以 局 时 推出 。 

上 述 纲 领 执 出 之 后 ,不 少数 学 家 为 实现 希 尔 伯 特 的 理想 作 了 
巨大 的 努力 ,取得 了 一 些 如 意 的 成 果 , 例 如 只 含 加 法 的 算术 公理 系 
统 是 无 矛盾 的 。 

意大利 数学 家 皮 亚 拿 ( Peano Giuseppe,1859 一 1932) ,1889 年 出 
版 代表 作 《 算 术 原 理 》, 是 研究 数理 逻辑 与 数学 基础 的 葛 基 性 著作 ， 
他 给 出 5 条 自然 数 公理 ; 

(1) 0 是 自然 数 。 

(2) 任何 自然 数 的 后 继 是 自然 数 。 

(3) 0 不 是 任何 自然 数 的 后 继 。 

(4) 不 局 的 自然 数 后 继 不 同 。 

{5) 对 任何 性 质 ,0 有 此 性 质 ,又 若 自然 数 n 有 此 性 质 , 则 = 
的 后 继 也 有 此 性 质 ,那么 对 一 切 自然 数 省 有 此 性 质 。 

他 引 人 二 元 谓词 符号 " = "和 运算 符号 +”“…“ 和 “*”( 后 继 )。 

0 的 后 继 记 成 0 ;0 的 后 继 记 成 0;0' 的 后 继 记 成 六 ,…, 为 了 
方便 ,0 写成 0 ,0 写成 02) ,df 写成 03) 等 。 于 是 皮 亚 拿 就 把 算 
术 命 题 形式 化 ,例如 : 
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“4 是 偶数 "形式 化 为 3x(02 -<= 0 )。 

“2 不 是 平方 数 "形式 化 为 "1( 引 xz)(z.x=02)。 

皮 亚 拿 的 历史 功绩 是 把 算术 理论 的 出 发 点 集中 到 这 5 条 公理 
(1) ~ 《5) 之 中 ,他 为 算术 形式 化 韵 定 了 基础 。 

1925 年 , 希 尔 伯 特 在 《 论 无 穷 》 中 信心 十 足 地 说 :“ 每 一 个 明确 
的 数学 问题 , 必 能 被 正确 地 解决 ,因为 存 数 学 中 没有 不 可 知 。”1930 
年 , 希 尔 伯 特 在 < 数学 基础 中 又 明确 表态 :“ 我 力图 用 建立 数学 基 
础 的 办 法 达到 一 个 有 意义 的 目标 ,这 种 方法 可 以 恰当 地 称 为 可 证 
论 。 我 想 把 数学 基础 中 所 有 的 问题 按照 其 现在 提出 的 形式 一 劳 永 
逸 地 解决 ,换言之 , 即 把 每 一 数学 命题 都 变 成 一 个 可 以 具体 表达 的 
和 严格 推导 的 公式 ,经 过 这 样 改 造 的 数学 所 推导 出 来 的 结果 就 无 
懈 可 击 ,同时 又 能 为 整个 科学 描绘 一 幅 合 适 的 景象 。 我 相信 我 能 
用 证 明 论 达到 这 一 目标 。” 

美国 著名 数学 家 柯 凑 (Richard Courant, 1888 一 1972) 说 :“ 大 卫 ， 
和 希 尔 伯 特 是 他 那个 时 代 真 正 伟 太 的 数学 家 之 一 。 他 的 工作 和 他 从 
事 的 科学 事业 的 那 种 感人 的 品格 ,一 直 深 深 地 影响 着 数学 科学 的 
发 展 ,今天 也 依然 如 此 。 作 为 一 个 数学 思想 家 ,他 眼力 深 疼 ,精力 
充沛 , 富 于 独创 ;他 多 才 多 艺 , 兴 趣 广 泛 。 这 一 切 使 他 成 为 许多 数 
学 领域 的 开拓 者 。 他 确 是 一 个 出 类 拔 革 的 人 物 : 深 深 地 埋头 于 他 
的 工作 ,把 一 切 献 给 他 的 科学 。 他 又 是 最 好 的 教师 和 领头 人 :待人 
豁达 开朗 , 诲 人 不 倦 ;有 一 股 不 达 目 的 绝 不 婴 休 的 劲头 。 
希 尔 伯 特 ( David Hilbert, 1862 一 1943) 生 于 东 普 鲁 士 的 哥 尼 斯 
堡 , 哥 尼斯 堡 人 杰 呈 灵 , 以 七 桥 问题 和 出 了 个 大 人 物 希 尔 伯 特 而 闻 
名 忆 偿 。 希 尔 伯 特 8 岁 人 著名 的 哥 尼斯 堡 大 学 , 司 韦 伯 、 林 德 曼 
等 名 师 的 学 生 , 且 与 闵可夫 斯 基 (Hermann Minkowski) 、 胡 尔 维 艾 
(Adolf Hurwiz) 结 为 侧 友 。 林 德 曼 是 希 尔 伯 特 关于 不 变量 问题 的 博 
士 论文 的 导师 , 1885 年 , 希 尔 伯 特 获 博 十 学 位 。1893 年 尾 再 尼斯 
堡 大 学 教授 ,1895 年 任 格 丁 根 大 学 教授 。 

希 尔 伯 特 在 代数 不 变量 ,代数 数 域 . 儿 何 基础 变 分 法 种 积分 
方程 数学 基础 广义 相对 论 与 量子 力学 等 方面 . 沸 有 不 平凡 的 贡 
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1900 年 , 硕 尔 伯 特 在 巴黎 国际 数学 家 大 会 上 提出 了 23 个 著名 
问题 ,号 称 Hilbert 问题 : 

(1) 连续 统 假设 。 

1963 年 ,P. 科恩 (Cohen) 证 明了 连续 性 假设 不 可 能 在 策 举 罗 
一 弗 伦 克 尔 公理 系统 内 判明 。 

(2) 算术 公理 的 相 容 性 。 

(3) 两 等 底 等 高 四 面体 等 积 问题 。 

1900 年 由 希 尔 伯 特 及 其 学 生 M. 德 思 (Dehn) 给 出 解答 ,不 能 
将 这 两 个 等 体积 的 四 面体 前 分 成 若干 相同 的 小 多 面体 。 

(4) 直线 作为 两 点 间 最 短 距 离 问 题 。 

(5) 拓扑 群 成 为 李 群 的 条 件 。 

1952 年 ,由 美国 数学 家 格 利 森 .蒙哥马利 和 齐 平 解决 了 这 一 
问题 ,证 明了 不 要 定义 群 的 函数 的 可 微 性 假设 这 一 条 件 , 原 结论 成 
立 。 

{6) 物理 学 各 分 支 的 公理 化 。 

(7) 菜 些 数 的 无 理性 与 超越 性 。 

1934 年 苏联 数学 家 盖 尔 芳 德 ,1935 年 德国 数学 家 施 奈 德 各 自 


独立 证 明了 对 于 任意 代数 数 a ,a 有 10,1| ,和 任意 代数 无 理 数 8,8 
关 0, of 是 超越 数 ;1966 年 ,A. 贝克 (Baker) 推 广 了 这 一 结果 。 

(8) 素数 问题 。 

黎 受 猜想 尚未 解决 , 哥 德 巴 苏 猜 想 的 最 佳 结果 1973 年 由 中 
数学 家 陈景润 给 出 ,但 离 此 猜想 的 最 终 解决 距离 尚 远 。 

(9) 一 般 互 反 律 的 证 明 。 

1921 年 日 本 高 木 贞 治 (Takagi Teiji) ,1927 年 奥地利 阿 廷 (E. 
Artin) 各 自 独立 解决 。 

(10) 竺 番 都 方程 可 解 性 的 判定 。 

1968 年 英国 数学 家 贝克 对 两 个 未 知 数 的 丢 番 都 方程 证 明 其 
可 以 在 有 限 步骤 内 判定 其 有 无 非 平凡 整数 解 。1970 年 ,苏联 数学 
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家 马 蒂 亚 谢 维 奇 对 -- 般 情形 证 明 不 能 用 有 限 步 又 判定 其 有 无 非 平 
凡 整 数 解 - 

(11) 一 般 代数 数 域 的 二 次 型 论 。 

1929 年 ,德国 数学 家 H. 哈 蹇 (Hasse) 和 C.L. 西 格 尔 (Siegel， 
1936,1951) 获 得 有 关 此 问题 的 重要 结果 。 

(12) 阿 贝尔 域 上 的 克 罗 内 克 定理 推广 到 任意 代数 有 理 域 。 

(13) 不 可 能 凯 只 有 随 个 变数 的 函数 解 一 般 七 次 方程 。 

1957 年 ,苏联 数学 家 阿 诺 尔 德 和 科 尔 莫 果 党 夫 给 出 连续 函数 
情形 的 解答 ; 若 要 求解 术 函 数 , 则 问题 尚未 解决 - 

(14) 证 明 某 类 完全 函数 系 的 有 限 性 。 

1958 年 日 本 的 永田 雅 宜 (Nagata Masayosi) 给 出 省 定 的 解答 。 

(15) 每 怕 特 计数 演算 的 严格 基础 。 

代数 几何 基础 已 由 荷兰 数学 家 范 德 瓦尔 登 (Van der Waerden， 
1940) 和 法 国 数学 家 A. 威 尔 (Weil，1950) 建 立 。 

(16) 代数 曲线 与 曲面 的 拓扑 。 

问题 的 前 半 部 分 近年 来 不 断 有 重要 结果 ,后 半 部 分 ,1955 年 
苏联 数学 家 彼得 罗 夫 斯 基 宣 称 证 明 " = 2 时 极限 环 的 最 大 个 数 不 
超过 3,1967 年 被 人 发 现 其 证 明 有 错 ;1979 年 中 国 数学 家 史 松 龄 、 
陈 兰 苏 和 王 明 淑 等 人 举 出 有 4 个 极限 环 的 二 次 微分 系统 的 实例 。 

(17) 正定 形式 的 平方 表示 。 

1926 年 由 奥地利 数学 家 亲 迁 解决 。 

(18) 由 全 等 多 面体 构造 空间 。 

该 问题 由 德国 数学 家 比 贝尔 巴赫 (Bieberbhach,1910) , 赖 因 哈 特 
(Reinhardt, 1928) 和 黑 施 (Heesch ,1935) 部 分 地 解决 ;整个 问题 尚未 
解决 。 

(19) 正则 变 分 问题 的 解 是 否 一 定 解析 。 

1904 年 ,俄国 数学 家 伯 恩 斯 坦 证 明 一 个 变 元 的 解析 非 线 性 李 
圆 方程 其 解 必 定 解析 ,该 结果 又 由 他 本 人 及 苏联 数学 家 彼得 罗 夫 
斯 基 等 人 推广 到 多 变 元 的 椭圆 组 情形 。 

(20) 一 般 边 值 问题 。 
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偏 微分 方程 边 值 问题 正在 发 展 之 中 。 

(21) 具有 给 定单 值 群 的 线性 微分 方程 的 存在 性 。 

1905 年 , 希 尔 伯 特 本 人 和 德国 的 H. 勒 尔 (Rshrt, 1957) 解 决 。 
〈22) 用 自 守 函 数 将 解析 关系 单 值 化 。 

一 个 变数 的 情形 由 德国 数学 家 P. 克 贝 (Koebe) 于 1907 年 解 


(23) 发 展 变 分 学 的 方法 。 

希 尔 伯 特 本 人 及 其 他 数学 家 对 此 做 出 重要 贡献 。 

希 尔 伯 特 十 分 强调 “问题 "的 重要 性 ,他 说 ;“ 只 要 一 门 科学 分 
支 能 提出 大 量 问题 , 它 就 充满 着 生命 力 ,而 问题 缺乏 则 预示 这 门 学 
科 的 衰亡 或 中 止 。 希 尔 伯 特 还 强调 数学 的 统一 性 ;数学 科学 是 一 
个 不 可 分 割 的 有 机 体 , 它 的 生命 力 正 是 在 于 各 个 部 分 之 间 的 联系 。 
数学 理论 越 是 向 前 发 展 , 它 的 结构 就 会 变 得 越 加 协调 一 致 ,并 且 这 
门 科学 一 向 相互 隔绝 的 分 支 之 间 也 会 显露 出 原先 意 想不到 的 关 
系 。" 柯 朗 评论 说 :“ 希 尔 伯 特 以 他 感人 的 榜样 向 我 们 证 明 ,在 应 用 
与 纯粹 数学 之 间 不 存在 鸿沟 ,数学 与 科学 总 体 之 间 , 能 够 建立 起 果 
实 丰 满 的 结合 体 。” 

希 尔 伯 特 不 仅 是 20 世纪 数学 界 的 领袖 人物 ,而 且 是 一 位 优秀 
的 数学 教师 ,这 方面 与 不 喜欢 教书 的 高 斯 有 很 大 区 别 。 希 尔 伯 特 
讲课 简练 自然 , 师 生 关系 十 分 亲密 ,他 并 不 特别 看 重 学 生 的 天 笑 ， 
而 是 强调 "天 才 就 是 勤奋 "。 在 学 生 心目 中 , 希 尔 伯 特 不 是 “ 远 在 云 
端的 神 ”, 而 是 “一 位 穿 困 色 衣服 的 风笛 手 ,用 者 蜜 的 销 声 引 诱 一 大 
群 老鼠 跟着 他 走 进 数学 的 深 河 。 他 指导 了 博士 生 9 位 ,其 中 包括 
H. 外 和 尔 (Weyl》、R. 柯 朗 (Courant) ,E. 施 密 特 (Schmidt) 和 0. 布 鲁 
门 萨 尔 ( Blunenthal) 等 著名 数学 家 ,受到 希 尔 伯 特 教诲 的 数学 家 有 
埃 米 ' 诺 特 (Emmy Noether) . 汉 ' 诺 依 曼 (Von Neumann) ,高 木 贞 治 、 
C. 卡拉 西 奥 多 里 (Caratheodory) ,E. 策 黑 罗 (Zermelo) 等 大 数学 家 。 
和 希 尔 伯 特 的 学 生 继 承 老师 的 科学 精神 ,又 带 出 更 多 的 数学 精英 , 形 
成 一 种 数学 人 才 的 雪 球 效应 , 希 尔 伯 特 在 20 世纪 形成 的 强大 而 神 
奇 的 影响 ,在 数学 史上 是 十 分 罕见 的 。 
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希 尔 伯 特 的 政治 人 格 十 分 高 崇 , 他 一 向 反对 狭隘 的 "爱国 主 
义 " 和 "民族 主义 " ,主张 科学 没有 国界 。 第 一 次 世界 大 战 期 间 , 德 
图 政府 发 布 了 狂热 沙文 主义 的 《 告 文化 界 声明 》, 几乎 所 有 的 著名 
德国 科学 家 都 签名 拥护 ,只 有 希 尔 伯 特 和 爱 因 斯 坦 拒 绝 签字 。 
1917 年 希 尔 伯 特 不 顾 很 多 人 的 反对 和 政府 的 威胁 , 为 政 加 (法 国 
数学 家 达 布 (Dartboux) 的 逝世 发 表 纪念 文章 。 

第 二 次 世界 大 战 期 间 , 和 希特勒 纳粹 宣称 凡是 认为 科学 没有 种 
族 性 的 任何 想法 ,其 本 身 就 包含 着 毁灭 德国 科学 的 胚 种 ,并 疯狂 迫 
害 犹太 人 , 哥 廷 根 的 大 量 科 学 家 搂 到 “最 后 通 屿 ”, 被 迫 逃 离 (大 多 
数 去 了 美国 ) , 希 尔 伯 特 对 此 提出 了 抗议 。 

希 尔 伯 特 的 座右铭 是 : 

我 们 必须 知道 ， 
我 们 必 将 知道 。 

1931 年 , 哥 德 尔 的 关于 不 完全 性 理论 的 学 术 报 告 第 一 次 深秋 
了 数理 退 辑 这 块 土地 ,他 从 理论 的 方式 居高临下 地 论证 了 为 什么 
和 费 了 九 牛 二 虎 之 力 ,不 能 全 面 实现 希 尔 怕 特 网 领 的 根源 。 
哥 德 尔 在 确定 研究 方向 时 , 希 尔 伯 特 与 殉 . 阿 克 曼 ( Acker- 
mann) 的 专著 《理论 逻辑 原理 ?起 了 关键 性 作用 。 此 书 于 1928 年 出 
版 , 书 中 提出 一 阶 谓词 演算 的 完全 性 这 个 未 解决 的 问题 , 哥 德 尔 拒 
此 问题 列 为 主攻 方向 。1929 年 夏 ,23 岁 的 哥 德 尔 成 功 地 解决 了 这 
一 问题 ,证 明了 一 阶 谓词 演算 的 完全 性 定理 ,这 一 成 果 使 他 于 
1930 年 2 月 获得 维也纳 大 学 博士 学 位 。 随 后 ,他 深入 研究 希 尔 伯 
特 纲领 。1930 年 哥 德 尔 在 哥 尼斯 堡 数学 研讨 会 上 首次 正式 公布 
了 他 的 研究 结果 :数论 形式 系统 的 不 完全 性 。 这 一 结论 与 希 尔 伯 
特 方案 的 预期 正 相 反 , 从 根本 上 否定 了 希 尔 伯 特 纲领 。 

希 尔 伯 特 学 派 的 主要 成 员 汝 诺 依 蝎 和 P. 伯 奈 斯 (Bermays) 承 
认 了 哥 德 尔 的 结果 之 正确 性 和 巨大 的 潜在 意义 , 希 尔 伯 特 开始 修 
正 他 的 方案 。 从 1930 年 起 , 哥 德 尔 与 希 尔 伯 特 学 派 的 著名 数理 逻 
辑 学 家 建立 起 良好 的 学 术 关 系 。 

1933 年 , 哥 德 尔 成 了 维也纳 大 学 的 无 薪 讲 师 。 回 年 赴 美 讲 
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学 ,在 美国 数学 会 作 了 《数学 基础 现状 》 的 报告 ;1934 年 又 在 美国 
哲学 学 会 上 以 《包含 算术 的 任意 形式 系统 内 不 可 判定 命 左 的 存在 
性 》 为 题 做 了 讲演 

1938 年 , 哥 德 尔 与 舞女 安 迪 结婚 , 妻 比 他 大 6 岁 , 一 生 无 子 
女 。 虽然 当时 哥 德 尔 已 经 是 3 次 赴 美 讲学 ,解决 了 几 项 重大 数学 
问题 的 世界 知名 数学 家 ,但 维也纳 大 学 仍然 只 让 他 任 无 工资 的 诉 
师 。9 月 25 日 , 哥 德 尔 申请 转 为 正式 讲师 ,校方 仍 示 答应 ,他 只 好 
携 妻 赴 美 定居 ,离开 了 纳粹 专制 的 维也纳 ,成 了 普林斯顿 高 级 研究 
院 的 成 员 。 在 普林斯顿 哥 德 尔 与 物理 学 家 爱 因 斯 坦 (Einstein) . 数 
理 经 济 学 家 0. 摩根 斯 顿 ( Mergenstem) 结 成 了 “三 大 科学 家 友谊 
村 ",1948 年 4 月 2 日 ,三 人 一 同 去 美国 移民 局 取得 了 美国 国籍 。 

1953 年 ,前 德尔 普 升 为 普林斯顿 高 级 研究 院 教授 ; 1951 年 获 
爱 因 斯 坦 科 学 奖 ;1966 年 哥 德 尔 拒绝 接受 奥地利 科学 院 授 予 的 荣 
誉 院士 称号 ,1975 年 获 “美国 总 统 奖 ”( 当 时 总 统 是 福特 ) 。 

哥 德 尔 是 亚 里 士 多 德 和 莱 布 尼 兹 以 来 最 伟大 的 逻辑 学 家 。 

为 了 理解 苹 德 尔 工作 的 原始 思路 ,我 们 介绍 所 谓 “ 哥 德尔 命 
题 ”, 这 个 命题 是 1931 年 哥 德 尔 提出 的 : 

4 :4 不 可 证 。 

对 于 这 个 哥 德 尔 命题 ,4 与 14 都 不 可 证 。 

(1) 由 于 任何 假 命题 不 可 证 ,所 以 4 不 能 为 假 。 事 实 上 , 若 4 
是 假 的 , 即 *4 不 可 证 "是 假 的 ,于 是 4 不 不 可 证 , 即 4 可 证 ,至 此 
得 出 4 基 假 的 且 4 可 证 ,与 假 命 题 不 可 证 矛盾 。 故 得 证 4 是 真 
的 。 

(2) 若 4 可 证 , 则 “4 不 可 证 "是 假 的 ,又 “4 : 4 不 梧 证”, 故 4 
是 假 的 ,与 (1) 中 已 证 出 4 是 真 的 矛盾 , 故 4 不 可 证 。 

{3) 由 (1) 4 是 真 的 , 故 14 是 假 的 ,所 以 14 不 可 证 。 由 (2) 
与 (3),4 与 二 4 同时 不 可 证 。 

在 哲学 与 逻辑 学 中 ,这 种 两 难 选择 的 问题 绝 非 仅 有 ,例如 古 希 
腊 就 有 一 个 著名 的 “柏拉图 非 存 在 之 恋 ”: 

柏拉图 僻 :“ 飞 马 存 在 吗 ?” 
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“《 马 " 原 指 诗 神 缪 斯 的 坐骑 ,象征 诗 的 灵感 。 客 观 地 讲 , 飞 马 
并 不 存在 ,于 是 答 日 ” 飞 马 不 存在 -” 

谈论 一 个 不 存在 的 东西 "怎样 怎样 "例如 什么 颜色 等 ) 是 荒唐 
的 ,既然 回答 说 " 飞 乌 不 存在 ”, 邦 么 讨论 一 个 并 不 存在 的 飞 马 如 何 
如 何 也 就 是 荒唐 的 , 折 以 谈 飞 己 的 不 存在 人 狂 也 是 荒 记 的 。 既 ”〖 当 
不 存在 "不 能 成 立 ,从 而 推导 出 “ 飞 马 存在 ,但 飞 马 存在 也 是 不 成 
立 的 ,事实 上 , 神 并 不 存在 , 何 谈 它 的 马 。 

这 个 问题 弗 雷 格 ,罗素 和 月 因 都 曾 人 研究 过 ,作为 著名 的 逻辑 学 
家 . 哥 德 尔 也 可 能 在 1931 年 以 前 就 已 知晓 。 它 和 再 德尔 命题 何其 
相似 。 


4 数 论 


数论 是 研究 数 的 科学 , 含 初等 数论 .代数 数论 和 解析 数论 等 分 
支 - 

初等 数论 是 以 算术 方法 为 主要 研究 方法 的 数论 分 支 , 它 的 历 
史 和 人 类 历史 一 样 长 。 

公元 前 6 世纪 , 古 希 腊 的 毕 达 哥 拉 斯 就 开始 研究 整数 的 可 除 
性 ,提出 了 奇数 .偶数 .素数 和 合 数 等 数论 中 的 基本 概念 ,他 还 初步 
研究 了 所 谓 完全 数 和 亲 和 数 等 问题 。 

所 谓 完 全 数 是 指 一 个 自然 数 六 ,其 因数 ( 它 本 身 不 算 ) 之 和 答 
为 N。 例 如 6=1+2+3,6 是 完全 数 , 比 6 大 的 完全 数 前 5 个 为 
24 ,28,496,8128,33550336。 

欧 几 里 得 (公元 前 330 一 公元 前 275) 关 于 完全 数 得 出 下 面 的 
非 平凡 结果 : 

若是 大 于 ! 的 自然 数 , 且 2* -1 是 素数 , 则 

N = 2"°°1(2* — 1) (5.4) 

皆 为 完全 数 。 

事实 上 ,由 于 2" - 1 是 素数 , 则 w 的 因数 是 : 

1,2,2 ,2 2 一 112(02 -11222022 ~ 1) 
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这 些 因数 之 和 为 
(1+2+2 + +2"1)+ 
(2 D2+2 + 2 = 
[2 
2°71(2* -1) = 六 

2300 多 年 前 欧 几 里 得 就 建立 且 证 明了 这 一 公式 , 令 人 叹为观止 ! 

18 进 纪 欧 拉 证 明了 欧 几 理 得 给 出 的 公式 55.4) 是 偶 的 全 体 完 
全 数 。 欧 拉 指 出 , 当 = = 31 时 ,由 欧 几 里 得 公式 (5.4) 求 得 一 个 很 
大 的 完全 数 

2305843008139952128 

至 今 无 人 证 明 ,奇数 中 能 否 有 完全 数 。 

获 几 里 得 公式 (5.4) 中 的 2" -1 是 否 为 素数 是 个 不 小 的 难题 。 
1644 年 ,法国 数学 家 梅森 (Mersenne Marin,1588 一 1648) 在 他 的 普 作 
《物理 数学 探索 》 中 提出 "梅森 数 "的 概念 ,梅森 数 指 n 是 素数 时 ， 
2 -1 形 的 数 。 事实 上 ,在 欧 几 里 得 公式 中 ,2" - 1 是 素数 的 必要 
条 件 是 “是 素数 ,不 然 , 当 n = ninz( n,n2>1), 则 

2 D+ + +) 
使 得 2* -1 不 是 素数 。 

是 否 有 无 穷 个 梅森 数 , 它 们 为 素数 ? 至 今 无 人 解决 。 

1998 年 发 现 一 个 很 大 的 (至 今 是 最 大 的 ) 素 梅森 数 

23021377 _ 1 

梅森 是 对 法 国 科学 有 大 贡献 的 数学 家 之 一 ,他 长 期 以 耶稣 教 
的 神甫 为 职业 ,但 热衷 于 哲学 和 数学 。4625 年 ,梅森 创建 “梅森 学 
院 ” ,成 为 1666 年 法 国 科学 院 的 前 身 ,他 与 仰 利 略 . 费 马 . 笛 卡 贱 和 
帧 斯 卡 等 著名 科学 家 是 好 朋友 。 

公元 前 300 年 , 欧 几 里 得 证 明了 素数 有 无 穷 多 个 , 且 给 出 求 最 
大 公约 数 的 算法 。 

公元 前 6 世纪 , 毕 达 哥 拉 斯 还 定义 了 所 谓 “ 亲 和 数 ”: 亲 和 数 指 
两 个 自然 数 nl 和 n2, mt 的 全 体 约 数 ( 含 1 不 含 ni) 的 和 恰 为 m， 
ma 的 全 体 约 数 之 和 人 恰 为 nm。 例如 
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{= 1+2+4+8+16+32+37+74+ 148+ 296+ 592 
1184=1+2+5+10+1] +22+55+1]0+121+242 +605 
1210 与 1184 是 一 对 亲 和 数 。 
1974 年 ,日 .J. 莱 尔 发 现 一 对 很 大 的 亲 和 数 : 
nl=34x5xttx52819x29x89x(2x1291x52819 -1) 
从 x11x528l9x(23x33x32x1291x5281? - 1) 
1640 年 , 费 马 建 立 了 所 谓 “ 费 马 小 定理 ”: 
若 忆 为 素数 , 则 o = ea(modp), 其 中 a 为 任意 整数 。 
1736 年 , 欧 拉 给 出 费 马 小 定理 的 证 明 。 
1772 年 , 拉 格 朗 日 证 明了 费 马 提出 的 “四 平方 定理 ”: 每 个 正 
整数 可 表 成 4 个 整数 的 平方 和 。 
费 马 还 提出 形 如 2 +1 的 费 马 数 问题 ,他 猜想 27 + 1 形 费 马 
数 皆 素 数 ,但 欧 拉 给 出 反例 
和 2 + 1=641x6700417 
费 马 (Pieme Fermat, 1601 一 1665) 是 法 国 数学 家 , 生 于 法 国 南部 
的 波 蒙 地 区 。 上 大 学 时 学 的 是 法 律 ,毕业 后 以 律师 为 业 ,从 30 岁 
开始 迷恋 数学 ,他 谦 避 文雅 , 敏 于 思 而 全 于 言 ,他 发 表 的 成 果 极 少 ， 
然 贡献 极 大 ,他 在 微 积 分 .解析 几何 、 概 率 论 和 数论 等 领域 都 有 丰 
富 的 原始 创新 。 但 费 马 有 研 而 不 作 " 的 习惯 ,很 少 动笔 , 费 马 去 世 
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接 回 外 的 最 大 体积 球 内 接 团 柱 的 最 大 表面 积 问题 。 澳 马 是 最 早 
现 求 函 数 极 值 方法 的 数学 家 之 一 。 

费 马 还 求 出 曲线 = y 在 [0, xz] 区 间 上 与 横 坐标 轴 转 成 的 而 
当 于 求 积分 | zan。 

当然 ,由 于 跑马 没有 明确 地 用 极限 定义 的 导数 与 积分 的 概念， 
所 以 史学 家 戏称 * 费 马 射 中 了 微 积分 之 庵 , 鹿 带 着 费 马 的 箭 近 跑 
了 "。 但 无 论 如 何 , 费 马 是 发 明 微 积分 的 先行 者 之 一 。 

费 马 最 有 影响 的 工作 是 开创 了 近代 数论 的 研究 。 谈 到 数论 ， 
费 马 说 ,* 全 部 数论 问题 就 在 于 以 何 种 方式 把 整数 分 解 为 素数 之 
积 。” 

1637 年 , 费 马 阅 污 于 看 都 的 名 著 (算术 ) 拉 丁 本 第 二 着 第 八 个 
命题 "把 一 个 平方 数 分 为 两 个 平方 数 "时 ,用 拉丁 文 在 此 书 的 页 边 
上 写 下 下 列 批语 ; 

“将 一 个 立方 数 分 为 两 个 立方 数 ,一 个 四 次 蹇 分 为 两 个 四 次 
守 , 或 者 一 般 地 将 一 个 高 了 二 次 的 等 分 成 两 个 同 次 睾 ,这 是 不 可 能 
的 。 关 于 此 我 发 现 了 一 个 美妙 的 证 法 ,但 这 个 页 边 太 窜 , 写 不 下 。" 

这 自 话 就 是 数学 史上 著名 的 “ 狗 马 大 定理 ”"。 关 于 费 马 宣称 的 
他 "发 现 了 美妙 证 明 "是 否 磋 有 此 事 ,已 成 和 十 之 详 。 

绚 马 大 定理 “n>2 时 ,六 + 六 = 不 存在 zz0 的 整数 解 "在 
数学 史上 几经 设 巨额 悬赏 征 解 , 应 征 证 明 费 马 大 定理 的 著名 数学 
家 有 : 


积 , 相 


办 


拉 (L.Euler) , 热 尔 最 (S. Germain)、 高 斯 (C.F. Gauss) , 拉 梅 
(G .Lame) 、 狄 里 克 雷 (P.G.L. Drichlet) , 勒 让 德 (A.M.Legendre) . 刘 
维尔 (J.Liouville) , 库 默 尔 (FE.E.Kummer) . 范 迪 维尔 (H.S. Vandiv- 
er) ,. 志 村 五 郎 .谷山 丰 , 符 莱 (G. Frey) 、 法 尔 迁 斯 (G. Faltings) ,如 贝 
特 (K.A. Ribet) 等 。 

冲击 费 马 大 定理 的 还 有 成 千 上 万 的 数学 爱好 者 和 不 怎么 出 名 
的 许多 数学 家 。 

人 们 在 千方百计 往 证 费 马 大 定理 的 过 程 中 ,发 展 出 很 多 有 用 
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的 数学 方法 与 理论 ,促进 了 代数 数论 等 学 科 的 繁荣 , 希 尔 人 特 称 费 
马 大 定理 是 一 只 会 下 金 蛋 的 猪 。 

1770 年 , 欧 拉 证 出 n= 3 时 费 马 大 定理 成 立 。 但 网 拉 在 证 明 
过 程 中 意识 到 n = 3 与 一 般 情 形 有 本 质 区 别 。 

1825 年 , 犹 里 克 雷 和 勒 让 德 证 明了 n = 5 的 情形 费 马 大 定理 
成 立 ,所 用 方法 是 欧 拉 1770 年 方法 的 推广 。 

1839 年 , 拉 梅 证 明了 n =7 的 情形 。 

1832 年 , 狄 里 克 雷 证 明了 n = 14 的 情形 。 

1847 年 , 拉 梅 向 巴黎 科学 院 报告 ,声称 他 证 明了 费 马 大 定理 ， 
刘 维 尔 当场 指出 拉 梅 的 证 明 有 不 可 补救 的 错误 ,从 此 ,用 初等 数论 
的 方法 和 证明 费 马 大 定理 的 热 测 告 一 眉 落 。 

到 1993 年 ,已 经 证 出 = 不 超过 4 百 万 时 , 费 马 大 定理 是 成 立 
的 ,但 是 数学 不 是 物理 ,400 万 次 实验 的 成 功 仍然 得 不 出 任意 自然 
数 费 马 大 定理 成 立 。 

在 往 证 费 马 大 定理 的 数学 家 队伍 当中 ,有 一 位 令 人 肃然 起 敬 
的 女 数学 家 ,她 就 是 靶 国 的 索菲娅 吉尔 曼 (Sophie Cermain,1776 一 
1831)。 她 在 冲击 费 马 大 定理 时 ,提出 所 谓 吉 尔 学 案 数 的 概念 , 当 
与 2p +1 篆 素 数 时 ,p 称 为 声 尔 曼 素 数 。 目 前 已 知 的 最 大 的 吉 
尔 曼 素数 是 


2687145 x 3003 x 1052 -上 
但 不 知 是 否 有 无 穷 个 吉尔 曼 素数 。 
吉尔 曼 时 代 , 女 性 受 层 视 . 大 学 本 科 不 收 女 生 , 她 只 好 艇 巴黎 
综合 工科 学 校 的 函授 生 , 任 她 的 坚 町 不 拔 的 个 性 和 对 数学 的 迷恋 ， 
终于 基本 土 于 自修 成 长 为 一 位 著名 的 数学 家 ,她 因为 解决 了 薄片 
振动 问题 而 获 法 兰 西 研究 院 奖 。 她 在 科学 活动 中 隐瞒 了 自己 的 女 
儿 身 份 .与 世界 上 著名 的 数学 家 高 斯 勒 让 德 等 人 只 能 通信 研讨 ， 
且 给 自己 起 了 一 个 男性 假名 勒 布 郎 (Leblane)。 
1807 年 ,高 斯 终于 查 觉 了 勤 布朗 先生 就 是 吉尔 曼 小 姐 , 高 斯 
激动 地 说 ;“ 当 我 看 到 我 尊敬 的 信友 勤 布 部 先生 变 成 一 个 极其 杰出 
的 女士 时 是 多 么 敬佩 和 吃 售 ! 她 给 出 了 一 个 使 人 难以 相信 的 光辉 
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榜样 。 一 般 而 言 ,对 抽象 科学 ,尤其 是 对 数学 的 奥秘 ,很 少 有 人 感 
兴趣 ,这 门 卓 越 的 科学 只 向 那些 有 勇气 深入 探索 的 人 展现 她 迷人 
的 魅力 。 由 于 我 们 的 习惯 和 偏见 ,女性 要 熟悉 这 些 玉 手 的 研究 必 
热 遇 到 比 男子 多 得 多 的 困难 。 当 一 个 女性 成 功 地 超越 这 些 障碍 ， 
深入 到 其 中 最 难 解 的 部 分 , 毫 无 疑问 ,她 必定 具有 最 崇高 的 勇气 、 
非凡 的 才能 和 超人 一 等 的 天 才 。” 

1801 年 ,24 岁 的 高 斯 发 表 名 著 《 算 术 研 究 》, 它 是 数论 从 古典 
数学 分 支 进 入 现代 数学 分 支 的 转折 点 ,数论 从 此 由 初等 数论 为 重 
点 转 入 代数 数论 为 重点 的 新 阶段 ， 

高 斯 (C.F. Gauss, 1777 一 1855) 生 于 德国 的 不 伦 瑞 克 ,其 父 是 
瓦 匠 .花莲 和 运河 看 管 工 ,其 父 的 意见 是 让 儿子 高 斯 接 他 的 班 ,长 
大 后 也 成 为 瓦工 或 花 匠 。 其 母 虽 贤 惠 ,但 与 其 父 一 样 没有 受过 学 
校 教育 ,幸亏 高 斯 的 筋 盘 颇具 慧眼 与 远见 ,他 发 现 了 高 斯 的 异乎 寻 
常 的 才智 ,并 对 高 斯 进行 了 早期 启蒙 教育 。 

高 斯 是 数学 史上 罕见 的 神童 ,据说 3 岁 时 他 就 发 现 了 其 父 帐 
敌 上 的 一 处 计算 错误 , 另 一 则 广为人知 的 传说 是 他 10 岁 时 ,算术 
课 老师 出 了 一 道 题 是 从 ! 把 连续 的 自然 数 一 直 加 到 100, 老 师 刚刚 
在 黑板 上 写 完 此 题 ,高 斯 即刻 举 手 做 答 已 :5050。 老 师 布 特 纳 高 兴 
极 了 ,他 发 现 了 高 斯 的 天 才 , 特 地 买 了 一 本 算术 书 送 高 斯 学 习 。 
1788 年 高 斯 小 学 毕业 后 进入 文科 中 学 哲学 班 学 习 。 

高 斯 的 天 才 引 起 不 伦 瑞 克 公 画 的 注意 ,公务 资助 高 斯 完成 了 
中 学 与 大 学 的 学 业 。15 岁 时 ,高 斯 入 卡 罗 林 学 院 学 语言 学 与 数 
学 ,17 岁 的 助教 巴特 尔 斯 (J.M.Bartels) 酷 爱 数学 ,与 高 斯 一 起 研读 
了 牛顿 , 拉 梅 朗 日 . 欧 拉 等 人 的 著作 ,后 来 巴特 尔 斯 成 了 数学 教授 ， 
非 欧 几何 创始 人 罗 巴 切 夫 斯 基 是 巴特 尔 斯 的 学 生 ,而 高 斯 则 成 了 
与 阿 基 米 德 .牛顿 齐名 的 数学 史上 三 大 数学 家 之 一 ,被 数学 界 誉 为 
“数学 王子 ”。H. 克 莱 因 说 ,“ 如 果 我 们 把 18 世纪 以 前 的 数学 家 想 
象 成 一 系列 高 山 峻 岭 ,那么 一 个 使 人 肃然 起 敬 的 峰 奖 便 是 高 斯 。 
高 斯 对 数学 有 着 全 心 全 意 的 热爱 ,他 说 :“ 数 学 是 科学 的 皇后 ,而 数 

和 址 于 党 最 我 个 知 Ek 
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远 指 向 的 磁极 。 
高 斯 的 《算术 研究 》 中 3 个 重点 内 容 是 : 同 余 . 复 整数 和 型 的 理 
论 。 
同 余 在 欧 拉 拉 格 朗 日 和 勒 让 德 的 著作 中 已 有 论述 ,但 引 人 符 
号 
a=b{modm) 
的 第 一 人 是 高 斯 , 且 给 出 了 中 国 剩余 定理 的 证 明 。 高 斯 还 证 明了 
Ax® + Br t+ + Mr=0(modp) 
不 可 能 有 多 于 n 个 互 不 同 余 的 根 ,其 中 p 是 素数 , 旦 p 不 能 除 尽 4。 
在 《算术 研究 ) 中 ,高 斯 研究 了 二 次 同 余 方程 
w= a(modp) 
其 中 p 是 素数 ,a 不 是 p 的 信 数 。 
欧 拉 发 现 了 一 个 所 谓 “ 二 次 互 反 律 ”; 


设 p,q 是 两 个 相 异 的 奇 素数 ,着 (2) ( 台 ) 是 偶数 , 则 7 


=p(modg) 有 和解 当 且 仅 当 避 =g(modp) 有 解 ; 若 { 也)( 231) 是 
奇数 , 风 避 ==p (modg) 无 解 当 且 仅 当 过 二 g(rmodp) 有 解 。 

上 述 二 次 互 反 律 欧 拉 提出 时 并 未 加 证 明 , 后 来 勒 让 德 给 出 了 
一 个 不 完全 的 证 明 。1796 年 ,高 斯 在 《算术 研究 ) 中 给 出 了 完全 严 
格 的 证 明 。 之 后 ,高 斯 对 二 次 互 反 律 又 给 出 了 7 个 不 同 的 证 明 。 
高 斯 十 分 欣赏 欧 拉 提 出 竟 这 个 二 次 互 反 律 , 称 其 为 “算术 中 的 宝 
石 ”。 

1799 年 高 斯 获 险 勒 大 学 博士 学 位 ,在 他 的 学 位 论文 《所 有 单 
变量 的 有 理 代数 函数 都 可 分 解 为 一 次 或 二 次 因 式 定理 的 新 证 明 》 
中 建立 且 证 明了 代数 基本 定理 ,成 为 方 入 理论 的 基石。 此 后 ,高 其 
在 3A( 算 术 Arithmatic, 代 数 Algebra 和 分 析 Analysis) 领 域 里 做 出 了 
巨大 的 贡献 。 

高 斯 是 发 明 "“ 非 欧 儿 何 ”的 第 一 人 ,但 他 胆 小 怕 事 ,担心 发 表 与 
经 典 欧 几 里 得 几何 传统 相 违 的 理论 会 招惹 别人 的 非议 ,不 歼 公开 
自己 的 成 果 。1846 年 ,他 给 舒 马赫 尔 的 信 中 说 :“ 罗 巴 切 夫 斯 基 称 
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之 为 假想’ 的 几何 学 ,我 对 此 有 同样 的 观念 已 有 54 年 了 。 在 罗马 
切 夫 斯 基 的 著作 中 ,我 没有 找到 对 自己 是 新 的 东西 。 我 建议 您 研 
究 一 下 这 样 的 著作 , 它 会 使 您 受益 罪 浅 。 

美 同 数 学 家 贝尔 (Rel) 在 《数学 人 物 》 一 书 中 评论 高 斯 说 :如 
果 他 能 把 所 知道 的 一 些 东 西 及 时 透露 出 来 ,很 可 能 现在 数学 早 比 
目前 要 先进 半 个 世纪 或 更 多 时 间 , 而 不 是 把 人 们 最 好 的 努力 花 在 
高 斯 在 他 们 出 生 之 前 就 知道 的 东西 上。 而 那些 非 欧 几何 的 研究 
者 ,可 以 把 他 们 的 天 才 用 到 其 他 地 方 去 。 
高 斯 的 著作 .笔记 ,手稿 极 多 ,生前 发 表 的 比例 很 小 ,他 去 世 之 
哥 廷 根 大 学 出 版 了 《高 斯 全 集 》 共 11 大 卷 。 

高 斯 在 科学 的 王国 中 处 处 留 芳 , 例如 他 对 复 变 、 超 几何 级 数 、 
檀 加 也 铬 ,统计 笋 学 ,位 执 论 . 天 文学 , 申 盒 堂 , 施 尝 等 方面 臂 有 出 
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定理 的 人 "。 这 一 年 ,吸引 了 621 位 证 明 费 马 大 定理 的 报名 者 ,从 
而 使 费 马 大 定理 又 热 了 起 来 。 

1986 年 ,在 巴黎 的 一 个 数论 讨论 班 上 ,英国 数学 家 维尔 斯 (A. 
Wiles) 声 称 他 将 投 人 费 马 大 定理 的 研究 工作 。 此 后 的 7 年 ,维尔 
斯 竭尽 全 力 默 默 无 前 地 投 人 费 马 大 定理 的 证 明 。1993 年 6 月 . 维 
尔 斯 在 英国 剑桥 大 学 的 一 次 学 术 讨论 会 上 报告 他 的 主要 结果 , 宣 
布 了 他 已 证 明 费 马 大 定理 。 他 的 报告 长 达 200 多 页 。 

一 个 由 6 名 专家 组 成 的 评审 组 立即 对 维尔 斯 的 工作 进行 审 
查 。 6 位 专家 以 数学 家 的 严格 性 和 良知 一 丝 不 苟 地 逐 句 推 项 , 结 
果 查 出 了 维尔 斯 的 证 明 有 漏洞 。 维 尔 斯 也 承认 自己 证 明确 实 存在 
6 人 小 组 所 指 的 漏洞 。 于 是 维尔 斯 在 其 后 的 一 年 多 时 间 里 ,全 身 
心 投 人 修改 工作 。 到 1994 年 9 月 ,漏洞 终于 被 维尔 斯 修补 ,通过 
了 审查 小 组 的 权威 认可 。 至 此 300 多 年 历史 的 数学 难题 之 证 明 终 
于 浮 出 水 面 , 费 马 大 定理 成 立 。 维 尔 斯 的 关于 费 马 大 定理 的 证 明 ， 
于 1995 年 5 月 分 成 两 篇 论文 发 表 在 美国 《数学 年 刊 》 上 ,一 篇 的 标 
题 是 《 模 椭 贺 曲 线 与 费 马 大 定理 》, 男 一 篇 的 标题 是 ( 某 些 赫 克 代数 
的 环 论 性 质 》( 与 泰勒 (R.Tayler) 合 写 )。 

1994 年 ,维尔 斯 刚 过 40 岁 , 超 过 了 菲 尔 兹 奖 的 年 龄 限制 ;1996 
年 , 获 沃 尔 夫 奖 ;1998 年 ,在 柏林 国际 数学 家 大 会 上 ,维尔 斯 获 特 
别 荣誉 奖 。 

在 代数 数论 的 历史 上 ,还 有 一 些 重要 的 成 就 (关于 超越 数 的 理 
论 也 有 人 把 它 划 到 所 谓 超越 数论 的 范畴 )。 

1884 年 , 刘 维 尔 构造 性 地 证 明 超 越 数 的 存在 性 , 而 县 证 明 
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都 是 超越 数 。 

1873 年 , 厄 米 特 证 明 e 是 超越 数 。 

1882 年 , 林 德 曼 证 明 x 是 超越 数 。 

19 世纪 超越 数论 中 的 一 项 重要 成 果 是 林 德 曼 一 外 尔 斯 特 拉 
斯 定理 (简称 林 一 外 定理 ): 
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若 a1,e2,… ,os 是 两 两 不 同 的 代数 数 ,8 ,8:，……,B, 是 非 零 代 
数 数 , 则 Dae 天 0- 

且 从 条 外 定理 得 出 如 下 结论 : 

(1) 若 a 是 非 零 代数 数 , 则 sina ,cosa ,tgea 皆 超越 数 。 

(2) 若 = 全 :0,1i，c 是 代数 数 , 则 ]na 是 超越 数 。 

1929 年 , 盖 尔 芳 德 证 明 ;a 猎 0,11 ,a 是 代数 数 ,8 是 二 次 复 代 
数 数 , 则 of 是 超越 数 ,特别 地 ,所 是 超越 数 。 

1930 年 , 库 效 明 把 盖 尔 芳 德 的 结论 推广 到 8 是 实 二 次 代数 数 
的 情形 ;特别 地 ,27 是 超越 数 。 

1966 年 ,贝克 证 明了 如 下 重要 结论 ， 

(1) 代数 数 的 对 数 线性 组 合 (组 合 系数 是 代数 数 ) 不 等 于 零 ， 
则 必 为 代数 数 。 

(2) 若 away an, ,8 …, 有 是 非 零 代数 数 , 则 唤 
中 史 …ap 是 超越 数 。 

(3) 车 a1,a2，…,as 是 不 为 0 与 1 的 代数 数 ,B81, Pa,… ,局 是 
代数 数 , 且 1, 81, Ba,…,B, 在 有 理 数 域 0 上 线性 无 关 , 则 a 和 ia… 
ob 是 超越 数 。 

贝克 由 于 超越 数 上 的 成 果 和 其 他 贡献 , 获 1970 年 非 尔 兹 奖 。 

欧 拉 常数 

7= iim (1 1+ 生 + 二 + 上 -Inn) 
是 否 超越 数 ,至 今 无 人 解决 。 

解析 数论 是 采用 分 析 方 法 研究 数 的 性 质 的 数论 分 支 。 欧 拉 是 
解析 数论 的 创始 人 。 

欧 拉 用 分 析 的 方法 证 明了 欧 拉 恒等式 


lla- = SD, s 毛 五,p 是 素数 
ee 
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1837 年 , 狄 利 克 雷 证 明 首 项 与 公差 互 素 的 算术 级 数 中 有 无 穷 
项 是 素数 。 

1859 年 , 黎 曼 令 欧 拉 恒 等 式 中 右 端 * 为 复 自 变量 ,得 到 所 谓 
“ 黎 曼 函数 5) 


SCs)》 = SD ns 
把 复 变 函 数论 中 的 方法 引 和 数论 研 究 ,开创 了 解析 数论 的 新 时 代 。 
黎 曼 猜想,K(。) 的 复 零点 痢 在 直线 Res = 二 上 。 
这 是 至 今 无 人 解决 的 数学 史上 最 为 著名 的 猜想 之 一 。 数 学 家 
们 对 此 猜想 的 研究 推动 了 数学 科学 的 发 展 。 


1852 年 , 切 比 雪夫 证 明了 如 于 命题 : 
(1) 存在 正 的 常数 Ci, C?, 使 得 


C1 St)< G2 


其 中 r(x) 是 不 大 于 实数 * 的 素数 的 个 数 。 
(2) 在 x 与 2x 之 间 有 素数 存在 ,其 中 x>2。 
命题 (2) 是 著名 的 贝 证 特 猜 想 。 
1896 年 ,) .阿达 马 和 C.dela 杞 菜 一 普 桑 用 复 变 函 数论 的 理论 
同时 证 明了 所 谓 *“ 率 数 定理 ": 
xmx 1 


lim 


1949 年 , 塞 尔 伯 格 和 厄 尔 多 斯 给 出 了 不 用 复 变 与 微 积分 的 初 
等 证 明 , 引 起 了 数学 界 的 售 叹 ! 
素数 定理 是 素数 分 布 理 论 的 中 心 定 理 。 

堆 艰 数论 是 数论 中 最 有 魅 方 的 分 支 之 一 , 堆 皇 数论 又 称 可 加 
性 数论 , 它 是 17 世纪 ,由 费 马 等 数学 家 开创 的 。 

设 41,4,,…,4, 是 本 的 子 集 ,本 是非 负 整数 集合 , Y ne 本 , 问 
方程 

n=at+ aA2t+t "+a 


是 否 有 解 ? 有 几 组 解 ? 其 中 KEN ,a€E 4,,i=1,2,…,no 
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上 述 问题 称 为 堆 合同 题 。 

1636 年 , 费 马 提出 如 下 的 “ 费 马 多 角 数 猜想 ”; 

每 个 自然 数 都 可 以 表 成 mw 个 加 阶 多 角 数 之 和 。 

所 谓 mw 界 多 角 数 是 指 ; 设 m> 3,mmEH ,由 ab" =0,at9 = 
atm+ (m -2)n+1,(n=1,2,…) 确 定 的 数列 1 ai" 中 的 整数 叫 
做 吕 阶 多 角 数 , 通 项 为 


ar = dm-2)n dn-4)n 


例如 四 角 数 (m = 4) 皆 平方 数 。 

1772 年 , 拉 格 朗 日 对 m = 4 的 情形 证 明了 费 马 多 角 数 猜想 。 

1798 年 ,期 让 德 对 m = 3 的 情形 证 明了 费 马 多 角 数 猜想 。 

1813 年 , 柯 西 彻底 证 明了 费 马 多角 数 猜想 。 

在 数论 中 还 有 一 个 未 秆 底 解 决 的 问题 叫做 “平方 和 问题 ”: 

求 方程 人 + x2+…+ =n 的 整数 解 的 个 数 r,(a), 其 中 与 
nt 是 已 知 欧 正 整数 。 

1829 年 , 雅 可 比 得 出 

mn) 4D DD 党 


a2hd 


rln)= 8 >) 1 


re 

1919 年 ,哈代 得 到 了 *>5 时 r,(n) 的 渐 近 公式 。 

1926 年 克 格 斯 特 曼 ,1962 年 埃 斯 特 曼 分 别 独立 地 提出 n = ax? 
+ bx3 + cx + dx3 的 平方 和 问题 。 

1953 年 ,中 国 著名 数学 家 华罗庚 出 版 名 著 《 堆 又 素数 论 》, 是 
堆 难 数论 的 经 典 专著 。 

哥 德 巴赫 猜想 是 堆 垒 数论 中 最 难 解决 的 老大 难 问题 之 一 。 

1742 年 ,德国 数学 家 可 德 巴赫 (Christian Coldbach, 1690 一 1764) 
与 他 的 好 友 欧 拉 的 几 次 通信 中 ,提名 了 下 面前 问题 

(1) 每 个 大 于 4 的 偶数 皆 是 两 素数 之 和 。 

(2) 每 个 大 于 7 的 奇数 缘 是 3 个 素数 之 和 。 
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问题 (1) 与 问题 (2) 即 著名 的 哥 德 巴赫 猜想 。 

欧 拉 在 回信 中 说 :“ 我 认为 这 是 一 个 肯定 的 定理 ,尽管 我 还 不 
能 征服 它 。” 

1937 年 .苏联 数学 家 维 诺 格 拉 多 夫 基本 上 证 明了 哥 德 巴 幸 猜 
想 (2) ,从 而 猜想 (2) 称 为 " 红 德 巴赫 一 维 诺 格拉 多 夫 定 理 “ 但 此 定 
理 只 证 明 出 当 奇 数 n> ee “时 成 立 )。 

事实 上 , 若 猜 想 (1) 能 先行 证 出 . 则 猜想 (2) 可 以 作为 猜想 (1) 
的 推论 ,因为 2n+1=2(n -1)+3。 偶 数 2(n - 1) 可 表 成 两 素 之 
和 ,所 以 2n + 1 可 表 成 3 个 素数 (一 个 是 3) 之 和 。 

如 果 把 命题 “充分 大 的 偶数 是 不 超过 r 个 素 因 子 之 积 与 不 超过 ， 
个 素 因子 之 积 的 和 ” 记 成 (7, :), 则 哥 德 巴赫 猜想 可 以 记 成 (1,1)。 

1920 年 ,挪威 数学 家 布 龙 证 明了 (9,9)。 

1921 年 ,英国 数学 家 哈代 在 哥本哈根 数学 会 演讲 说 :“ 哥 德 巴 
替 猜 想 可 能 是 没有 解决 的 数学 问题 当中 最 困难 的 一 个 

1938 年 ,中国 数学 家 华罗庚 及 一 些 外 国 数学 家 独立 地 证 明 襄 
德 巴赫 猜想 对 几乎 所 有 的 侦 数 成 立 , 即 车 M(x) 是 不 超过 x 而 又 
不 能 表 成 两 素数 之 和 的 偶数 的 个 数 ,那么 


1948 年 ,匈牙利 数学 家 雷 尼 证 明了 (1,s)。 

1950 年 ,挪威 籍 美国 数学 家 塞 尔 伯 格 提出 一 种 得 法 ,宣布 利 
用 他 的 第 法 可 以 证 明 (2,3)。 

1956 年 ,中国 数学 家 王 元 证 明了 (3,4)。 

1956 年 ,苏联 数学 家 维 诺 格拉 多 夫 证 明了 (3,3)。 
1957 年 , 王 元 证 明了 (2,3)。 

1962 年 ,中 国 数学 家 潘 承 润 证 明了 (1,5)。 

1963 年 , 潘 承 洞 与 巴尔 巴 思 独 立 证 明了 (1,4)。 

1965 年 , 维 庄 格拉 多 夫 、 布 赫 夕 塔 布 和 朋 比 尼 独 立 证 明 
了 (13)。 

1966 年 ,中国 著名 数学 家 陈景润 证 明了 (1,2)。 
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陈景润 的 记录 至 今 无 人 打破 (打破 就 证 明了 哥 德 巴 赫 靖 想 {1,1))。 

陈景润 证 明 : 每 一 个 充分 大 的 偶数 ,都 可 以 表 成 一 个 素数 与 一 
个 不 超过 两 个 素数 之 积 的 和 。 

陈景润 是 中 国 福建 人 ,1933 年 5 月 22 日 生 于 福州 市 .父亲 是 
邮局 职员 ,家 境 贫寒 。1953 年 厦门 大 学 数学 系 毕 业 ,分 配 到 北京 
第 四 中 学 任教 , 陈 性 格 内 向 , 极 不 善 与 人 交往 ,不 能 适应 中 学 教员 
的 职业 。1954 年 经 厦门 大 学 校长 王 亚 南 的 推荐 ,陈景润 到 厦门 大 
学 作 助教 ,开始 研究 哥 德 巴赫 猜想 。1957 年 ,经 华罗庚 推荐 调 到 
中 国 科 学 院 任 实习 研究 员 ,1977 年 任 研究 员 ,1988 年 提升 为 一 级 
研究 员 ,中 国 科学 院 学 部 委员 。 

陈景润 对 数学 研究 的 奋斗 精神 是 数学 家 的 榜样 ,他 在 “文革 ” 
结束 以 前 ,始终 过 着 普通 人 难以 忍受 的 艰苦 生活 ,坚持 不 懈 地 进行 
解析 数论 的 科研 工作 ,无 论 是 在 "文革 " 消 动 中 遭受 残酷 批斗 与 打 
击 的 年 月 ,还 是 在 疾病 折磨 的 日 子 ,他 都 没有 放弃 自己 的 追求 。 他 
关于 可 德 巴赫 猜想 的 著名 成 果 ,就 是 在 "文革 "的 困难 年 代 搞 出 来 
的 。 多 年 的 营养 不 良和 艰苦 工作 ,严重 地 损害 了 他 的 健康 , 患 了 址 
金森 氏 综合 症 。 陈 景 润 发 表 论文 70 余 篇 ,专著 4 部 。 册 于 在 哥 德 
巴赫 猜想 等 问题 上 的 杰出 贡献 ,1982 年 , 获 国家 自然 科学 一 等 奖 ， 
1978 年 一 1979 年 ,应 美国 普林斯顿 高 级 研究 院 等 学 术 机 构 之 邀 ， 
到 美 .英法 等 国 讲学 。 

除了 哥 德 巴 替 问 题 上 的 成 就 外 ,陈景润 还 有 大 量 的 出 色 工 作 。 

1963 年 ,陈景润 得 到 球 ze + 如 + ws x 内 整 点 个 数 p(x) 的 个 
计 式 


ps) = Eri to de) 


这 个 结果 仍然 是 目前 最 好 的 。 
1965 年 , 陈 景 渔 对 于 歼 曼 函数 Xs) 的 估计 式 
c+ia) = Ol Cnlil?) 


中 的 a 与 有 ,给 出 “= 马 ,8= 0。(1988 年 , 险 斯 利 给 出 “= 站 ,有 = 
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20) 

1837 年 ,G.L. 狄 利克 雷 (Dirichleb) 证 明 : 

车 与 1 是 两 个 互 素 正 整数 , 则 算术 级 数 序 列 四 + (n= 1 
2,…) 中 必 有 无 穷 个 素数 。 

求 ln + 1 中 最 小 的 素数 p(k, 了), 这 是 又 一 个 数论 难题 。 

1944 年 , 林 尼 克 首 先 证 明 : 存 在 绝对 常数 C > 0, 使 得 

PC ED= O(8C) 

1965 年 ,陈景润 得 到 C < 777; 1989 年 ,陈景润 与 刘 健 民 合作 
得 到 C< 13.5;1991 年 , 王 炜 得 Cs<8，、。P。 表示 至 多 m 个 素 因子 的 
正 整 数 ( 亦 称 “ 殖 素数 ")。1975 年 ,陈景润 证 明 : 当 x 充分 大 时 , P， 
E(x 一 VYx,x]。1979 年 ,陈景润 又 进一步 得 出 : 当 x 充分 大 时 , P， 
Elx -xT , x] 

E(x) 表 示 哥 德 巴 替 例 外 数 , 即 不 能 表 成 二 奇 素数 之 和 的 个 
数 。 

1937 年 ,华罗庚 等 人 证 明 ; 对 任 给 的 4>0， 


% 
E(x)= o( i) 
由 此 推出 几乎 所 有 的 侦 数 皆 可 表 为 二 奇 素数 之 和 。 
1975 年 ,H.L. 蒙 哥 马 利 等 人 证 明 : 存 在 常数 8 > 0, 使 得 
E(z)= O(zl -人 
1979 年 ,陈景润 与 潘 承 洞 定 出 了 > 0.01。1990 年 ,陈景润 又 进 
一 步 得 >0.04 及 5>0.05; 
1966 年 ,陈景润 宣 布 他 证 明了 (1,2) ,但 儿 个 引 理 未 写 出 详尽 
证 明 , 当 时 (1,2) 未 得 到 国际 数学 界 的 承认 。 
1973 年 ,陈景润 发 表 了 (1,2) 的 详细 证 明 , 且 对 1966 年 的 成 果 
有 所 改善 ,立即 引起 国际 数学 界 的 过 动 ,被 公认 为 是 对 哥 德 巴赫 猜 
想 的 重大 贡献 ,国际 数学 界 称 陈景润 的 (1,2) 为 “ 陈 氏 定理"。 
关于 素数 的 难题 很 多 ,1976 年 ,美国 数学 家 阿波 斯 托 尔 在 4 解 
析 数 论 导 引 》 一 书 中 开 了 一 个 未 解决 的 有 关 素 数 问 题 的 12 难题 题 
谱 ; 
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(1) 是 否 存 在 大 于 2 的 偶数 , 它 不 是 两 素数 之 和 ? 

(2) 是 否 存在 大 于 2 的 偶数 , 它 不 是 两 素数 之 差 ? 

(3) 是 否 存在 无 穷 多 对 挛 生 素数 ? 

(4) 是 否 存在 无 穷 多 梅森 素数 ? 

(5) 是 否 存在 无 穷 多 梅森 数 是 复合 数 ? 

(6) 是 否 存在 无 穷 多 费 马 素数 ? 

(7) 是 否 存在 无 穷 多 费 马 数 是 复合 数 ? 

(8) 是 否 存在 无 穷 多 个 素数 形 如 x? + 让 ,其 中 x 是 整数 ? 

(9) 是 否 存在 无 穷 多 素数 形 如 经 + 大 .其 中 下 是 给 定 整数 ? 

{10) 对 每 一 整数 n ,能 否 在 x? 与 (= + 1 之 间 至 少 存在 一 个 
素数 ? 

《11) 对 每 一 整数 n > 1, 是 否 在 电 与 到 + nm 之 间 都 存在 素 
数 ? 

{12) 是 否 有 无 穷 个 素数 ,其 每 一 位 都 是 1? 

华 林 问 题 是 堆 刍 数论 中 十 分 有 趣 十 分 困难 的 问题 。 

3770 年 , 华 林 猜 测 : 任 一 自然 数 可 用 不 超过 4 个 平方 数 的 和 、 
不 超过 9 个 立方 数 的 和 或 不 超过 19 个 四 次 方 数 的 和 来 表示 :~- 般 
而 言 ,对 每 个 整数 >2, 尼 存在 一 个 仅 依 赖 于 大 的 整数 * = 5 有， 
使 每 一 个 非 旬 整数 n 均 可 表 成 个 非 焦 整 数 的 站 次 震 之 和 , 即 不 
定 方程 

= 外 十 验 + 于 

对 所 有 整数 n 二 0, 有 非 负 整 数 解 %,1<j<<s。 

此 即 华 林 问题 。 

1909 年 , 希 尔 伯 特 证 明了 :( 天 ) 的 存在 性 。 

对 于 ;( 问 的 最 小 值 g《#) ,1770 年 , 拉 格 半日 证 明 8(2) = 4。 

1909 年 , 威 弗 里 奇 证 明 g(3) =9。 

1770 年 , 华 林 猜测 有 公式 


g(t) =25+[(3)] -2 
1957 年 , 马 勒 尔 证 明 对 充分 大 的 华 条 公式 
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sl)=2+[(3)] -2 

成 立 。 

1964 年 ,斯 泰 姆 勒 尔 证 明 6<< <200000 时 , 华 林 公式 成 立 。 

1964 年 ,中 国 陈景润 证 明 g (5》= 37。 

1985 年 , 巴 拉 了 萨 布 雷 尼 安 证 明 g(4) = 19。 

设 G(A) 表 示 使 方程 

捕 十 镶 ++ + 二 

对 于 充分 大 的 n 有 非 负 整数 解 的 (8) 的 最 小 值 。 

1939 年 , 达 文 波 特 证 明 6(4) = 16。 

1947 年 , 林 尼 克 证 明 C(3) =7。 

1959 年 , 维 诺 格拉 多 夫 证 明 : 当 上 > 170000 时 ， 

COE) < EC2Ink + 4lnlnk + 2lninlnk +13) 
卡拉 楚 巴 进一步 改进 成 
G(E) <2klogk + 2loglogk + 12ko 
我 国 数学 家 华罗庚 对 华 林 问 题 有 卓越 贡献 。 
1938 年 ,华罗庚 得 出 不 等 式 
GF) S21+1 

华罗庚 是 20 世纪 最 富 传 奇 性 的 数学 家 之 一 ,他 在 数论 ,代数 、 
几何 与 复 分 析 方面 为 20 世纪 的 数学 做 出 了 光 辉 的 贡献 。 

华罗庚 1910 年 生 于 江苏 金 坛 县 ,其 父 经 营 一 个 家 庭 式 小 杂货 
店 , 他 初中 毕业 后 因 家 贫 不 能 人 高 中 继续 上 学 ,后 考 人 上 海中 华 职 
业 学 校 商科 , 因 无 力 交纳 学 杂费 而 弃 学 , 回 家 帮助 其 父 经 营 小 商 
店 ,并 开始 自学 数学 。1928 年 染 上 伤寒 , 左 腿 留 下 残疾 。 

1930 年 ,华罗庚 第 二 篇 论文 《 苏 家 驹 之 代数 五 次 方程 式 解 法 
不 能 成 立 的 理由 》 在 上 海 《科学 》 杂 志 上 发 表 ( 第 一 篇 数学 论文 于 
1929 年 在 《科学 ?杂志 发 表 ), 引 起 清华 大 学 数学 系 主任 能 庆 来 的 
注意 ,当时 能 不 知 这 位 华罗庚 是 何人 , 熊 庆 来 从 系 里 一 位 金 坛 籍 的 
教师 那里 了 解 到 华罗庚 只 是 个 初中 毕业 生 , 十 分 受 感动 并 邀请 华 
罗 庚 到 清华 大 学 工作 ,华罗庚 于 1931 年 到 清华 大 学 任 数学 系 助 
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1976 年 ,江青 一 伙 灭 亡 ,华罗庚 的 学 术 活动 更 加 活跃 。 完 成 
的 专著 有 《从 单位 圆 谈 起 》(1977);《 数 论 在 近似 分 析 中 的 应 用 》 
《1978 ,与 王 元 合作 ) 放 华罗庚 论文 选集 》 册 H. 哈 中 斯 坦 (Halber- 
stam) 主 总 ,于 1983 年 由 施 普 林 格 出 版 社 出 版 。1978 年 华罗庚 被 


me Jpnere 年 本 出 到 辽 狐 举 拭 上 二 篇 峡 - 


r= 
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332880 x (2 ~ 1)2+ 上 1,455892 x (229 - 1)2+ 1 
260497545 x 25%% + 1。 

(1) 如 何 证 明 或 反 驱 挛 生 素 教 猜想 ? 

(2) 如 何 给 出 更 多 更 大 的 挛 生 素数 对 ? 

这 是 两 个 极 难 的 数论 问题 。 


5 代 数 


在 巴比伦 的 泥 板 中 已 有 二 次 方程 的 记录 ,公元 前 18 世纪 巴 比 
伦 人 就 讨论 过 二 次 方程 。 
古 希 腊 的 阿 基 米 德 研究 过 一 元 三 次 方程 
#3+ a= ox 
的 解法 。 
公元 3 世纪 中 国 数学 家 赵 爽 给 出 了 一 元 二 次 方程 - x?+ jx = 
4 一 个 杰 的 公式 


xz = 二 (-V 有- 权 ) 
9 世纪 ,阿拉 信 数 学 家 花 拉 子 米 建立 了 一 元 二 次 方程 的 求 根 


公式 。 

花 拉 子 米 (783 一 850) 生 于 波斯 北部 花 拉 子 模 , 卒 于 巴格达 。 
813 年 在 巴格达 领导 “智慧 馆 ” 的 工作 ,数学 上 花 拉 子 米 有 两 部 名 
著 传 世 ,820 年 出 版 的 《代数 学 》( 直 详 为 《还原 与 对 消 的 科学 》) 和 
《印度 的 计算 术 》。 在 《代数 学 》 中 ,首次 给 出 一 元 二 次 方程 的 求 根 
公式 , 且 给 出 几何 的 证 明 , 强 调 判 别 式 非 负 才 有 实 根 。 该 书 在 欧洲 
作为 教科 书 使 用 了 几 个 世纪 ,对 欧洲 数学 的 发 展 起 了 巨大 的 作用 。 
在 《印度 的 计算 术 》 一 书 中 ,介绍 了 十 进 制 记 数 法 和 四 则 运算 技术 ， 
现在 所 称 的 阿拉 伯 数 字 0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9 源 于 印度 ,经 花 拉 
子 米 等 人 介绍 到 欧洲 ,欧洲 人 误 称 为 阿拉 伯 数 字 ( 因 花 拉 子 米 等 是 
阿拉 伯 人 )。 

到 15 世纪 人 们 还 误 认为 求 三 次 与 四 次 方程 的 根 如 同化 圆 为 
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方 一 样 地 难 解 。 


1515 年 ,意大利 数学 教授 费 罗 (S. Feno,1465 一 1526) 发 现 三 次 
证 程 避 + az = 4(m p> 们 的 代 痢 钙 法 。 当 时 音 大 利 病 尝 民有 一 


种 不 良 习气 ,不 公开 自己 的 科研 成 果 。 费 罗 把 自己 的 结 凡 秘密 地 
传 给 他 的 学 生 费 奥 (A.M.Fier)。 

1535 年 , 意 太 利 另 一 数学 家 塔 塔 利 亚 (Niccolo Fontana, 1499 一 
1551) , Fontana 的 绰号 叫做 “ 塔 塔 利 亚 "《Tartaglia, 口吃 }, 塔 塔 利 亚 
也 宣称 得 到 了 方程 x? + mx = = 的 解法 。 费 罗 对 塔 塔 利 亚 的 宣称 
信和 不 过 而 提出 挑战 。 各 自给 对 方 出 30 道 三 次 方程 的 计算 题 ,比赛 
在 米兰 大 教堂 公开 进行 。 结 果 塔 诺 利 亚 迅 速 求 得 费 奥 提 交 的 30 
道 形 如 


+ mn rtm= nm,n>0) 
方程 的 根 ,而 费 奥 只 能 解 形 如 x? + mx = n 的 方程 , 塔 塔 利 亚 获胜 。 
但 塔 塔 利 亚 对 于 求解 公式 仍然 守 口 如 瓶 。 在 米兰 行医 和 教书 的 学 
者 卡尔 丹 {G. Cardano,1501 一 1576) 向 塔 塔 利 亚 再 三 求教 ,发 暂 对 其 
解法 绝对 保密 ,于 是 塔 塔 利 亚 把 三 次 方程 的 解法 告诉 了 卡尔 丹 。 
不 久 ,卡尔 丹 不 顾 自己 向 塔 塔 利 亚 的 承诺 ,在 他 1545 年 出 版 的 著 
作 《 数 学 大 上 典 》 中 公布 了 塔 塔 利 亚 的 解法 : 
aspr= gp,9 >0) 
的 解 为 * = ae- 其 中 


EN 站 


{5.5) 


后 人 称 式 (5.5) 为 卡尔 丹 公 式 。 
考虑 但 等 式 
(a- b+3ab(la-b)=a -bs 
令 3a65 =p,a!- 妈 =g, 则 可 解 得 式 (5.5)。 
后 来 卡尔 丹 又 得 出 
X= p+ q(t(p1q >0) 


264 


ET EN 


{5.6) 
有 二 次 项 的 三 次 方程 ,可 以 化 成 上 述 卡 尔 丹 能 解 的 形式 。 
1540 年 ,意大利 数学 家 达 科 伊 (T. da Coi) 向 卡尔 丹 提出 求 四 
次 方程 根 的 问题 .由 卡尔 丹 的 学 生 费 拉 时 (1L. Ferari, 1522 一 1565) 
解决 ,其 求 根 公 式 也 被 卡尔 丹 写 人 《数学 大 典 }》 一 书 。 对 于 一 般 的 
四 次 方程 


rt +b tor+drt+e=0 
化 成 不 含 ( 令 * =y+a) 三 次 项 的 方程 
只 + 元 +r=0 


对 于 变量 > 有 
(y+p+z) = 
(p+2z)y 7 - gy + (p* -r+2pz + 72) (5.7) 
右 端 是 对 于 y 的 二 次 三 项 式 , 令 * 满足 
@2-4(p+2z)(p2-r+2pz+22)=0 (5.8) 


则 右 淆 可 配 成 完全 平方 , 式 (5.8) 是 关于 。 的 三 次 方程 ,卡尔 丹 已 
有 公式 求 取 式 (5.8) 的 根 =, 用 此 * 的 值 代入 式 (5.7) ,再 两 边 开 方 ， 
得 关于 了 的 两 个 二 次 方程 ,再 求 )。 
卡尔 丹 在 (数学 大 典 ) 一 书 中 已 注 明 三 次 方程 的 解法 公式 是 塔 
塔 利 亚 给 出 的 ; 塔 塔 利 亚 并 未 给 出 其 公式 的 证 明 证明 是 卡尔 丹 在 
《数学 大 典 》 一 书 中 给 出 的 。 卡 尔 岂 对 于 公式 中 { 卫 ) - (号 ) <0 
的 情形 有 所 注意 ,他 已 经 觉察 到 复 根 问题 和 复 根 委 成 对 出 现 。 
卡尔 丹 还 提出 三 次 方程 有 3 个 根 ,四 次 方程 有 4 个 根 的 结论 ， 
可 情 他 未 给 出 证 明 。 
卡尔 凡是 数学 史上 的 悍 杰 之 一 ,他 兼 无 可 与 学 者 的 气质 于 
身 , 多 才 多 艺 , 才 华 过 人 ,他 的 人 生 历程 光怪陆离 

18 世纪 数学 中 家 可 委 克 拉 (].E. Montuela) 对 卡尔 丹 的 评价 
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是 : “天赋 聪慧 , 既 有 才华 闪烁 的 想象 力 , 又 能 刻苦 治学 ;既是 雄辩 
家 ,又 是 一 位 多 才 多 艺 的 学 者 ;既是 几何 学 家 ,又 是 代数 学 家 :既是 
天 文学 家 ,又 是 星象 家 ;既是 医学 家 , 又 是 外 科 圣 手 ;既是 诺言 学 
家 ,又 是 博学 家 。” 

卡尔 丹 生 于 意大利 的 帕 维 亚 市 ,他 的 生平 之 中 , 誉 毁 兼备 。 卡 
尔 丹 在 自传 《我 的 生平 ) 中 说 ,他 是 米兰 一 位 律师 的 私生子 ,母亲 是 


， ha sy 时 旺 贞 三 拉 上 上 让 王后 新年 十 全 非 直 
六 一 
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到 一 般 情 形 且 给 出 了 公式 的 证 明 的 功劳 。 其 实 卡尔 丹 并 非 肌 窃 ， 
他 在 书 中 明确 宣称 该 公式 是 塔 塔 利 亚 告诉 他 的 。 

卡尔 丹 在 《数学 大 典 } 中 说 :我 的 朋友 卉 塔 利 亚 享 有 如 此 优异 
的 .绝妙 的 .超人 的 聪明 和 人 类 精神 的 全 部 才能 的 这 样 一 种 发 现 的 
荣誉 。 这 一 发 现实 在 是 天 赋 , 这 样 卓越 的 公式 是 他 天 赋 的 智慧 之 
力量 ,对 他 来 说 ,真是 任何 目标 都 不 能 认为 是 不 可 能 达到 的 。 

尽管 卡尔 丹 公 开 了 三 次 方程 求 根 公式 的 发 明 权 归 塔 塔 利 亚 ， 
但 塔 塔 利 亚 对 卡尔 丹 的 失信 仍 耿耿 于 怀 , 公 开 了 当时 卡尔 好 的 其 
骗 经 过 :卡尔 朵 以 某 某 贵 族 的 署名 给 塔 塔 利 亚 写 了 信 , 约 塔 塔 利 亚 
在 米兰 教堂 会 面 , 塔 塔 利 亚 按时 赴约 ,结果 等 候 他 的 却 是 卡尔 丹 。 
卡尔 丹 巧 言辞 令 , 骗 得 日 吃 舌 繁 的 塔 塔 利 亚 的 信任 , 便 把 三 次 方程 
的 求 根 公式 用 星 梁 的 一 种 口 雇 告 诉 了 卡尔 丹 。 

卡尔 丹 的 女 嫣 ,数学 家 费 拉 里 给 塔 塔 利 亚 写 信 说 卡尔 丹 已 经 
在 著作 中 公开 了 三 次 方程 求 根 公式 的 发 明 权 属于 塔 塔 利 亚 。 坪 堪 
利 亚 公开 那 段 不 愉快 的 往事 是 恩 将 仇 报 , 约 塔 堪 利 亚 于 1548 年 8 
月 10 日 在 米兰 大 教堂 半数 学 擂台 。 据 说 当日 许多 名 流 学 者 赴 会 ， 
盛况 空前 , 费 拉 里 有 一 题 难 倒 了 塔 塔 利 亚 。 

到 了 9 世纪 , 解 n 次 代数 方程 

aor + aor lt + onlr+ Ge =0 
仍 是 代数 研究 中 的 中 心 课题 。 

1591 年 ,法 国 数学 家 韦 达 (Francis Vieta, 1540 一 1603) 发 表 了 
《分 析 术 人 门 》 创设 大 量 现代 代数 符号 ,被 西方 数学 史 称 为 "代数 
学 之 父 ”。 

1615 年 , 韦 达 生前 的 著作 《 论 方程 的 整理 与 收 正 》 出 版 ,该 书 
中 给 出 著名 的 韦 达 定理 : 

对 于 一 元 n 次 方程 的 n 个 根 41,x2，… ,xa, 威 立 下 列 公 式 ，: 


el 01 5 m5 03 
Ki DNA = sy KAR = 
2 " a0 FY on aa 


。 加 
让 sm = (-D" 圭 
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同一 时 期 牛顿 与 卡尔 丹 也 得 出 过 这 些 结果 ,但 韦 达 并 来 给 出 
严格 证 明 , 韦 达 定理 的 证 明 是 在 1799 年 高 斯 得 出 代数 基本 定理 之 
后 给 出 的 。 

万 达 1560 年 毕业 于 普 瓦 捷 大 学 法 律 系 , 任 巴 黎 法 院 审查 官 和 
皇室 律师 ,业余 自修 数学 ,成 为 数学 史上 杰出 的 数学 家 。 在 西班牙 
与 法 国 的 战争 中 ,他 用 数学 方法 破译 了 西班牙 的 密码 ,西班牙 宗教 
裁判 所 以 韦 达 背叛 上 益 罪 判 处 韦 达 焚 死 之 极 型 。1603 年 , 韦 达 在 
巴黎 去 世 。 韦 达 是 文艺 复兴 运动 的 积极 分 子 ,人 本 主义 者, 反对 宗 
教 教义 和 经 院 哲 学 。 

韦 达 还 给 出 数学 史上 第 一 个 非 几 何 地 求 x 的 解析 式 : 


2 


人 


由 此 算出 rE (3.1415926535 ,3. 1415926536) - 

代数 基本 定理 是 代数 学 的 中 心 定理 。 

1629 年 ,荷兰 数学 家 吉 拉 尔 在 《代数 新 发 现 ) 一 书 中 推测 n 次 
代数 方程 有 = 个 根 , 但 他 未 给 出 证 明 。 

1742 年 , 欧 拉 在 与 朋友 的 通信 中 断 言 ,m 次 实 系数 多 项 式 可 以 
在 实数 范围 内 分 解 成 一 次 因 式 与 二 次 因 式 之 积 , 且 给 出 了 证 明 。 

高 斯 于 1799 年 、1814 年 一 1815 年.1816 年 .1848 年 一 1850 年 
分 别 给 出 代数 基本 定理 4 个 证 明 。 

1 世纪 之 后 ,人 们 开始 寻找 五 次 方程 的 求 根 方法 。1824 年 ， 
挪威 数学 家 阿 贝尔 发 表 著 名 论文 《高 于 四 次 的 一 般 方程 的 代数 求 
解 不 可 能 性 的 证 明 》, 首 次 证 明 五 次 方程 不 可 能 用 根 式 求解 。 

在 阿 贝尔 之 前 ,1770 年 拉 格 朗 日 发 表 论 文 《 关 于 代数 方程 解 
的 思考 》, 讨 论 与 总 结 数学 史上 二 次 ,三 次 和 四 次 方程 的 解法 , 拉 格 
朗 日 发 现 次 数 低 于 五 次 的 方程 的 解法 不 能 推广 到 五 次 或 高 于 五 次 
的 一 般 代数 方程 。 他 试图 证 明 这 件 事 , 写 了 长 达 200 多 页 的 证 明 
文章 .但 试 证 未 获 成 功 , 拉 格 朗 日 感叹 这 个 问题 "好 像 是 在 向 人 类 
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的 智慧 挑战 ”。 
阿 贝 尔 (aAbel Niels Hanrik, 1802 一 1829) , 生 于 挪威 的 一 个 小 
岛 ,是 数学 史上 罕见 的 才子 , 可惜 事业 坎坷 ! 1824 年 ,他 把 五 次 方 
程 不 可 解 性 的 论文 寄 给 高 斯 ,未 得 到 高 斯 的 重视 。 他 在 柏林 著名 
杂志 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》 上 发 表 了 22 篇 重要 论文 ,其 中 包括 代 
数 方程 .无 穷 级 数 和 栖 加 函数 等 方面 的 创造 性 内 容 。 数 学 家 厄 米 
特 (C.Hemmite) 对 他 的 工作 评价 说 :“ 他 的 丰富 思想 可 以 使 数学 家 
忙碌 500 年 。” 

阿 贝尔 还 研究 了 - -类 可 用 根 式 来 求解 的 方程 :一 个 n 次 方程 
的 根 为 zi ,01(%1) ,bz pt(xbD) 时 ,其 中 0() 是 有 理 函 数 ， 
则 此 方程 可 以 用 根 式 求解 。 这 种 方程 后 人 称 之 为 阿 贝 尔 方程 。 
阿 贝尔 是 顶 玛 函数 的 创始 人 之 一 。1826 年 者 他 去 法 国 , 把 
《关于 很 广 一 类 超越 函数 的 一 个 一 般 性 质 》 的 一 篇 关于 椭圆 函数 的 
创造 性 论文 交 给 法 国 科 学 院 , 先 贝 柯 西 主 审 , 因 忙于 自己 的 一 项 研 
究 , 柯 西 把 阿 贝尔 的 文章 搁置 起 来 。 另 一 位 审 稿 人 勤 让 德 竞 把 这 
篇 论文 忘记 放 到 何 处 去 了 ! 阿 贝尔 在 法 国 和 德国 找 不 到 工作 
1827 年 返回 奥斯陆 ,由 于 事业 不 顺 . 奔 波 劳 累 而 病魔 继 身 。 在 家 
乡 他 也 没有 找到 工作 ,1829 年 4 月 6 日 , 阿 贝尔 寂寞 地 离开 了 人 
世 , 亡 年 仅 26 岁 ,未 婚 。 去 世 3 天 之 后 , 阿 贝尔 的 朋友 克 雷 尔 寄 给 
阿 贝 你 一 封 信 , 内 附 柏林 大 学 的 聘书 : 


尊敬 的 阿 贝尔 先生 : 
本 校 再 请 您 为 数学 教授 , 望 万 妇 推 逢 为 圭 。 
柏林 大 学 


酉 圆 函 数 的 创始 人 之 一 雅 可 比 读 到 阿 贝尔 关于 椭圆 函 数 的 论 
文 之 后 感慨 地 说 ; "这 是 我 望尘莫及 的 。 雅 可 比 向 勒 让 德 提出 搞 
议 ,责备 勒 让 德 为 什么 扣压 阿 贝尔 的 关于 椭 加 函数 的 文章 , 勒 让 德 
找 出 阿 贝尔 的 文章 细 读 后 给 雅 可 比 回信 说 :“ 我 很 满意 地 看 到 两 个 
年 轻 数学 家 如 此 成 功 地 开辟 了 分 析 的 一 个 分 支 .之 后 勒 让 德 著 文 
介绍 阿 贝 尔 和 雅 可 比 的 工作 成 就 。 
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1830 年 ,法国 科学 院 把 大 奖 同时 授予 阿 员 尔 和 雅 可 比 。1841 
年 , 阿 贝尔 在 15 年 前 交 给 法 国 科学 院 的 那 牧 论 文 《关于 很 广 一 类 
超越 函数 的 一 个 一 般 性 质 》 出 版 。 

阿 贝尔 的 工作 指出 高 于 四 次 的 代数 方程 根 式 解 一 般 而 言 是 不 
存在 的 ,但 一 些 特 殊 的 高 次 方程 可 以 有 根 式 解 ,例如 阿 贝尔 方程 。 
法 国 年 青 数 学 家 仙 罗 瓦 (E. Galois, 1811 一 1832) 考 虑 了 这 样 的 问 
题 :什么 样 的 方程 可 用 根 式 来 解 ” 1829 年 一 1831 秆 ,人 徊 罗 瓦 完成 
了 几 篇 代数 学 史上 划时代 的 论文 ,给 出 高 次 方程 可 用 根 式 求解 的 
充分 必要 条 件 。 在 这 些 工 作 中 ,尤其 重要 的 是 给 出 了 “ 群 "的 概念 ， 
使 代数 学 得 到 新 生 ,从 此 代数 在 对 象 .内容 和 方法 上 都 发 生 了 深刻 
的 变革 ,为 20 世纪 代数 结构 观念 的 产生 英 定 了 基础 ,而 且 群 论 已 
成 为 晶体 结构 ,基本 粒子 与 量子 力学 等 现代 物理 的 重要 研究 工具 。 

伽 罗 瓦 生 于 法 国 巴 黎 远 郊 的 布 拉 林 ,父亲 忠厚 . 聘 敏 ,富有 自 
由 主义 思想 , 曾 任 布 拉 林 市 长 。 

1829 年 ,法国 科学 院 讨论 伽 罗 瓦 的 论文 ,决定 由 柯 西 主 审 , 柯 
西 要 求 其 罗 瓦 写 一 个 详细 的 第 二 稿 , 伽 罗 瓦 按 要 求 写 了 。1830 
年 ,第 二 稿 由 傅 里 叶 主 审 ,不 久 傅 里 叶 去 世 , 论 文 下 落 不 明 。 伯 罗 
碾 向 科学 院 追问 ,科学院 要 求 惧 罗 瓦 重 写 , 甚 重 写 后 自 泊 松 审 稿 ， 
泊 松 没有 看 懂 就 把 伽 罗 瓦 的 文章 否定 了 。 
1829 年 , 佑 罗 瓦 因 参 加 反 政 府 的 游行 而 被 他 就 读 的 高 等 师范 
学 校 开 除 。1831 年 5 月 ,在 一 次 宴会 上 , 他 一 手 举 刀 一 手 举 本 为 
新 上 任 即 行 暴政 的 路 易 , 腓 立 普 国王 “干杯 ”, 第 二 天 以 炸 动 谋杀 国 
王 罪 被 捕 和 人 狱 ,后 因 证 据 不 足 和 共和 党 人 的 辩护 而 获释 。1831 年 
7 月 坟 日 , 伽 罗 瓦 率 众 上 街 游行 ,再 次 被 捕 ,判刑 9 个 月 ,关押 在 圣 
修 拉 吉 监 狱 。 在 狱 中 ,他 继续 研究 群 伦 ,摘出 了 正规 子 群 . 群 同 构 、 
单 属 与 合成 群 等 新 成 果 , 还 研究 和 推广 了 阿 贝 尔 的 椭 贺 积分 ,并 把 
这 些 成 果 写 成 论文 。 

1832 年 3 月 , 愧 罗 巨 染 上 霍乱 , 送 医院 监护 就 医 ,与 院 长 的 女 
儿 相 恋 .1832 年 4 月 29 日 获释 。 可 慨 此 女 对 伤 情 有 不 忠 , 佑 罗 瓦 
与 第 三 者 决斗 ,腹部 中 弹 身亡 ,世俗 无 情 地 葬送 了 21 岁 的 天 才 数 
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学 家 , 实 为 数学 界 的 巨大 损失 。 

合 罗 瓦 在 决斗 前 的 遗嘱 中 写 道 : 我 在 分 析 方 面 做 出 的 -- 些 新 
发 现 . 有 些 是 关于 代数 方程 论 的 ,有 些 是 关于 整 函 数 的 ,可 以 公开 
请 求 雅 可 比 或 高 斯 ,不 是 对 于 这 些 定理 的 正确 性 而 是 对 于 它 的 重 
要 性 发 表意 见 , 以 后 我 希望 有 些 人 将 会 发 现 , 把 这 些 东西 注解 出 来 
是 有 益 的 。 

他 的 朋友 把 伽 罗 瓦 的 遗 稿 发 表 在 《百科 评论 》 上 。1843 年 , 刘 
维尔 整理 伽 罗 瓦 的 遗 作 。1848 年 , 刘 维 尔 写 了 序言 在 《纯粹 与 应 
用 数学 杂志 》 上 发 表 了 伽 罗 瓦 的 《 论 方程 的 根 式 可 解 性 条 件 》 这 一 
里 程 碑 式 的 论文 ,论文 中 给 出 伽 罗 瓦 群 等 重要 概念 。 

1852 年 ,意大利 数学 家 贝蒂 (了 . Beti ) 全 面 介绍 伽 罗 瓦 关于 代 
数 方程 不 可 解 理论 。1870 年 ,法 国 数学 家 若 当 (M.E.C.Jordan) 根 
据 伯 罗 瓦 的 思想 写 出 名 著 《 沦 置换 与 代数 方程 ,系统 论述 怕 岁 瓦 
理论 。 

1858 年 戴 德 金 和 1870 年 克 罗 内 克 分 别 独 立地 给 出 有 限 群 与 
有 限 交换 群 的 定义 。1878 年 凯 莱 发 表 了 有 限 抽象 群 的 研究 成 果 ， 
这 是 继 阿 贝尔 群 和 伽 罗 瑟 群 之 后 的 第 二 批 对 群 论 的 开 人 刨 性 研究 。 

1872 年 左右 ,C.F. 克 菜 因 和 庞 加 莱 开 始 研 究 无 限 娠 。1870 年 
左右 挪威 数学 家 李 (Sophus Lie,1842 一 1899) 开 始 研 究 连续 变换 群 . 
1874 年 李 建 立 连续 群 的 一 般 理论 ,并 在 此 基础 上 建立 了 李 代 数 ， 
这 些 成 果 是 群 论 历 史上 的 第 三 批 开 创 性 工作 。 

从 取 世 纪 80 年 代 到 20 世纪 初 ,许多 数学 家 对 群 论 建 立 公理 
系统 ,其 中 美国 的 亨廷顿 穆 尔 和 迪克 森 等 人 给 出 的 群 的 公理 系统 
党 用 至 今 。 

1854 年 ,英国 数学 家 翩 荣 证 明 , 任何 有 限 群 可 以 用 一 个 置换 
群 来 表示 ,开创 了 群 表示 论 的 工作 。1878 年 , 若 当 给 出 置换 群 的 
线性 组 合 表示 法 。 到 20 世纪 初 , 弗 罗 贝 尼 乌 斯 和 伯 恩 赛 德 把 这 一 
线性 表示 法 推广 到 有 限 抽象 群 。1905 年 , 伯 恩 赛 德 得 到 群 表示 论 
的 进一步 的 成 果 , 群 表示 论 成 了 群 论 的 重要 分 支 和 得 力 工具 。 

1916 年 ,苏联 数学 家 施 密 特 出 版 名 著 《 抽 象 群 论 》 ,是 无 限 群 
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论 的 代表 性 著作 。 

19 世 纪 末 , 戴 德 金 在 研究 代数 数 时 引入 了 环 的 概念 。 环 的 系 
统 理论 由 德国 女 数 学 家 E. 诺 特 于 1926 年 基本 确立 ,她 的 工作 是 
抽象 代数 形成 的 标志 , 且 由 此 形成 交换 代数 的 新 分 支 ,交换 代数 主 
要 研究 交换 环 ,参加 交换 代数 创建 工作 的 还 有 希 尔 伯 特 、 克 和 鲁 尔 、 
格 罗 唐 迪克 和 德 利 涅 等 人 。 

域 论 是 19 世纪 出 现 的 新 理论 , 始 于 阿 忠 尔 和 人 徊 罗 瓦 的 关于 高 
次 方程 可 解 性 的 研究 。 戴 德 金 和 克 罗 内 克 在 关于 代数 数 的 研究 当 
中 引信 域 的 定义 ,可 交换 的 除 环 为 域 。19 世纪 已 提出 有 理 数 域 、 
实数 域 ,复数 域 .代数 数 域 和 有 理 函 数 域 的 理论 。1893 年 ,德国 数 
学 家 韦伯 对 域 进行 了 抽象 研究 ,德国 数学 家 施 泰 尼 区 在 韦伯 工作 
的 基础 上 于 1910 年 发 表 了 《 域 的 代数 理论 ) 的 综合 性 论文 。 

线性 代数 的 历史 很 久远 。 线 性 方程 组 在 中 国 的 《 九 章 算术 》 中 
频频 出 现 ,西方 则 是 17 世纪 由 莱 布 尼 兹 开始 系统 研究 的 ,18 世纪 
上 六 叶 马 克 劳 林 和 克 莱 姆 得 到 了 现 称 克 莱 姆 法 则 的 线性 方程 组 的 
解法 。18 世纪 多 年 代 , 法 国 数学 家 贝 祖 证 明了 n 元 齐 次 线性 方 
程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 系数 行列 式 为 零 。 

行列 式 是 莱 布 尼 效 首先 提出 的 一 个 重要 的 数学 概念 。 对 行列 
式 的 理论 进行 系统 研究 的 第 -- 人 是 范 德 蒙 (Vandennonde)。1772 
年 ,他 给 出 计算 行列 式 的 余子 式 方法 ,同年 , 拉 普 拉 斯 推广 了 范 德 
蒙 的 方法 ,形成 现今 的 用 代数 余子 式 计算 行列 式 的 法 则 。 "行列 
式 " 一 词 最 早出 现在 柯 西 的 著作 中 ,用 两 条 竖 线 夹 着 一 个 数字 方 阵 
来 表示 行列 式 是 1841 年 凯 莱 首次 使 用 。 

柯 西 对 行列 式 进行 了 系统 的 研究 ,1815 年 他 建立 了 行列 式 的 
乘法 定理 和 行列 式 的 性 质 , 与 凯 莱 一 起 发 展 了 行列 式 的 理论 。 

德国 数学 家 雅 可 比 ( Jacnbi, 1804 一 1851) 首 先 研究 了 函数 行列 
式 理论 , 且 给 出 函数 行列 式 的 导数 公式 ,把 函数 行列 式 用 于 重 积 分 
的 变量 代 换 之 中 。 行 列 式 已 成 为 现代 数学 不 可 或 缺 的 得 力 工 具 。 

矩阵 是 数学 史上 极 重要 的 创造 ，1801 年 ,高 斯 首先 写 出 现代 
矩阵 的 表示 法 ;1841 年 一 1852 年 , 艾 森 斯 坦 进 一 步 研 究 了 年 阵 的 
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理论 -“ 抢 阵 "一 词 是 1850 年 西 尔 维 斯 特首 先 使 用 的 。 

1855 年 以 后 , 凯 莱 发 表 了 一 系列 关于 和 矩阵 的 研究 成 果 , 引 入 
了 一 些 有 关 的 定义 ,例如 矩阵 相等 . 零 矩阵 .单位 矩阵 ,矩阵 的 和 与 
积 . 道 矩 阵 . 转 置 矩 阵 ,对 称 托 阵 等 , 且 用 行列 式 定义 了 和 矩阵 的 特征 
方程 与 特征 根 。1838 年 , 凯 莱 得 到 一 个 漂亮 的 定理 :任何 方 阵 都 
满足 它 的 特征 方程 ， 由 于 凯 药 的 出 色 工 作 ,- - 般 认为 凯 莱 是 矩阵 
理论 的 创始 人 。 

1879 年 ,德国 数学 家 弗 罗 贝 尼 乌 斯 (Frmobenius) 引 人 抢 竹 秩 的 
概念 ,英国 数学 家 史密斯 (H.J.S.Smith,1826 一 1883) 引 人 增 广 和 矩阵 
的 概念 ,证 明了 n 个 未 知 数 m 个 方程 的 方程 组 相 容 的 充分 必要 条 
件 是 其 增 广 算 阵 与 非 增 广 矩 阵 的 秩 相等 。 


第 六 章 ” 范 数论 、. 变 分 法 与 泛 函 分 析 


垩 数论 ,这 一 最 丰饶 的 数学 分 支 , 乃 数学 的 享受 ,被 
欢呼 为 抽象 科学 中 最 和 谐 的 理论 之 一 。 


1 复 变 函数 论 


1545 年 ,卡尔 丹 在 《数学 大 典 》 中 引用 塔 诺 利 亚 的 三 次 方程 求 
YY 需要 计算 


e390- ,0 -3 V( (对 


他 已 经 如 到 了 ({ 挟 ) se 的 麻烦 ,他 在 求 x(10 - x) = 40 的 根 
时 ,得 出 x =5+V 一 15, 卡 尔 丹 说 ;“ 对 这 种 量 进行 运算 时 ,一 方面 
觉得 结果 令 人 满足 ,不 管 有 多 大 的 良心 责备 ,我 也 会 说 {5 + 
V15)(5-V -15)= 40 这 个 等 式 成 立 ,算术 就 是 这 样 神 妙 。 但 
卡尔 丹 又 觉得 有 点 “ 矫 揉 造作 ”, 甚 至 他 "感到 道德 上 的 折磨 "。 卡 
尔 丹 是 敢于 对 负数 开平 方 这 种 数 进行 运算 的 第 一 人 ,卡尔 丹 把 这 
种 量 称 为 "诡辩 量 ”。 

1637 年 , 稍 卡 儿 在 《几何 学 ?中 提出 “虚数 "这 一 名 词 与 实数 相 
对 。 

1751 年 , 欧 拉 对 复数 x+ iy 取 了 对 数 : 

In(x + iy) = lnpoei? = Inpg + {gt2nan),n = 12 {6.1) 

其 中 p=v + 产 ,9 是 点 (x,yY) 的 向 径 与 x 轴 夹 角 。 
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此 前 , 欧 技 已 给 出 被 克 莱 因 称 之 为 数学 中 最 卓越 的 公式 
=eosgt+ising， er+1=0 

1797 年 ,挪威 自学 出 身 的 测量 员 韦 塞 尔 (C. Wessel, 1745 一 
1818) 写 了 一 篇 名 为 《关于 方向 的 分 析 表 示 : 一 个 尝试 ) 的 论文 , 刊 
载 于 丹麦 皇家 科学 院 1799 年 的 论文 集中 ,对 复数 a+ bv 二 做 了 
几何 解释 。 在 韦 瞻 尔 的 论文 中 ,除了 + 轴 及 其 实 单位 1 之 外 ,他 引 
人 人 了“ 虚 轴 "的 概念 , 虚 轴 以 A 二 1 做 单位 ,从 原点 0 到 平面 上 一 点 
P 的 向 量 0P 用 复数 e+ bv -1 表示 ,其 中 (a,6) 是 了 的 笛 卡 才 伏 
标 。 同时 他 定义 了 今日 我 们 学 习 的 向 量 a+ bv -1i 与 
c+ dV -1 的 四 则 运算 。1897 年 , 韦 塞 尔 的 论文 译 成 法 文 ,引起 数 
学界 的 重视 和 接受 。 

1801 年 ,高 斯 用 i 表示 Vv -1, 把 复数 a+ 5V -1 写成 a+ib， 
且 干 脆 把 e+ 所 与 Ca,5) 视 为 一 件 事 。 

虚数 与 复数 的 出 现 ,犹如 古 希 腊 人 引入 无 理 数 一 样 , 激 起 了 
数学 界 的 一 场 混乱 与 纷争 ,虽然 时 间 不 长 就 平息 了 这 场 风波 , 没 
有 形成 如 第 一 次 数学 危机 那 般 巨 大 的 冲突 ,但 也 颇 耐 人 寻味 。 
事实 上 ,当时 入 们 只 觉得 数 无 非 是 实数 。 另 外 , 人 们 的 思维 定 势 
(其 实 是 一 种 “思维 疾病 ”) 是 “不 可 理解 的 东西 就 是 不 存在 的 事 
牺 , 是 假 的 "。 只 有 像 卡尔 丹 和 莱 布 尼 兹 等 那 种 极 富 革命 性 的 数 
学 家 才 敢 于 把 虽 不 能 理解 但 确实 需要 的 、 能 起 作用 的 东西 引 人 
运算 中 去 。 

1747 年 ,网 拉 曾 致 函 对 负数 到 对 数 抱 否 定 态度 的 达 朗 贝尔 ， 
前 明 负 数 对 数 的 含义 , 达 朗 册 尔 仍 不 以 为 然 , 达 朗 贝 尔 专门 写 了 一 
篇 《负数 的 对 数 》. 和 否定 这 种 数 的 存在 。 于 是 欧 拉 在 1751 年 对 复数 
的 对 数 给 出 了 公式 (6.1) 加 以 澄清 。 后 来 达 朗 贝尔 终于 接受 了 复 
数 , 且 对 复 变 函 数论 做 出 了 大 贡献 。 

1752 年 , 达 斋 贝尔 研究 流体 力学 时 ,起 用 了 复 变 函数 

fo)= wy)+ip(zyy)， 2=x+iy 

用 讨论 f(z) 的 导数 ,他 的 结论 是 :车 f(z) 在 2 点 可 导 , 则 
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EY = 7) 


gol) ly) 6-2) 


Bx ay 
方程 组 (6.2) 称 为 达 肯 贝 尔 -- 欧 拉 条 件 或 柯 西 一 黎 受 方程 。1814 
年 , 柯 西 证 明 方 各 组 (6.2) 是 可 微 函 数 ALz) 解 析 的 充分 必要 条 件 。 

复 变 函 孝 的 积分 是 画 数论 中 的 重头 戏 。 

1811 年 ,高 斯 给 贝 塞 尔 (Bessol) 的 信 中 提出 如 下 问题 : 

“在 | (xd 中 ,当下 服 为 0, 上 限 是 a+6 时 ,意义 是 什么 ? 
显然 ,如 果 要 求 有 清楚 的 概念 , 那 就 必须 假定 = 取 小 的 增 量 ,然后 
把 从 等 到 a+ 访 所 有 的 g(x)dx 加 起 来 。” 

1814 年 , 柯 西 4 关于 定 积分 理论 的 报告 } 在 巴黎 科学 院 宣读 。 
1925 年, 柯 西 写 出 另 一 篇 关于 复 变 积分 的 论文 《关于 积分 限 为 上 
数 的 定 积分 的 报告 ), 这 篇 文章 被 认为 是 柯 西 最 重要 的 论文 ,是 科 
学 史上 最 瑰丽 的 篇 章 之 一 在 这 一 文章 中 , 柯 西 把 


J fd 


定义 为 积分 和 
和 2 (z+ iy) ms %) + i(y - ») 
的 极限 ， 其 中 x0y3 及 ypyf 了 上 是 沿 (xoyye) 到 ( 开 , 了 ) 的 
路 径 的 分 划 点 的 横 坐 标 与 纵 坐标 。 且 得 到 柯 西 定理 : 
单 连通 区 域内 的 解析 函数 A(z) 沿 区 域内 任 一 逐 段 光滑 曲线 
C 的 积分 与 山 线 的 超 止 点 有 关 , 而 与 C 的 曲直 长 短 无 关 , 于 是 有 
公式 


pa = Fs) 


1831 年 , 柯 西 证 明了 下 面 的 柯 西 积分 公式 
Aa = 去 这 AD ar 
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其 中 工 是 简单 闭 则 线 , 荆 所 围 的 区 域 为 D,f(z) 人 在 DD 内 解析 ,上 

对 于 不 连续 的 函数 , 柯 西 于 1825 年 建立 了 留 数 的 概念 , 且 指 
出 如 果 积分 闭路 径 包 围 着 一 些 极点 , 则 积分 值 是 这 些 极 点 上 留 数 
和 的 2ri 倍 , 即 


中 Ha)dz = 2riE[f(z)] 


其 中 E[f(z) -是 C 内 各 极点 留 数 之 和 。 

自 1821 年 起 的 25 年 左右 的 时 间 里 ,几乎 是 柯 西 独自 一 人 在 
开发 复 变 函 数理 论 , 为 复 变 函 数论 的 发 展 莫 定 了 基础 。 

1843 年 ,法 国 数学 家 洛 朗 (P. A. Laurent, 1813 一 1854) 证 明 , 当 
一 个 函数 在 一 个 孤立 点 a 上 不 连续 时 ,必须 用 自 变量 升 军 与 降 短 
的 广 开 式 来 代 棕 索 勒 级 数 。 洛 朗 的 展开 式 是 


fl2) = Dalz- a)" 
其 中 f(z) 在 坏 域 D:0< r< 1z- al< 内 解析 ,a, 的 值 为 
L$ ADdE 


3 J (ta)™ 


其 中 卫 是 中 心 在 的 环 域 D 内 一 圆周。 

这 -结果 外 尔 斯 特 拉 斯 也 独立 得 出 ,但 未 发 表 。 

1844 年 , 柯 西 证 明了 一 条 精彩 定理 : 

每 个 有 罩 整 函 数 是 常数 。 

1847 年 , 刘 维 尔 发 表 了 这 一 结果 。 

当 柯 西 用 解析 表达 式 研 究 复 变 函数 的 微分 与 积分 的 时 候 , 外 
尔 斯 特 拉 斯 正在 另 一 条 途径 上 研究 复 变 消 数 ,他 在 备 级 数 的 基础 
上 讨论 复 变 函 数 ,建立 解析 开拓 的 理论 与 方法 , 且 建立 了 保 形变 换 
的 理论 。 

1851 年 , 黎 曼 在 其 博士 论文 《4 单 复 变 函 数 的 一 般 理论 基础 } 中 
引信 黎 曼 曲面 的 概念 ,开辟 了 多 值 函 数 的 研究 方向 ,奠定 复 变 邱 数 
论 的 几何 基础 。 
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外 尔 斯 特 拉 斯 的 许多 工作 并 未 及 时 发 表 , 他 不 关心 发 现 的 优 
先 权 问题 , 当 他 在 19 世纪 90 年 代 出 版 他 的 《著作 集 》 时 ,其 中 的 很 
多 成 果 已 被 他 人 抢先 发 表 过 了 。 

外 尔 斯 特 拉 斯 的 解析 开拓 是 如 下 进行 的 : 

一 个 在 a 为 圆心 r 为 半径 的 圆 C 内 收敛 的 z - a 的 因 级 数 , 代 
表 一 个 网 数 f(z), 它 在 圆 C 内 每 一 点 解析 ， 在 圆 内 选 一 点 6 并 利 
用 原始 级 数 给 出 的 函数 值 及 各 阶 导数 ,得 到 z -4 的 一 个 新 的 短 
级 数 , 它 的 收敛 圆 是 C",C' 与 C 交 不 空 ;在 C 门 C 内 两 个 级 数 给 
出 的 函数 值 一 致 ,在 C 处 于 C 外 的 点 上 , 称 第 二 个 级 数 的 值 是 第 
一 个 级 数 定义 的 函数 的 一 个 解析 开拓 ,再 尽 可 能 地 继续 下 去 ,从 
C" 开拓 到 其 他 的 圆 ,得 到 f(z) 的 全 部 解析 开拓 。 在 解析 开拓 的 过 
程 中 ,一 个 新 加 也 许可 能 覆盖 圆 链 中 不 直接 在 它 前 面 的 一 个 圆 的 
一 部 分 ,并 且 这 个 新 圆 与 前 方 那 个 加 的 公共 部 分 中 函数 值 不 一 致 ， 
这 时 函数 使 是 多 值 的 。 

外 和 尔 斯 特 拉 斯 给 出 一 个 例子 , 它 的 收 伍 贺 是 它 的 自然 边界 , 即 
此 圆 局 是 此 函数 的 奇 点 曲线 。 这 个 函数 是 


fs) = Di 


这 个 函数 已 无 法 再 进行 解析 开拓 。 

黎 蝇 (G.F.B.Riemann,1826 一 1866) 对 多 值 函数 进行 了 几何 研 
究 ,给 出 黎 曼 昌 面 的 概念 。 他 首先 研究 了 函数 w? = z, 对 每 个 = 
值 ,w 有 两 个 值 ; 黎 曼 给 w=Yz 与 w= -Vz 每 一 支 引 人 一 个 z 值 平 
面 ,他 还 在 每 个 平面 上 引 人 一 点 对 应 于 wm 点 ,这 两 个 平面 在 D 点 
到 点 连接 起 来 , 当 z 沿 上 述 两 张 平面 的 "上 叶 " 绕 原点 变动 , 辐 角 
由 0 变 到 2x 时 ,w=Yz 只 映 入 w 值 的 复 平面 的 辐 角 0 到 x 的 部 
分 ;让 * 通过 实 半 轴 进入 下 叶 , 这 时 w = -Vz,z 绕 原 点 在 下 叶 上 
辐 角 从 2x 转 到 4r 时 ,w 的 辐 角 由 r 变 到 2x。 这 样 ,经 z 的 绕 原点 
的 两 个 环行 (在 每 叶 上 各 绕 行 一 次 ) ,我 科 得 到 函数 刀 = z 的 入 世 
的 全 部 , 即 z 在 两 叶 合成 的 所 谓 黎 曼 曲 面 上 变动 时 ,zw 是 z 的 单 值 
函数 。 于 是 ,关于 单 值 函 数 的 定理 可 以 推广 到 多 值 函 数 。 
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歼 曼 定义 单 值 解析 函数 1(2) = (xy) +iv(x,y) 如 下 : 
f(z) 在 一 点 及 其 邻 域内 连续 可 微 , 且 满 足 柯 西 一 黎 曼 方程 ( 简 
称 C-R 方 程 ) 


aa aa aa 


Day ay 一 3x 
从 C-R 方 程 可 以 推 得 w(x,y) 与 s(x,;) 漠 足 二 维 拉 普 拉 斯 方程 
Ow dw 


黎 曼 1826 年 生 于 德国 汉诺威 一 个 农村 ,家 境 贫 寒 。14 岁入 汉 诺 
威 文科 中 学 ,但 他 对 数学 十 分 偏爱 。 中 学 时 代 他 借 到 了 A.M. 勒 让 德 
的 大 四 开本 859 页 的 名 著 《 数 论 》,6 天 之 后 , 黎 曼 归还 了 这 本 书 ,他 日 
以 继 夜 地 研究 ,掌握 了 该 书 的 内 容 , 且 对 书 中 提 到 的 素数 问题 十 分 感 
兴趣 。 他 还 阅读 了 欧 拉 的 著作 ,很 快 掌握 了 微 积分 的 内 容 。 

1340 年 春 , 禾 又 入 格 丁 根 大 学 语言 与 神学 专业 ,选修 高 斯 的 
数学 课 。1847 年 春 , 黎 最 转学 人 柏林 大 学 , 受 教 于 C. 雅 可 比 了 . 狄 
里 克 雷 J. 斯 泰 纳 .G. 爱 森 斯 坦 等 大 数学 家 , 且 和 钴 研 柯 西 的 着 作 。 
1851 年 , 黎 曼 在 高 斯 的 指导 下 ,完成 博士 论文 4 单 复 变 函数 一 般 理 
论 基础 》, 取 得 博士 学 位 。 高 斯 对 黎 曼 论文 的 评语 如 下 : 

“ 黎 曼 先生 提交 的 博士 论文 提供 了 可 信 的 证 据 , 说 明 作者 对 他 
的 论文 中 所 论述 的 主题 的 大 部 分 所 进行 的 分 析 是 充分 .完全 和 深 
人 的 ,显示 了 一 个 具有 创造 性 的 ,活路 的 ,真正 的 数学 头脑 以 及 了 
不 起 的 富有 成 果 的 创造 性 。 文 章 清楚 ,简洁 ,有 的 地 方 很 漂亮 ,大 
多 数 读者 将 会 喜欢 , 它 不 仅 符合 博士 论文 所 要 求 的 各 项 标准 ,而 且 
远 远 超出 。” 

1854 年 ,为 了 取得 格 丁 根 大 学 无 务 讲师 的 资格 ( 即 只 收听 课 
学 生 的 学 响 而 学 校 不 发 给 薪金 ), 要 求 黎 曼 在 格 丁 根 大 学 报告 高 斯 
指定 的 研究 方向 ~ 一 几何 学 基础 , 黎 曼 为 此 写 了 《 论 作为 几何 基础 
的 假设 》 的 讲稿 。 高 斯 等 各 人 听 了 黎 曼 的 报告 后 评价 黎 曙 的 讲演 
是 一 个 数学 上 的 杰作 ,表述 也 极其 典范 。 取 得 无 薪 讲 师资 格 后 , 黎 
曼 为 8 个 学 生 主 讲 了 " 偏 微分 方程 及 其 在 物理 学 上 的 应 用 "的 课 
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程 ,后 来 R. 戴 德 金 也 成 了 黎 曼 的 学 生 ，1859 年 , 歼 帮 当选 柏林 科 
学 院 院士 。 

黎 暴 36 岁 结 婚 ,39 岁 去 世 。 

他 一 生 著作 不 多 ,除了 博士 论文 外 ,只 发 表 过 10 简 论 文 。 
1876 年 ,由 戴 德 金 和 韦伯 主编 的 《 黎 曼 全 集 》 出 版 。 

黎 曼 是 对 现代 数学 影响 最 大 的 数学 家 之 一 ,他 的 研究 领域 在 
复 变 函 数论 ,代数 嚼 数论 . 常 微分 方程 解析 理论 .解析 数论 . 实 分 
六 ,积分 理论 ,三角 级 数理 论 .微分 几何 和 数学 物理 力 程 等 ,在 以 上 
几 个 领域 他 都 有 突破 性 贡献 ,触发 了 现代 数学 革命 性 的 进展 - 

除了 上 面 所 说 的 歼 曼 曲面 和 柯 西 一 歼 曼 方程 之 外 , 黎 曼 尚 有 
许多 出 色 工 作 。 

黎 曼 证 明 且 有 效 运用 了 下 面 的 所 谓 狄 利克 雷 原 理 ， 


车 积分 
jE( 闫 (区 ) ) Jaroy 


sn 
对 于 歼 曼 函数 


ks) = Da 
黎 曼 取 s = o+ 计 ,他 证 明 出 : 
《D (5) 是 解析 函数 , 且 满 足 


x s) =2(2m) -sens BsaT(s)ts) 


(2) ks) 在 8= -2, -4, -6,… 处 有 零点 , 且 除 了 :的 实 部 属 
于 [0,1] 的 带 状 区 域 可 能 有 复 零 点 外 ,没有 其 他 零点 。 

黎 惫 提出 以 下 猜想 : 

《1 8(s) 有 无 穷 个 复 零 点 ,全 部 位 于 带 形 域 0<a<1 上 。 

(2) 设 5(s) 在 矩形 0<c<1,0 二 5< 了 上 的 零点 个 数 是 V(7) ， 
则 当 7 一 w 时 , N(T) 近 似 等 于 


了 io 工 _ 了 
2r BI 2x 
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(3) 令 
SC) = Dr 人 (二 jw 下 (9) 


/是 6 人 的 复 根 , 则 >) 发 数 , > 让 收 全 ,其 中 六 表示 
7 7 

对 所 有 复 根 求 和 。 

(4) 8(s) = (0 (1 -2)。 

(5) 5(s) 所 有 复 零点 的 实 部 治 才 。 

(6) x 以 内 的 素数 个 数 为 (x) , 则 

I = ED — Due) + + 
其 中 


T(x) = r(z) + rd) + 训 二 nC) + 


I-e E43 
li(x) = 站 (| 二 
黎 曼 函数 tts) 在 解析 数论 中 处 于 中 心地 位 。 
歼 曼 定义 了 歼 曼 可 积 性 ,把 可 积 函 数 从 连续 函数 扩大 到 有 限 
区 域内 有 无 穷 个 间断 点 的 函数 ,给 出 了 可 积 的 充分 必要 条 件 ; 


令 


SS=Miaxri+ + Arn 
ss = PTIAXTT + mAx 
Mi 与 mi 分 别 是 区 间 Ax; 上 f(%) 的 最 大 值 与 最 小 值 , 记 D; = M; - 
ms, 则 Lx) 歼 曼 可 积 的 充 要 条 件 是 对 Ax; 的 一 切 选 法 ， 
ln. 2 DiAs =0 
1860 年 黎 曼 巧妙 地 给 出 一 个 处 处 不 可 微 的 连续 函数 的 例子 ， 
An = » es 
黎 曼 记 (x) 表 示 * 与 它 最 接近 的 整数 之 差 ， 当 x 是 两 整数 中 
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点 时 , 令 (z) = 0, 因 此 - 二 < (z) < 二 , 黎 曼 定义 
fx) = 人 
黎 曼 证 明 As) 对 一 切 x 信 收 敛 , 且 Fx) 是 可 积 函 数 ,又 
Fs) = aax 


对 一 切 x 连续 ,但 F(x) 在 (x) 间断 点 二 不 可 导 。 

黎 曼 对 几何 学 与 物理 学 亦 有 大 贡献 ,他 把 三 维 网 氏 空间 推广 
成 = 维 空间 ,给 出 n 维 流 形 的 概念 ,彻底 革新 了 人 们 的 空间 观念 
与 几何 观念 。 他 除数 学 之 外 ,还 对 物理 有 浓厚 兴趣 ,致力 于 研究 热 
学 \ 声 学 .电学 、 磁 学 和 光学 ,他 的 《 耳 的 力学 ?发 表 在 医学 杂志 上 。 

复 变 函数 论 中 一 个 极其 重要 的 内 容 是 所 谓 保 角 卫 射 的 理论 与 
方法 。 

1768 年 ,网 拉 设 计 了 一 种 从 平面 到 平面 的 保 角 卫 射 的 方法 。 
1825 年 ,高 斯 解决 了 保 角 映 射 的 一 般 问 题 。1851 年 , 黎 曼 在 他 的 
博士 论文 中 证 明 解 析 函 数 w =f(z) 可 以 建立 从 z 平面 到 w 平面 的 
保 角 观 射 , 且 给 出 保 角 映射 的 基本 理论 一 一 黎 受 觅 射 定理 ,并 把 它 
排 广 到 黎 届 曲面 。 

黎 曼 映射 定理 说 : 设 在 复 变数 * 与 w 的 平面 上 分 别 给 出 简单 
闭 曲 线 书 与 ,它们 分 别 是 区 域 六 与 D; 的 边界 , 则 存在 解析 函 
数 


w=7(z) 
它 引 出 由 D, 到 Dp 的 单 值 保 角 了 映射 ; 且 若 厂 , 与 ;只 有 有 限 个 角 
点 , 则 聊 射 还 可 以 扩张 到 边 办 上 去 。 如 果 0;, 0; 分 别 是 D1, Da 内 
指定 的 点 , MM 与 帮 , 分 别 是 站 与 上 的 指定 点 , 且 要 求 f( 01) 
= 02,F(M1) = M2, 则 f(z) 是 唯一 的 。 
保 角 映射 的 理论 与 方法 有 重要 的 应 用 。20 世纪 ,俄国 茹 科 夫 
斯 基 把 此 理论 与 方法 成 功 地 应 用 于 飞机 机 枝 设 计 中 ,研究 机 标的 
截面 和 升力 。 
切 世 纪 末 加 世纪 初 ,法 国 大 数学 家 庞 加 莱 等 人 开始 研究 多 个 复 
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变量 的 全 纯 函 数 的 性 质 ,标志 着 多 复 变 函 数论 的 创立 。 到 加 世纪 30 
年 代 , 由 于 法 国 数学 家 嘉 当 (也 ,Cartan,1904 一 “) 等 人 的 出 色 .工作 ,而 
使 多 复 变 初步 繁荣 。H. 嘉 当 是 著名 数学 家 E. 嘉 当 的 儿子 ,1967 年 一 
1970 年 ,日 . 嘉 当 任国 际 数学 联合 会 会 区, 他 是 布尔 巴 基 学 派 的 代表 人 
物 之 一 。20 世纪 2 年 ,他 把 单 复 变 函 数论 中 的 -- 些 重要 结果 推广 到 
多 复 变 函数 的 情形 ,]980 年 获 沃 尔 夫 奖 。1985 年 H. 嘉 当 应 邀 来 上 海 
参加 中 国 数学 会 成 立 和 周年 大 会 ,并 做 了 学 术 报告 。 

2 世纪 和 年 代 日 本 数学 家 网 洁 对 多 复 变 函数 做 出 一 系列 杰 
出 成 果 ,使 多 复 变 函数 论 进 人 黄金 时 代 。20 世纪 50 年 代 之 后 , 塞 
尔 伯 格 . 朗 兰 慈 、 盖 尔 芳 德 等 人 揭示 了 多 复 变 函 数论 与 代数 数论 、 
李 群 ,代数 几何 等 现代 数学 分 支 的 内 在 联系 ,使 多 复 变 函 数论 成 为 
极为 活跃 的 现代 数学 分 支 之 一 。 


2 实 变 函 数论 


微 积分 研究 自 变量 与 函数 值 几 实数 的 函数 ,由 于 康 托 儿 和 戴 
德 金 等 人 的 集合 论 思想 与 实数 理论 的 参与 ,数学 分 析 中 发 现 了 不 
少 奇 怪 的 数学 现象 ,促使 数学 家 必须 深入 研究 实 变量 的 函数 的 性 
质 和 新 的 积分 理论 。 于 是 在 19 世纪 ,形成 了 一 门 重要 的 数学 分 支 
-一 实 变 函 数论 。 
例如 19 世纪 狗 利克 雷 给 出 著名 的 狄 利克 需 函 数 
1,z 为 有 理 数 
x(*)- {0 为 无 理 数 
1875 年 ,外 尔 斯 特 拉 斯 构造 了 一 个 处 处 无 切线 的 连续 函数 


fx) = Dancosl brrt) 
气 


其 中 0<e<l,ob<1+ 二 xb 为 奇数 。 
1890 年 , 皮 亚 合 构造 了 一 个 填 满 正方 形 的 若 当 曲线 (后 经 希 
尔 伯 特 简化 ): 
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把 单位 正方 形 010<<x <1,0<y <11 划 分 成 4 个 全 等 的 所 请 
一 级 正方 形 , 同 时 把 :€ [0,1] 划 分 成 4 个 等 长 的 一 级 小 区 间 , 使 这 
些 一 级 正方 形 与 4 个 长 二 的 闭 区 间 - 一 一 对 应 。 具 体 对 应 关系 是 依 
正 向 依次 历经 这 4 个 小 区 间 时 , 沿 图 中 折线 走 记 一 级 正方 形 堪 成 
一 条 哈密 顿 罗 (每 个 小 正方 形 中 心 为 顶点 , 相 邻 正方 形 对 应 的 中 心 
为 邻 项 的 图 (Graph) 上 的 险 密 顿 轨 ), 见 图 6.1。 


图 6.1 


把 每 个 一 级 正方 形 划分 成 4 个 二 级 全 等 正方 形 ,把 每 个 一 级 
区 间 划 分 成 等 长 的 4 个 二 级 区 闻 ,使 这 些 二 级 区 疗 与 二 级 正方 形 
一 一 对 应 , 见 图 6.2。 当 在 上 轴 上 从 0 到 1 依次 走 过 16 个 小 区 间 
时 ,在 正方 形 上 按 标 出 的 哈密 顿 罗 行 进行 遍 所 有 的 二 级 正方 形 ( 先 
行 遍 一 级 1 号 正方 形 中 的 4 个 二 级 正方 形 ,再 进入 一 级 2 号 正方 
形 , 行 记 一 级 2 号 正方 形 内 的 二 级 正方 形 后 再 进入 一 级 3 号 正方 
形 , 行 记 其 二 级 正方 形 后 ,最 后 进入 一 级 4 号 正方 形 , 且 行 记 其 二 
级 正方 形 )。 
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图 6.2 
依次 类 推 ,产生 n 级 正方 形 与 n 级 区 间 ,图 6.3 画 的 是 " 


=3 


图 6.3 
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的 情形 。 

令 n+ am ,得 一 临 线 工 工 填 满 正方 形 Q。 

事实 上 ,Y 1E[0,1],t 落 在 某 个 一 级 闭 区 间 c0 上 ,同时 : 落 
在 某 个 二 级 闭 区 闻 o 中 上 , 且 rz(0D co) ,依次 得 一 个 区 间 套 


a 了 ol2) - oD Do an 2 


LE€ 入 at 
c00 与 了 级 正方 形 0G 对 应 , 则 有 
00D2005 09D…2005D 
0 中 的 直径 是 @4-0 的 直径 之 半 ， 所 以 存在 一 点 (x,y)E Q, 且 
(xy)E fA, 即 得 
YtE[0,1], 存 在 唯一 的 点 (x,y)& 8, 于 是 形成 函数 关系 


Ex = p(t) 
a Se to (3) 


皮 亚 拿 如 下 地 证 明了 函数 6.3 是 连续 函数 ， 

Ytoe[0,1], 令 :一 6; 则 4 与 可 以 同时 落 人 间 一 个 级 闭 
区 间 a* 之 上 , 即 正方 形 上 对 应 于 1 与 i 的 两 点 和 (g(t1),y(1)) 与 
Mo( y(t0), J(10)) 同 时 落 人 与 上 述 5 级 闭 区 间 a* 对 应 的 同一 个 
nn 级 正方 形 Q* 上 。 又 Q' 的 直径 当 ?一 o 时 趋 于 零 , 从 而 Jim d 
(Mo,M)=0, 即 limM = Mo, 亦 即 

8 人 人 = 人 (i)， limyg(?) = (0) 

得 证 p{ ,4 ODS Cft0,1] ,此 曲线 是 一 条 若 当 曲 线 。 

下 证 Y ao(xo,yo)EQ, 则 (xo,yo)EL。 

由 于 ME 0, Mo 至 少 属于 1 个 (最 多 4 个) 第 = 级 正方 形 
Qim ,n=1,2,…, 于 是 存在 一 个 售 Mo 点 的 “正方 形 套 ” 

QVI0PD DD QD 

对 应 的 闭 区 间 套 为 


A 
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当 mo 时 ,sc 他 的 长 度 趋 于 零 , 故 存在 唯一 的 io€ [0,1] ,使 得 如 
所 站 ,tt 与 Mo 对 应 ,从 而 zo= p(t0) ,yo= (to), 由 Mol wo 
yo) 的 任意 性 ,0 上 点 点 在 4 上, 工 填 满 了 正方 形 0。 

皮 亚 拿 (Peano Ginseppe, 1853 一 1932) ,意大利 数学 家 ,农民 家 
庭 出 身 , 上 小 学 时 他 每 日 要 步行 到 3 英里 外 的 省 城 库 内 册 去 读书 。 
1876 年 以 优异 成 绩 考 人 都 灵 大 学 , 获奖 学 金 人 工程 学 系 ,两 年 后 
转 修 数学 ,毕业 后 即 留 校 向 教师 。1890 年 , 任 都 灵 大 学 教授 , 意 大 
利 皇家 学 会 会 员 。 他 的 最 大 贡献 在 分 析 数 学 和 数理 逻辑 两 个 领 
域 ,是 符号 逻辑 的 莫 基 人 之 一 ,同时 又 是 国际 语 的 创造 者 。 

1889 年 , 皮 亚 拿 出 版 名 著 《 算 术 原 理 新 方法 》, 书 中 给 出 自然 
数 公理 ,成 为 经 典 之 作 。 

1900 年 , 皮 亚 拿 是 巴黎 国际 数学 家 大 会 主持 人 之 一 ,数理 逮 
辑 学 家 罗素 说 ," 这 次 大 会 是 我 学 术 生涯 的 转折 点 ,因为 在 这 次 大 
会 上 我 遇 到 了 皮 亚 拿 。” 

1891 年 , 皮 亚 拿 创办 《数学 杂志 》, 他 在 该 杂志 上 公布 了 他 关 
于 “数学 公式 "的 庞大 计划 ,期 望 把 数理 逻辑 的 概念 应 用 于 数学 的 
每 个 分 支 , 试 图 从 他 的 多 辑 符号 和 基本 公理 出 发 建立 整个 数学 体 
系 。 在 这 项 工作 上 他 用 了 26 年 的 时 间 ,1895 年 一 1908 年 , 皮 亚 拿 
出 版 了 《数学 公式 汇编 》, 书 中 收集 数 以 千 计 的 定理 和 公式 以 及 丰 
富 的 文献 资料 ,是 一 部 “无 尽 的 数学 矿藏 "。 

皮 亚 拿 自 称 自己 的 最 重要 工作 在 分 析 方 面 ,1886 年 他 给 出 微 
分 方程 = 了 (x,y) 解 存在 的 充分 条 件 是 f(x,y) 连 续 。1887 年 ， 
皮 亚 拿 比 下 . 比 卡 早 一 年 发 明了 求 微分 方程 解 的 逐次 通 近 法 。 

1893 年 , 皮 亚 拿 出 版 《无 穷 小 分 析 教 程 》, 之 后 又 编 出 《微分 学 
与 积分 学 原理 》, 这 些 书 收入 德国 数学 百科 全 书 ,公认 为 自 欧 拉 和 
柯 西 时 代 以 来 最 重要 的 微 积分 教科 书 之 一 ”。 

在 皮 亚 拿 撰写 的 《数学 百科 全 书 }》 中 ,含有 很 多 重要 内 容 ,例如 
微分 中 值 定理 的 推广 、 隐 函数 存在 定理 及 其 可 微 性 定理 的 证 明 .多 
变 元 函数 泰勒 展开 的 条 件 等 。 
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1908 年 皮 亚 拿 当选 国际 语 协 会 主席 。 

皮 亚 拿 还 是 一 位 优秀 教师 , 1912 年 ,他 著 文 反 对 不 合理 的 考 
试 方法 ,认为 "用 考试 来 折磨 可 怜 的 学 生 ,是 对 人 性 的 犯罪 .这 也 适 
合 于 中 学 和 大 学 ”。 

皮 亚 拿 的 数学 成 果 不 但 具有 公理 系统 和 远 辑 严密 性 的 纯 数学 
风格 ,而 且 有 具体 问题 的 提 法 与 解法 也 独 具 特 色 , 十 分 之 新 颖 和 巧 
妙 。 例 如 上 面 提 到 的 填 满 正方 形 的 曲线 ,以 及 微分 方程 求解 的 逐 
次 通 近 法 等 ,都 是 数学 史上 令 和 叫绝 的 佳作 。 

1881 年 ,德国 数学 家 险 结 克 等 人 提出 “容量 ”的 概念 ,推广 了 
通常 的 长 度 ,面积 \ 体 积 的 概念 ,随后 皮 亚 拿 握 出 区 域 或 区 间 的 内 
容量 与 外 容量 的 概念 , 皮 亚 拿 提出 A*) 构 成 的 曲 边 梯形 的 区 成 之 
内 、 外 容量 分 别 由 下 、 上 积分 确定 。1893 年 车 当 完 善 了 他 的 前 莫 
关于 容量 的 工作 。1898 年 , 勒 伯 格 的 老师 波 莱 尔 出 版 的 名 着 《 函 
数论 讲义 》 中 建立 了 测度 理论 和 可 测 集 的 概念 ,证 明了 可 数 集 测度 
为 零 的 定理 和 有 限 覆 盖 定 理 。 

1902 年 ,法 国 数学 家 勒 贝 格 在 他 的 博士 论文 《积分 长度 与 面 
积 ) 中 ,对 于 测度 论 与 积分 理论 进行 了 深入 研究 ,提出 可 测 函 数 的 
概念 与 勒 贝 格 积分 的 理论 。 

按 黎 受 意义 上 的 积分 , 狄 利克 里 函数 X(x) 是 不 可 积 的 ,但 是 
勒 贝 格 认为 这 个 函数 取 ! 的 自 变量 (有 理 数 ) 集 的 测度 为 零 , 对 整 
个 积分 应 无 影响 ,这 种 病态 函数 应 该 也 有 积分 。 他 发 明了 一 种 新 
积分 ,使 得 黎 曼 可 积 的 函数 在 他 的 积分 意义 下 仍 可 积 ,这 种 新 积分 
使 得 可 积 函 数 的 范围 扩大 ,一 些 病态 函数 也 变 得 可 积 了 。 

1904 年 ,期 贝 格 写 出 名 著 《 积 分 与 原 函 数 研究 》, 一 种 滨 新 的 
积分 正式 问世 。 

勒 页 格 的 中 心 定义 如 下 : 

设 5 为 区 间 (a,5) 内 人 尾 一 有 界 点 集 , 则 把 覆盖 5 的 一 组 区 间 
的 长 度 之 和 的 下 确 界 称 为 的 外 测 跟 ,5 - a 与 5 关于 (a,8) 的 余 
集 的 外 测度 之 差 称 为 5 的 内 测度 ,内 外 测度 相等 的 集合 称 为 可 测 
集 ,这 时 它 的 外 测度 称 为 测度 。 记 成 m[ 3]。 
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设 函数 f( x) 在 可 测 集 5 上 定义 ,e 是 任意 实数 , 若 在 5 上 
拟 x) 冯 < 的 一 切 点 x 构成 可 测 集 , 则 称 K(x) 是 S$ 上 的 可 测 函 数 。 
对 于 区 间 (a,6) 内 给 定 的 有 界 可 测 函 数 f(x), 在 (x) 的 变化 
范围 内 插入 分 点 
fla) = yo<men<m< <m<y = f(b) (6.4) 
用 5; 表示 使 y;-1<A(x) < 在 ta,8) 内 的 点 x 构成 的 集 , 若 对 每 


个 分 法 (6.4 的 序列 1ys] , 当 max [ys -41 一 0 时， gm[ Si] 欧 
于 唯一 的 有 限 极限 1, 则 记 成 - 
1 = | 和 as 


且 称 了 为 fx) 在 (ea,5) 内 的 勒 贝 格 积分 。 

勒 贝 格 还 定义 了 无 界 函 数 与 无 界 区 间 上 的 勒 贝 格 积分 。 

黎 曼 可 积 的 函数 一 定 是 勒 贝 格 可 积 的 ,县 两 种 积分 值 一 致 ; 反 
之 不 一 定 成 立 ,例如 X(z) 态 黎 曼 积分 ,但 它 的 勒 中 格 积分 是 零 。 

在 勒 风格 积分 的 基础 上 ,重建 了 微 积 分 基本 定理 , 至 此 一 门 新 
兴 的 学 科 一 “ 实 变 函数 论 初 步 成 形 , 勒 贝 格 积分 是 实 变 函 数论 的 
核心 内 容 。 、 

病态 函数 的 研究 ,尤其 一 些 黎 曼 不 可 积 的 病态 函数 有 了 积分 
《 勤 贝 格 积分 ) 值 ,这 在 数学 史上 也 曾 如 无 理 数 、 复 数 一 样 ,受到 不 
少数 学 家 的 反对 ,例如 庞 加 菜 的 老师 埃 米 尔 特 在 一 封 信 中 说 :我 
怀 着 惊 悉 的 心情 对 不 可 导 函 数 的 令 人 痛惜 的 祸害 感到 厌恶 。 

勒 中 格 ( Lebesgue Henri Leon, 1875 一 1941), 生 于 法 国 博 韦 , 出 
身 于 工人 家 庭 ,1894 年 考 人 已 黎 高 等 师范 学 校 , 1897 年 毕业 留 校 。 
在 校 图 书馆 工作 两 年 ,这 两 年 他 研读 了 波 莱 尔 的 《函数 论 讲义 》 和 
贝尔 关于 不 连续 函数 理论 , 激 起 了 勒 贝 格 研究 不 连续 的 病态 函数 
的 热情 。1902 年 , 勒 贝 格 在 南 锡 中 学 任教 , 且 完 成 了 博 十 论文。 
1902 年 起 任 大 学 教师 , 1920 年 任 巴 黎 大 学 教授 ,1922 年 当选 法 国 
科学 院 院 士 。 勒 贝 格 的 主要 功绩 是 改造 和 推广 黎 曼 积分 ,克服 黎 
曼 积 分 的 局 限 性 ,他 形象 地 描述 两 种 积分 时 说 :我 必须 还 人 家 一 
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笔 钱 ,如 果 我 从 口袋 里 随意 地 摸 出 来 各 种 面额 的 钞票 ,逐次 地 还 债 
权 人 直到 全 部 还 清 ,这 就 是 黎 曼 积分 ;不 过 我 还 有 另外 一 种 作法 ， 
就 是 把 钱 全 部 拿 出 来 ,并 把 相同 面值 的 钞票 放 在 一 起 ,然后 青 一 并 
付 给 应 还 的 数目 ,这 就 是 我 的 积分 。 

由 于 勒 贝 格 在 实 变 函 数 方面 的 杰出 贡献 ,伦敦 .罗马 .丹麦 . 比 
利 时 、 罗 马 尼 亚 和 波兰 等 地 的 科学 院 都 聘 他 为 院士 。 

由 惑 由 格 积分 为 主 的 实 变 函 数论 为 基础 发 展 起 来 的 分 析 数 学 
称 为 现代 分 析 ,现代 分 析 中 的 支柱 学 科 是 20 世纪 前 30 年 形成 的 
泛 孙 分析。 


3 变 分 法 与 泛 函 分 析 


1696 年 6 月 ,瑞士 数学 家 约翰 伯 努 利 (Jahanmn Bemoulli， 
1667 一 1748) 在 《教师 学 报 》 上 提出 所 谓 “ 速 降 线 "问题 : 

A,8 两 点 不 在 同一 铅 直 直线 上 ,4 点 较 高 , 求 路 径 4MB ,使 得 
动 点 用 在 自身 重力 作用 下 沿 此 路 径 由 4 下 滑 至 8 所 耗 时 间 最 少 。 

约翰 ' 伯 努 利用 这 一 问题 间 同 时 代 的 所 有 数学 家 挑战 ,半年 无 人 
应 战 。1697 年 元 旦 ,约翰 * 伯 努 利 以 (公告 的 形式 再 次 向 “全 世界 最 有 
才能 的 数学 家 "挑战 说 :“ 众 所 周知 ,没有 什么 比 提出 困难 而 又 有 用 的 
问题 更 能 激发 杰出 的 天 才 人 物 来 为 增长 人 类 知识 而 工作 了 ,通过 也 只 
能 通过 这 类 问题 的 解决 ,他 们 才能 扬名 于 世 , 建 立 不 朽 的 丰碑 。 

“半年 前 ,我 曾 在 4 沫 比 锡 学 报 江 即 4 教师 学 报 》)6 月 刊 上 提出 这 样 一 
个 问题 , 它 的 优美 有 用 将 为 所 有 成 功 地 致力 于 求解 的 人 所 公认 。 当 时 
给 几何 学 家 们 的 期 限 是 从 公布 之 日 起 6 个 月 。 若 到 期 无 人 能 解 ,我 将 公 
布 我 本 人 的 解答 。 现 规定 日 期 已 过 , 却 尚未 出 现 获 解 的 迹象 ,只 有 著名 
的 莱 布 尼 兹 ,他 在 高 等 几何 领域 理所当然 地 享有 盛誉 , 曾 写 信 给 我 说 他 
很 幸运 地 解决 了 这 个 他 认为 十 分 漂亮 并 且 前 所 未 闻 的 难题 。 

“问题 的 意义 是 这 样 的 :在 连接 两 个 给 定点 或 从 一 点 到 另 一 点 
画 的 无 限 多 条 曲线 当中 ,选择 这 样 一 条 曲线 ,使 用 一 条 细 线 或 狂 模 
来 代替 该 曲线 时 ,其 上 故 置 的 小 球 被 释放 后 ,将 以 最 短 的 时 间 从 一 
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点 滑 到 另 一 点 。 因 为 已 不 表 有 模糊 之 处 ,我 热切 地 请 求 当代 所 有 
的 几何 学 家 都 摩 拳 一 试 , 运 用 他 们 珍藏 的 一 切 秘密 武器 ,全 力 以 直 
攻克 堡 又 。 愿 他 们 很 快 唐 蓝 我 们 允 庶 的 奖赏 。 当 然 这 奖赏 既 不 是 
黄金 也 不 是 白银 , 金 匀 只 能 诱惑 那些 插 兴 而 容易 收 尖 的 灵 瑰 ,对 这 
些 人 我 们 绝 不 指望 任何 值得 称赞 和 有 益 于 科学 的 东西 。 相 反 , 美 
德 是 她 自身 最 需求 的 奖赏 。 名 声 是 一 种 强 有 力 的 激励 ,因此 我 们 
提供 的 奖赏 是 由 荣誉 和 才 美 编织 的 桂冠 ,适合 品格 高 尚 的 人 士 。” 

“车 过 了 复活 节 仍 没有 人 能 解决 问题 ,我 们 就 把 自己 的 解答 公 诸 
于 世 , 届 时 希望 羔 世 无 双 的 羔 布 尼 兹 允许 宣布 他 本 人 的 解答 以 及 我 们 
得 到 的 并 在 很 久 前 向 他 透露 的 结果 。 对 于 这 些 具 有 深刻 背景 的 解答 ， 
几何 学 家 若 能 加 以 研究 ,他 们 无 疑 会 认识 到 普 道 几何 的 局 限 性 。” 

1697 年 1 月 29 日 .牛顿 获知 伯 努 利 的 挑战 ,他 用 一 个 晚饭 后 
的 时 间 一 举 给 出 此 问题 的 正确 解答 ,并 把 结果 匿名 发 表 。 伯 努 利 
看 后 惊 呼 :“ 从 这 只 锋利 的 爪子 ,我 认 出 了 雄 狮 ”同年 春天 ,《 教 师 
学 报 》 上 发 表 了 速 降 线 问题 的 几 个 解答 ,它们 的 作者 大 莱 布 尼 慈 、 
洛 比 达 , 雅 各 布 “ 伯 努 利 和 约 输 * 伯 努 利 本 人 。 

这 些 工 作 标志 着 一 门 新 的 数学 分 支 一 一 变 分 法 的 诞生 。 

约 输 - 伯 努 利 的 速 降 线 问题 化 成 如 下 的 数学 模型 : 

设 4 点 为 (x1,1),B 点 为 (x2,72), 见 图 6.4, 则 小 球 下 降 的 
速度 为 


5 = V28(y - 7) 


GeoyD 


(ro 
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其 中 g 是 重力 加 速度 , 速 降 线 的 函数 为 y= y(x), 沿 y=y(x) 小 
球 由 4 滑 到 8B 的 时 间 为 
1 


oD vg yx) yi 


于 是 问题 化 成 求 使 积分 
了 - A lt(y (0g, 
V28 5 VY -Nn 
取 最 小 值 的 函数 y( x)。 


1690 年 ,约翰 伯 努 利 的 哥哥 雅 各 布 ' 住 努 利 ( Jacob Bernoulli， 
1654 一 1705) 提 出 另 一 个 优美 的 问题 一 最 链 线 问题 : 

求 两 点 间 柔 顺服 链 在 自身 重力 作用 下 的 形状 。 

不 久 雅 各 布 * 伯 努 利 给 出 了 野 链 线 的 解答 , 且 把 其 数学 结论 用 
于 吊桥 的 设计 ,县 链 线 的 解答 促进 了 变 分 法 的 发 展 。 

1744 年 , 欧 拉 发 表 《 求 某 种 具有 极 大 或 极 小 性 质 曲线 或 解 最 
广义 的 等 周 问题 的 技巧 一 文 。 

1761 年 , 拉 格 和 朗 日 发 表 《 论 确定 不 定 积 分 式 极 大 和 极 小 值 的 
一 种 新 方法 》。 

欧 拉 和 拉 格 朗 日 是 变 分 法 的 莫 基 人 。 

欧 拉 和 拉 格 朗 日 考虑 的 是 


J pC, ya) 7(o)dz 


取 极 值 的 问题 ,其 中 y(x) 是 未 知 函数 ,F 与 y(x) 省 有 二 阶 连续 导 
数 , 且 满足 y(xo) = yo,y(x1) = 的 边 条 件 。 

拉 格 郎 日 (Joseph Louis Lagrange, 1736 一 1813) 生 于 意大利 都 
灵 , 其 父 是 商人 ,后 破产 而 使 家 境 衰 落 。 拉 格 朗 日 回忆 其 家 史 时 说 
多 亏 了 父亲 破产 ,不然 自己 也 许 做 了 投 栅 商 而 无 缘 数 学 了 。 

拉 格 遍 日 喜欢 文学 , 其 父 想 让 他 学 法 律 ,17 岁 时 读 到 英国 天 
文学 家 哈雷 介绍 牛顿 微 积 分 的 文章 《4 论 分 析 方法 的 优点 ?而 迷 上 了 
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数学 分 析 , 18 岁 时 ,他 独立 地 证 明了 积 的 求 导 公式 
[Ce) vn) = os CocoatD aa 


拉 格 朗 日 写 信 给 欧 拉 报 告 了 他 的 发 现 , 欧 拉 回信 告知 半 个 世纪 之 
前 此 公式 已 由 莱 布 尼 兹 建立 ， 此 事 虽 然 有 些 唐 突 ,但 拉 格 朗 H 还 
是 有 些 成 就 感 ,觉得 自己 有 搞 数 学 的 才能 。 

拉 格 朗 日 19 岁 起 研究 变 分 法 ,1756 年 把 他 研究 的 成 果 论 文 提 
交 柏 林 科学 院 ,是 提出 “ 变 分 法 "这 一 术语 的 第 一 人 。 

1755 年 ,19 岁 的 拉 格 朗 日 被 聘 为 都 问 皇 家 炮兵 学 校 的 教授 ， 
20 岁 任 柏林 科学 院 通讯 院士 - 

1764 年 , 拉 格 朗 日 解决 了 关于 月 球 为 什么 同一 面 永远 对 着 地 
球 的 悬赏 难题 而 获 法 国 科学 院 奖 。1766 年 . 拉 格 朗 日 解决 了 太 
阳 木星 及 其 4 个 卫星 之 间 摄 动 的 所 亩 “六 体 问题 "而 获得 法 国 科 
学 院 大 奖 。 在 拉 格 朗 日 的 工作 当中 大 量 运 用 微分 方程 理论 与 方 
法 。 

1766 年 ,德国 普鲁士 王 腓 特 烈 大 帝 道 请 拉 格 朗 日 到 柏林 任 柏 
林 科 学 院 物理 数学 研究 所 所 长 。 国 王 在 邀请 函 中 说 :欧洲 最 大 之 
王 希 望 欧洲 最 大 的 数学 家 在 我 的 国家 工作 。 在 柏林 ,他 的 主要 工 
作 在 数论 与 代数 方程 方面 。1766 年 ,他 证 明了 贝尔 方 午 x? - 4y? 
= 上 整数 解 的 存在 性 , 进 面 讨论 了 

2 42 = 至 


axi + 2bxy + cr +t2dx +2ey +f=0 
的 整数 解 问题 。 证 明了 任 一 正 整 数 能 表 成 4 个 整数 平方 和 。1771 
年 ,他 证 明了 威尔逊 定理 ， 

在 柏林 工作 期 间 , 拉 格 朗 日 在 天 体力 学 上 取得 了 丰硕 的 成 果 。 
1772 年 ,他 的 论文 《 论 三 体 问题 与 欧 拉 河 时 获奖 。1774 年 ,《 论 月 
球 的 长 期 方程 与 1779 年 《出 对 行星 活动 的 试验 来 研究 艳星 的 摄 
动 理论 》 两 项 研究 成 果 又 获 大 奖 。 

在 微分 方程 方面 , 拉 格 朗 日 首先 研究 了 常 微 分 方程 的 奇 解 , 且 
研究 了 变 系 数 线性 方程 和 微分 方程 组 。 
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1772 年 一 1779 年 , 拉 格 朗 日 研究 线性 与 非 线 性 一 阶 偏 微分 方 
程 ,提出 把 一 阶 偏 微分 方程 化 成 常 微分 方程 组 的 " 拉 格 朗 日 方法 ”。 

拉 普 拉 斯 评价 拉客 朗 日 时 说 :“ 牛 顿 和 拉 格 朗 日 是 世界 上 对 科 
学 进展 最 有 功绩 的 人 ,他 们 最 高 度 地 掌握 了 发 现 一 般 原理 发现 科 
学 实质 的 方法 ,这 种 方法 能 够 对 抽象 理论 做 出 罕见 的 最 优美 的 说 
明 , 这 就 是 拉 格 朗 日 的 特点 .” 

1783 年 拉 格 朗 日 任 都 灵 科学 院 名 誉 院 长 ,1787 年 接受 法 国 国 
王 路 易 十 六 的 邀请 定居 法 国 。 在 巴黎 生活 了 20 多 年 ,他 完成 了 伟 
大 的 经 典 著作 《分 析 力 学 》。1795 年 巴黎 高 等 师范 学 校 成 立 ,1799 
年 ,巴黎 理工 大 学 成 立 , 拉 格 朗 日 兼任 这 两 所 著名 大 学 的 教授 , 培 
养 了 一 大 批 世 界 第 一 流 的 科学 家 。 

在 巴黎 期 间 , 拉 格 朗 日 对 他 的 数学 研究 进行 了 总 结 。1797 
年 ,出 版 名 著 《解析 函数 论 》, 此 书 是 函数 论 的 起 点 。1801 年 ,出 版 
《函数 计算 讲义 》。 

1813 年 4 月 10 日 拉 格 朗 日 因 病 去 世 , 他 的 故乡 意大利 和 工作 
过 的 柏林 与 巴黎 都 举行 了 追 停 仪式 ,拿破仑 下 令 收 集 拉 格 阅 日 的 
论文 ,珍藏 在 巴黎 科学 院 。 

1736 年 , 欧 拉 对 变 分 问题 


re 
7y(yo) = Joy(xi = 六 


给 出 极 值 曲线 y = y(x) 满 足 欧 拉 方 穆 


一 是 r， = 0, y(xo) = Yo，Y(xi) = Yl 


或 写成 
Py, Fy + Fy F,=0 
| + (6.5) 
Y(xo) = yo F(X1) = 攻 
方程 组 (6.5) 是 关于 未 知 函 数 y(x) 的 二 阶 常 微分 方程 的 边 值 问 
题 。 欧 拉 用 方程 (6.5) 讨 论 了 所 谓 极 小 旋转 曲面 问题 
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xE ixlyza], 曲 线 y= y(xz)E Cr, x2] ,7 (x1) = yyy(x2) 
= 2, 答 使 此 曲线 y = y (x) 绕 x 轴 旋 转 所 得 的 旋转 曲面 面积 最 
小 , 求 y(x)=? 

由 于 绕 x 轴 的 旋转 曲面 面积 为 


5 = | ?arr(mJVTAEOFCDjdx (6.6) 


在 式 (6.6) 式 中 使 $= S(y(x)) 最 小 的 yr){y(x1) = yy(x2) = 
72) 即 为 所 求 。 
满足 欧 拉 方程 边 条 件 的 二 次 连续 可 微 函 数 称 为 容许 函数 。 若 

了 = y(x) 是 客 许 函数 , 且 使 | F(z,y,y(x)3dz 取 极 小 值 , 则 在 
容许 函数 集中 ,ytx) 稍 有 扰动 , 即 设 

nx) E Cx x2], Wx) = F(x2) = 0, la ll 

y(x) = yx) + an(x) (6.7) 
式 (6.7) 是 以 a 为 参数 的 容许 哨 数 族 ,所 求 的 未 知 函 数 y(*) 是 对 
应 于 a =0 的 容许 函数 ,把 y(x) 代 人 


3 = F(x,y,y Yds 


Ste) = (ear = 


pe yt) ya yx) + ay (x))ds 


站 


是 S(a) 在 a =0 时 取 极 小 值 , 5'(0) = 0, 即 


S'(a) = 人 Er) + 3 (las 


$0 = [2 ys) + Sy w]e =0 
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分 部 积分 得 
[ke | -| 2 (5)ar = 
多 (x ga 
于 是 
站 [好 “二 (路 )]dz -0 
由 ;的 任意 性 得 
2 
此 即 证 得 欧 拉 方 程 成 立 。 


当下 中 不 显 会 = 时 ,号 =0, 于 是 
0 = y[ 东 (水 )- 营 ] = 总 (站 x 


a "一 已 = {6.8) 


< 为 性 意 常数 。 
具体 到 极 小 曲面 问题 ,=2xy Y 1+ (y), 式 (6.8) 变 为 


2xy 一 -2rrvltt(yr =e 


V1+(Y 六 
解 得 
oy = Vo 
cl 为 常数 ,再 分 离 变 量 积分 之 得 
和 = “| a- = oln| 了 + 和 2 cs 
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y= arch 3 《6.9) 


cuec2 为 常数 ,由 边 条 件 y{ x1) = y1,y(x2) = yz 得 常数 cl, ce; 应 满 
足 


zi 
31 = ach[ 于) 


ci 


= ach| ee) 


式 (6.9) 谷 为 县 链 线 - 
用 同样 的 办 法 ,由 欧 拉 方 程 可 解 得 速 降 线 恰 为 一 条 旋 轮 线 。 
变 分 法 是 泛 函 分 析 的 源头 之 一 , 另 一 个 源头 是 积分 方程 。 事 
实 上 ,在 


3 = ps, ys) 


中 , 当 x1,xz 给 定之 后 ,S 的 数值 由 函数 y(x) 确 定 。 不 同 的 y(x) 
可 以 确 出 不 同 的 $ 值 ,可 以 写成 $= 5S{y(x)), 但 这 里 $= 
58(y(x)) 不 是 一 个 一 般 的 隐 数 ,而 是 由 F(x,y(x),y (x)) 的 积分 
确定 的 ,是 cx[ a,5] 到 民 的 一 个 映射 。 如果 一 定 要 沿用 函数 这 个 
名 称 , 则 S(y(x)) 是 广义 的 函数 ,法 国 大 数学 家 阿达 玛 首次 称 之 
为 “ 泛 函 数 " ,简称 泛 函 。 
阿达 玛 (Hadamard Jacques,1865 一 1963) 于 1865 年 12 月 8 日 生 
于 法 国 凡尔赛 ,其 父 是 拉丁 文教 授 , 母亲 是 钢琴 师 , 阿达 玛 从 小 就 
有 极 好 的 拉丁 文 与 音乐 上 的 修养 。 阿 达 玛 是 到 20 世纪 50 年 代为 
止 ,历史 上 仅 有 5 位 以 第 一 名 的 成 绩 同时 考取 高 等 师范 学 校 和 综 
合 工科 学 校 的 考生 之 一 ,他 选择 了 高 等 师范 学 校 就 读 。 毕 业 后 曾 
在 巴黎 大 学 法兰西 学 院 , 综 合 工 科学 院 \ 中 央 工 艺 与 制造 学 院 任 
教授 ,多 年 担任 法 国教 育 部 督学 。1892 年 获 博士 学 位 , 1912 年 当 
选 法 国 科学 院 院士 ,又 是 苏联 、 、 英 国 , 意 大 利 科学 院 院士 或 皇 
家 学 会 会 员 。1892 年 和 1908 年 ,阿达 玛 因 数学 科学 上 的 研究 成 果 
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两 次 获 法 国 科学 院 大 奖 。 

阿达 玛 是 中 国人 民 的 好 朋友 。1936 年 春 , 他 受 熊 庆 来 教授 之 
邀 在 清华 大 学 讲学 3 个 月 。 抗 日 战争 中 ,阿达 玛 积极 参与 法 国人 
民 支 援 中 国 的 抗日 和 运动。 阿达 玛 有 3 个 儿子 ,两 个 儿子 在 第 一 次 
世界 大 战 中 笨 性 ,一 个 儿子 在 第 二 次 世界 大 战 中 牺牲 于 北非 ,阿达 
玛 因此 获得 “法 国 荣誉 军团 司令 "的 光荣 称号 。 

阿达 到 是 20 社 纪 以 来 , 庞 加 莱 之 后 少 有 的 科学 多 面 手 ,他 的 
科研 成 果 遍 布 解析 函数 ,数论 .级 数 , 行 列 式 . 实 变 函数 .集合 论 、 变 
分 法 与 泛 函 分 析 、 积 分 方程 几何、 拓扑、 常 微分 方程 . 偏 微分 方程 、 
水 动力 学 ,力学 .概率 ,代数 、 运 辑 、 教 育 学 和 数学 史 等 。1968 年 ， 
《阿达 玛 全 集 》 出 版 

1892 年 ,阿达 汉 的 博士 论文 《泰勒 展 式 所 定义 的 函数 的 研究 》 
讨论 了 收敛 半径 和 奇 点 的 位 置 与 性 质 ,与 他 的 学 生 合 著 的 《泰勒 级 
数 及 其 解析 延 拓 》 则 已 成 为 复 变 函 数论 的 经 典 之 作 。 他 还 研究 了 
黎 曼 函数 5 s) ,使 黎 曼 猪 想 获得 重大 进展 ,证 明了 素数 定理 


x(n)logn _ 1 
n 


其 中 x(n) 是 不 大 于 n 的 率 数 的 个 数 ,建立 了 解析 数论 的 基础 。 
1910 年 ,阿达 玛 出 版 《< 变 分 学 教程 ), 莫 定 了 泛 函 分 析 的 基础 。 
1932 年 ,阿达 玛 的 名 著 《 柯 西 问题 和 线性 双 曲 型 念 微分 方程 》 

是 偏 微分 方程 的 经 典 作品 。 

1959 年 ,阿达 玛 的 数学 思想 自传 (数学 领域 中 发 明 的 心理 学 
研究 ?出 版 ,他 强调 既 要 重视 推理 的 严格 性 ,又 要 重视 直觉 ,直觉 能 
帮助 发 现 问题 和 选择 问题 。 

1964 年 ,阿达 玛 的 最 后 一 部 著作 《 偏 微分 方程 论 ? 由 我 国 科学 
出 版 社 出 版 中 文 版 ,此 书 可 称 是 偏 微分 方程 经 典 理论 的 百科 全 书 。 

泛 函 分 析 是 20 世纪 30 年 代 形 成 的 现代 数学 分 支 。1904 年 一 
1910 年 , 希 尔 伯 特 发 表 了 6 篇 文章 ,后 来 收录 在 他 的 名 著 《 线 性 积 
分 方程 一 般 理 论 原理 》 一 书 中 ,他 引 人 电 无 穷 个 有 序 实数 组 组 成 的 
集合 已 ,每 个 实数 组 = (a1,42,…,an,…) 蕊 呈 满 足 
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其 中 = (alsazw… 0a) = 人 (bb 的 ,0), 这 样 的 集合 
已 就 构成 一 个 所 谓 “ 希 尔 伯 特 空间 "。 这 是 数学 史上 第 一 个 无 穷 
维 空间 。 后 来 希 尔 伯 特 的 学 生 施 密 特 (E. Schimidt) 和 诺 依 曼 (J.V 
Neumann) 等 进一步 把 7? 的 每 个 元 素 视 为 一 个 点 或 向 量 , 且 引 人 
| oa | ,定义 


hal = tae) =- /Se 


nl 


| a 是 三 维 欧 氏 空间 中 长 度 的 推广 ,如 果 (a,8) =0, 则 称 避 中 
两 个 无 穷 维 向 量 a 与 正 交 (垂直 )。 

施 密 特 还 研究 了 了 中 的 向 量 组 ie1, es,… ,ea。,…| ,两 两 相 异 
且 正 交 , 且 长 度 上 ei 上 =1, 称 此 向 量 组 为 “标准 正 交 系 ”, 它 显然 是 
直角 坐标 系 中 三 个 坐标 轴 上 单位 向 基 的 推广 。 
1907 年 匈牙利 数学 家 里 斯 (F. Riesz) 和 管 国 数学 家 费 含 尔 (了 
Fischer) 同 时 建立 了 六 (a ,空间 。 他 们 把 在 区 间 [e, 纪 上 每 个 勒 
贝 格 平方 可 积 函 数 称 为 一 个 点”, 在 口中 ,f(x) 的 范 数 定义 为 


1 > 
四 sas] ,f(s) 与 (4) 的 内 积 为 | x)g(x)dz 。 他 们 得 到 


己 与 的 等 价 关 系 ( 同 构 关系 )。 

1910 年 ,里 斯 把 疡 与 二 推广 到 与 LP 空间 ,其 中 p 是 任意 
自然 数 ,PCa,5) 中 的 “点 "是 [a,8] 上 p 次 短 可 勒 贝 格 积 分 的 函 
数 集合 ,定义 了 范 数 ,A(x)E1P (a,b)， 


1 
HI = [fA as] 
1922 年 ,波兰 数 学 家 巴 拿 震 提出 比 项 尔 伯 特 空间 更 一 般 的 所 
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谓 “ 巴 拿 赫 空 间 ” 的 概念 ,用 范 数 ‖. | 定义 距离 和 收敛 性 ,完备 的 
线性 赋 范 空间 称 为 巴 拿 赫 空 间 , 且 得 到 了 深刻 的 巴 拿 赫 压缩 映射 
的 不 动 点 定理 : 

设 也 是 巴 拿 赫 空 间 8 中 非 空 逆 集 ,了 是 D 到 自身 的 映射 ,又 
jkE3 0gk<1, 对 于 任何 ,yz& D, 成 立 不 等 式 

| -TL al 
则 D 中 有 7 的 唯一 的 不 动 点 , 即 存在 唯一 的 y* ED, 使 得 
T(g°) = y" 

这 个 定理 后 来 成 了 证 明 微 分 方程 定 解 问题 解 的 存在 性 的 
工具 。 

巴 拿 幸 是 现代 泛 函 分 析 的 莫 基 人 之 一 。 

1929 年 一 1932 年 ,伟大 的 美国 数学 家 冯 " 诺 依 曼 给 出 了 希 尔 
伯 特 空间 的 定义 :完备 的 内 积 空间 称 为 希 尔 伯 特 空间 , 希 尔 伯 特 空 
间 为 量子 力学 提供 了 数学 基础 ,广泛 地 应 用 于 积分 方程 .微分 方 
程 .数学 物理 等 学 科 。 

广义 函数 是 泛 函 分 析 发 展 中 的 一 条 奇 范 。 物 理学 家 狄 拉 交 
(Dirao) 为 了 物理 模型 之 需要 ,硬是 引入 了 一 个 当时 版 遭 微 词 的 ,使 
得 数学 家 十 分 难堪 的 怪异 函数 


fe 
霸 
Be 


(5) = fC ， 
满足 
J ac)ar =1 
狱 拉克 指出 8(*) 的 一 个 重要 性 质 为 
人 scoe(odz = p00) 


其 中 g(x) 为 ( - ,+ wm ) 上 的 连续 函数 。 
作为 一 个 物理 学 家 , 狄 拉克 自 有 他 的 道理 ,考虑 一 条 无 穷 长 的 
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杆子 , 沿 此 杆 建 立 一 维 坐标 系 , 点 的 坐标 为 * 生 ( - %, + o)。 在 点 
5 处 , 杆 的 密度 为 p(x), 在 ( - % ,x] 段 ,杆子 的 质量 为 m(x). 则 


| pC ds = m(x) 


设 此 无 穷 长 的 杆子 总 质量 为 1, 质 量 集中 在 x = xo 点 , 则 


1l,x= 
ml) 


Ox<xo 


或 写成 m(s)= xz- x0) ,其 中 


对 于 质量 集中 分 布 的 情形 , 则 有 


0,x 天 20 
oo 


tom,x= x 
站 ecoax = Hlx — xo) 


狼 拉 克 的 这 些 计算 ,从 传统 数学 的 观点 来 看 ,是 不 可 接受 的 ， 
一 个 函数 除 某 点 之 外 ,处 处 取 零 值 ,不论 在 何 种 已 有 积分 的 意义 下 
其 积分 世 不 是 ,| ”8(z)dz = 1 不 能 成 立 ! 但 是 8 本 数 对 于 物理 
学 而 言 却 是 如 此 之 见效 ,使 得 物理 学 家 正当 地 拒绝 放弃 它 。 不 管 
当时 数学 家 们 都 怎样 嘲笑 这 种 函数 ,但 狄 拉克 及 其 合作 者 们 在 物 
再 领域 (例如 量子 力学 上 ) 却 照 用 3(z), 且 收获 癸 丰 , 狐 拉 克 应 用 
过 8(x) 的 物理 成 果 1933 年 获得 诺 由 尔 奖 金 。 当 然 , 狄 拉 克也 意 
识 到 8(z ) 并 不 是 道 党 的 函数 ,至 于 找 出 什么 理论 来 论证 BMx} 这 一 
符 叶 的 数学 合法 性 , 那 就 是 数学 家 的 任务 了 。1940 年 ,法 国 数学 
家 许 丽 北 严格 证 明了 应 用 M+) 的 正确 性 ,把 3 函数 轩 于 坚实 的 数 
学 基础 之 上 , 且 由 它 引 发 了 广义 函数 理论 的 创造, 1950 年 , 许 丽 芝 
获 数学 界 最 高 奖 非 尔 获奖 。 
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许 瓦 效 (L. Schwartz,1915 一 ”) 是 法 国 数学 家 , 生 于 巴黎 ,1937 
年 毕业 于 高 等 师范 学 校 ,1937 年 一 1940 年 服 兵 投 参加 第 二 次 世界 
大 战 ,1943 年 获 博士 学 位 ,1945 年 任 南 锡 大 学 教授 。1945 年 , 许 瓦 
兹 建立 了 完整 的 广义 函数 论 ,在 偏 微分 方程 与 概率 论 等 领域 亦 有 
贡献 。 

许 瓦 兹 把 广义 函数 定义 为 革 些 具体 的 函数 空间 上 的 连续 线性 
泛 函 ,例如 19 是 C[ - N, + N] 上 的 线性 连续 泛 函 


N 
G0),96#)) = p00) (a) ge)ds = p00)) 


Y 9(x)E CL N, Nl 
许 玩 兹 对 8(x) 证 明了 下 税 的 一 些 作 质 : 


[Cac -aod = 1 


[Ta ~ 0)ds = f(x0) 


dH(x = 0) 


FE = (x ~ xo) 


fg Gx- zo)dx = -Ff (x0) 


六 so -Kmaz = (DF (a0) 
gx)8(z — x0) = gp(xo)8(xz - x0), p(X) EC(- w+ wm) 
1 
Sl(bx) = TaCz)， (bz0) 
B(x ~ xoy — yoz ~ 20) = B(x — xo)d(y — yo0)8(z - zo) 
苏联 数学 家 索 伯 列 夫 (Codones,1908 一 1989) 在 1936 年 已 经 引 
人 了 广义 函数 的 初始 概念 ,并 把 它 应 用 于 偏 微分 方程 的 研究 中 , 创 


立 了 所 谓 索 伯 列 夫 空 间 和 广义 解 的 概念 ,用 泛 函 分 析 的 方法 研究 
偏 微 分 方程 。 


302 


索 伯 列 夫 生 于 彼得 堡 , 1929 第 毕业 于 列宁 格 勒 大 学 ,1934 年 
获 物理 数 学 博 十 学 位 ,1936 年 任 数学 教授 , 1939 年 当选 苏联 科学 
院 院士 。1935 年 给 出 索 伯 列 夫 空 间 的 撕 人 定理 和 广义 解 的 理论 。 
他 发 表 论著 150 多 种 ,是 苏联 偏 微分 方程 学 派 的 首领 。 

巴 拿 赫 (Banach Siefan,1892 一 1945) 是 证 函 分 析 的 领袖 人 物 之 
一 , 生 于 波兰 克拉 科 去 ,出身 铁 路 工人 家 庭 , 由 一 位 洗衣 女工 抱 养 
长 大 .童年 清苦 ,14 岁 起 租 家 庭 教师 来 养活 自己 ,无 大 学 文 赁 , 靠 
自学 和 与 数学 家 交往 而 获取 数学 知识 。 数 学 家 斯 泰 因 豪 斯 回忆 
说 : “1916 年 夏 一 个 夜晚 ,我 在 克拉 科 夫 花园 散步 ,无 意 中 听 到 有 
人 谈 勒 贝 格 积分 ,吸引 我 去 看 两 位 谈话 者 ,他 们 是 巴 拿 雷 和 尼 可 
本," 于 是 斯 泰 因 豪 斯 与 包 拿 欣 相 识 且 成 了 合作 者 ,斯 泰 因 豪 斯 那 
天 晚上 向 巴 拿 蔡 提 了 -个 他 研究 多 日 不 能 解决 的 有 关 傅 里 时 级 数 
收敛 的 问题 。 本 几 昌 , 巴 拿 替 拿 了 写成 的 答案 去 找 斯 泰 因 豪 斯 。 
1917 年 ,两 人 合作 在 《克拉 科 兴 科学 院 会 报 》 上 发 表 了 这 篇 论文 。 
1920 年 , 利 活 大 工学 院 聘 巴 拿 忒 为 助教 。 问 年 , 巴 拿 替 以 博士 论 
文 《关于 抽象 集合 上 的 运算 及 其 在 积分 方程 上 的 应 用 》 获 博士 学 
位 。1923 年 此 文 发 表 在 《数学 基础 ) 土 ,成 了 泛 函 分 析 学 科 问 世 的 
标志 性 成 果 之 一 。 

1927 年 , 巴 拿 抱 被 聘 为 利 沃 大 工学 院 教授 。1924 年 他 被 聘 为 
波兰 科学 院 院 士 。 在 巴 拿 拘 和 斯 奉 因 豪 斯 的 领导 下 ,形成 了 泛 函 
分 析 方面 权威 的 利 沃 夫 数学 学 派 ,并 创办 至 今 享有 改名 的 《数学 研 
究 ) 杂 志 , 是 泛 函 分 析 方 面 的 专门 杂志 。 

1932 年 , 巴 拿 赫 的 名 著 《 线 性 算 子 论 》 出 版 ,总 结 了 关于 线性 
赋 范 空间 的 所 有 成 果 , 是 泛 函 分 析 的 一 部 经 暴 著作 。 

1939 年 一 1941 年 巴 拿 赫 任 种 沃 夫 工学 院 院 长 ,波兰 数学 会 主 
席 , 乌 克 兰 科学 院 院士 。 

由 于 第 二 次 世界 大 战 的 灾难 , 巴 拿 款 境况 很 精 , 1945 年 因 胃 
瘤 病逝 。1960 年 泛 函 分 析 国际 会 议 为 巴 拿 赫 举行 了 纪念 仪式 ， 
1967 年 出 版 4 巴 拿 替 全 集 》, 1972 年 , 华沙 成 立 巴 拿 赫 国际 数学 中 
心 。 
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除了 泛 函 分 析 之 外 , 巴 拿 赫 在 正 交 级 数 , 拓 扩 学 和 集合 论 等 方 
面 亦 有 建树 。 例 如 1924 年 , 巴 拿 殖 和 A. 塔 斯 某 (Tarski) 一 篇 重要 
论文 4 关于 将 一 些 点 集 分 割 成 伎 此 全 等 部 分 的 分 解 》 给 出 腔 立 人 
口 的 “分 球 怪 论 ” 

在 三 维 或 更 高 维 欧 氏 空 间 中 ,任何 两 个 有 界 的 含 内 点 的 集合 
《例如 两 个 不 同 半径 的 球 ) 总 可 以 分 别 分 割 成 同等 数目 的 子 集 ,使 
它们 彼此 全 等 , 即 

A -U4., B= UB 4 Nb = BNB= ,i) 
生 与 Bi 全 等。 即 存在 保 号 双 射 。 

这 一 结论 无 异 于 说 两 个 不 同 半径 的 球 ,在 一 定 意义 上 可 以 全 
等 ,与 通常 的 直观 相 违 , 故 称 其 为 " 怪 论 "。 如 何 解决 这 一 怪 论 , 目 
前 尚 无 良策 。 

巴 拿 茶 是 一 位 有 着 迷人 个 性 的 大 数学 家 。 他 思想 深究 脱俗 
但 作风 平易 近 人 。 他 是 一 位 现实 主义 者 ,以 出 民 子弟 自居 ,瞧不起 
当时 波兰 的 一 般 科学 家 那 种 对 宗教 遇 忠 恩 信 的 殉道 观念 和 自命 清 
高 的 可 惜 面目 ,对 那些 无 所 专长 而 白 称 有 教养 的 文人 学 士 不 局 一 
顾 。 巴 拿 赫 在 利 沃 夫 搞 了 一 个 “苏格兰 咖啡 锯 ”, 用 天 啡 馆 育 会 的 
方式 向 年 轻 的 数学 家 讲学 布道 。 握 当年 利 沃 夫 学 派 的 S. 乌拉 姆 
(后 去 美国 定居 且 参 与 第 一 颗 原子 弹 研 制 ) 的 文章 《回忆 苏格兰 著 
啡 馆 》 中 说 , 巴 拿 替 一 天 生活 中 有 相当 多 的 时 间 消 磨 在 咖啡 馆 , 当 
有 同事 或 年 轻 同行 国 坐 时 ,他 可 以 浊 当 不 绝地 讲 上 几 个 钟头 。 嘲 
啡 屋 跟 大 学 研究 所 和 数学 会 的 会 场 一 样 ,成 了 爆发 数学 思想 火花 
的 圣地 .” 咖 罪 馆 里 准备 了 记录 本 ,把 数学 家 们 讨论 的 各 种 问题 笔 
录 下 来 , 积 少 成 多 , 这 些 记 录 本 就 形成 了 一 部 传奇 式 的 “苏格兰 
书 "。 此 书 拷 来 由 马尔 采 去 斯 基 和 斯 泰 因 带 斯 编辑 出 版 , 巴 拿 赫 的 
此 子 把 "苏格兰 书 " 的 原稿 献 给 了 巴 拿 赫 国际 数学 中 心 。 

庶 依 曼 在 泛 函 分 析 的 创建 过 程 中 立 下 了 卓著 的 功 助 ,他 对 希 
尔 伯 特 空间 上 的 算 子 理论 等 方面 的 成 就 成 了 泛 函 分 析 的 主题 肉 容 
之 一 。 他 不 仅 在 泛 函 方面 是 出 色 的 数学 家 ,而 且 在 数学 ,物理 与 计 
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算 机 科学 诸 领域 都 有 划时代 的 贡献 。 

汉 : 诺 依 昌 (Von Neumann John, 1903 一 1957) , 生 于 匈牙利 布 达 
仿 斯 ,犹太 人 ,其 父 是 富商 , 狼 奥 匈 帝 国 皇 帝 授 予 贵 族 封 号 (Von)。 
汉 ' 诺 依 晕 自 幼 家 庭 教育 良好 ,加 之 天 分 超常 ,据说 6 岁 即 能 心算 
8 位 数 除法 ,8 岁 学 会 微 积分 ,12 岁 学 习 了 下 . 波 莱 尔 (Borel) 的 ¢ 函 
数论 教程 >。10 岁 人 大 学 预科 ,是 匈牙利 类 林 匹 克 数 学 竞赛 第 一 
名 。 不 到 18 岁 与 一 位 大 学 助教 合 写 了 一 篇 关于 推广 切 比 雪夫 多 
项 式 求 根 定理 的 论文 。 他 先后 在 柏林 大 学 和 瑞士 苏黎世 高 等 技术 
学 院 攻 读 化 学 ,同时 保留 布达佩斯 大 学 数学 系 的 学 籍 ,每 学 期 末 ， 
他 便 从 欧洲 赶 回 布达佩斯 参加 数学 系 的 期 未 考试 。1925 年 和 
1926 年 ,他 获得 化 学 工程 师 文 任 和 数学 博士 学 位 。1931 年 , 聘 为 
美国 普林斯顿 大 学 数学 系 终身 教授 。1933 年 ,普宁 斯 顿 高 级 研究 
院 刚 成 立 , 汉 : 诺 依 曼 受 聘任 研究 院 数学 物理 终身 教授 ,年 仅 29 
风 。 此 前 ,他 已 和 希 尔 伯 特 、 外 尔 . 施 密 特 、 爱 因 斯 坦 等 大 科学 家 过 
从 其 密 。 普 林 斯 顿 是 数学 与 物理 学 精英 云集 之 地 ,生活 安定 ,学 术 
气氛 浓厚 。1932 年 , 汉 诺 依 曼 从 数学 上 总 结 了 量子 力学 的 发 展 ， 
出 版 {量子 力学 的 数学 基础 一 书 , 这 -时 期 他 还 部 分 地 解决 了 关 
于 拓扑 群 成 为 李 群 条 件 的 希 尔 伯 特 第 五 问题 。 

第 二 次 世界 大 战 爆 发 之 后 , 汉 诺 依 闸 的 学 术 活 动 发 生 了 变 

化 ,此 前 ,他 主要 从 事 纯 数 学 研究 ,此 后 他 参与 了 与 反 法 西 斯 战争 
有 关 的 高 技术 工作 和 应 用 数学 研究 。1940 年 ,被 聘 为 弹道 实验 研 
究 所 科学 顾问 。1941 年 ,受聘 任 海军 兵 工 局 顾问 。 从 1943 年 起 ， 
他 以 顾问 的 身份 参加 制造 原子 弹 的 曼 险 顿 计划 ,指导 原子 弹 最 佳 
结构 与 配料 的 设计 工作 。 

1944 年 开始 , 汉 * 诺 依 曼 对 电子 计算 机 的 研制 与 程序 设计 握 
出 内 新 的 思想 ,制订 了 两 份 全 新 的 方案 ,并 把 主要 精力 投入 计算 机 
的 研制 和 计算 机 的 理论 研究 工作 。1946 年 , 汉 诺 依 姻 与 哥 德 斯 
坦 等 人 在 普林斯顿 高 级 研究 院 进行 了 “完全 自动 通用 数字 电子 计 
算 机 "(LAS) 的 研制 ,这 是 现代 通用 机 的 原型 ,1951 年 制造 成 功 ,其 
运算 速度 提高 到 每 秒 百 万 次 以 上 。 他 还 发 明了 自动 编程 和 流程 
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图 ,简化 了 编制 程序 的 繁琐 工作 ,他 把 计算 机 应 用 于 核武 器 设计 和 
天 气 预报 等 工程 技术 上 去 。 

第 二 次 世界 大 战 结束 后 , 汉 * 诺 依 曼 任 普 休 斯 顿 高 级 研究 院 计 
算 机 研究 所 所 长 ,同时 在 美国 海军 武器 实验 室 工作 。1954 年 被 任 
命 为 美国 原子 能 委员 会 委员 。 他 还 开创 了 自动 机 理论 研究 ,1951 
年 发 表 《 自 动机 的 一 般 逻 辑 理论 》, 为 人 工 智能 研究 葛 定 了 基础 。 
1955 年 ,美国 总 统 任命 汉 . 诺 依 虹 为 国家 导弹 委员 会 主席 , 且 担 任 
美国 数学 会 主席 。1945 年 一 1955 年 , 任 美国 电子 计算 机 计 设 局 局 
长 。1958 年 出 版 《计算 机 与 人 脑 } 一 书 ,把 大 型 计算 机 与 人 脑 进行 
比较 研究 。 

汉 , 诺 依 曼 一 生 获 得 众多 荣誉 ,例如 1937 年 获 美国 数学 会 博 
歌 (Bocher) 奖 ,1947 年 获 美国 总 统 奖 和 功勋 奖章 ,1956 年 获 爱 因 斯 
坦 奖 和 资 密 奖 等 。1961 年 ,《 汉 : 诺 依 曼 文 集 ) 出 版 , 收 和 人 他 生前 纯 
数学 论文 0 篇 ,应 用 数学 论文 0 篇 ,物理 学 论文 20 篇 。 另 有 未 
面世 的 遗 稿 8000 多 份 , 现 收藏 在 美国 国会 图 书馆 。 

汉 ' 庶 依 曼 作为 20 世纪 最 杰出 的 数学 家 之 一 ,他 的 学 术 思 想 
很 值得 后 人 学 习 借鉴 。 汉 : 诺 依 曼 不 是 孤 守 一 个 研究 方向 ,而 是 四 
面 出 击 , 但 绝 非 猫 奇 或 浅 党 辑 止 , 面 是 在 学 科 交 叉 的 研究 当中 取得 
重大 的 突破 ,尤其 是 他 不 把 自己 封闭 于 数学 王国 之 内 ,而 是 既 善 长 
纯 数学 ,又 能 关心 物理 学 力学 .计算 机 科学 等 非 数 学 领域 , 且 能 把 
实际 模型 化 成 数学 模型 加 以 研究 和 解决 ,不 仅 解 决 有 社会 效益 的 
实际 问题 (例如 原子 弹 .导弹 .计算 机 的 研制 与 使 用 技术 ), 叉 能 在 
应 用 数学 理论 上 有 大 的 创造 ， 他 认为 ,数学 如 果 只 在 纯 形式 的 基 
础 上 去 寻找 统一 性 ,是 注定 没有 前 途 的 。 汉 诺 依 曼 的 名 言 是 : 

“科学 不 应 当 只 是 解释 现象 
科学 的 主要 任务 是 建立 数学 模型 。” 

汉 , 诸 依 曼 在 纯 数学 方面 的 成 就 主要 在 6 个 方面 :集合 论 与 数 
学 基础 ,测度 论 , 遗 历 理论 , 群 论 , 算 子 理论 和 格 论 ;应 用 数学 方面 
的 成 就 主要 在 4 个 方面 :计算 数学 ,对 策 ( 博 弃 ) 论 .数理 经 济 学 . 计 
算 机 科学 。 
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1923 年 ,关于 康 托 儿 的 良 序 集 超 限 数 , 冯 : 庶 依 曼 发 表 了 《 超 
限 序 数 引 论 》 的 论文 。 

1925 年 ,发表 《 集 合 论 的 公理 化 》 的 论文 ,这 是 汉 * 谎 依 曼 的 博 
士 论 文 ,经 P 了 .贝尔 纳 斯 (Bemays) 和 下. 哥 德 尔 (Gdel) 完 善之 后 , 形 
成 公理 集合 论 中 的 NBG 系统 ,引入 “类 "的 概念 ,类 又 分 成 集合 和 
“ 真 类 " ,规定 真 类 不 能 作为 类 的 元 素 . 从 而 可 以 防止 "所 有 集合 的 
集合 "产生 的 悖 论 而 消除 第 三 次 数学 危机 。NBG 是 一 种 有 穷 公理 
系统 。 

1927 年 , 汉 : 诺 依 曼 发 表 《关于 希 尔 伯 特 的 证 明 论 》 的 论文 。 

在 1931 年 哥 德 哥 提出 不 完全 性 定理 之 前 , 汉 ' 诺 依 受 就 预感 
到 本 系统 中 存在 不 可 判 的 命题 ,例如 他 在 《集合 论 的 公理 化 ?中 说 : 
“暂时 ,除了 陈述 集合 论 本 身 的 缺 随 外 ,我 们 还 能 做 什么 呢 ? 没有 
一 种 已 知 的 方法 可 以 避免 其 中 的 困难 1” 

1933 年 一 1934 年 , 冯 - 诺 依 曼 把 欧 氏 空间 中 勒 贝 格 的 测度 理 
论 推广 到 抽象 空间 , 出 版 了 专著 《函数 算 子 》 

1933 年 ,发 表 《 拓 扑 群 中 解析 参数 导论 ?一 文 , 证 明了 和 希 尔 伯 
特 第 五 问题 在 紧 致 群 的 条 件 下 是 肯定 的 。 


关于 泛 函 分 析 中 的 算 子 理论 占 他 全 部 科学 成 果 内 容 的 二。 
1927 年 一 1930 年 ,他 首先 给 出 了 希 尔 伯 特 空间 的 抽象 定义 , 即 现 
在 我 们 正在 使 用 的 关于 希 尔 伯 特 空间 的 定义 。1929 年 ,发 表 《 函 
数 运算 代数 和 正规 算 子 理论 》。1935 年 ,发 表 《 论 算 子 环 》 的 系列 
论文 ,形成 了 所 谓 “ 诺 依 蝇 代数", 推广 了 有 限 维 空间 内 的 短 阵 代 
数 。 

1928 年 发 表 的 《关于 伙伴 游戏 理论 》, 标 志 着 对 策 论 作为 一 门 
数学 分 支 正 式 创立 。1940 年 ,与 奥地利 经 济 学 家 0. 摩根 斯 过 
(Morgenstem) 合 作出 版 了 《对策 论 与 经 济 行为 ) 的 数理 经 济 学 专著 ， 
环 辟 了 数理 经 济 学 的 先河 。 

对 于 计算 方法 , 汉 : 诺 依 曼 是 这 方面 的 专家 ,例如 他 与 $. 乌拉 
姆 倡导 的 蒙特 卡 罗 法 ,把 求解 的 数学 问题 化 成 概率 模型 而 获得 近 
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似 解 。 又 如 计算 = 维 立 方 体 的 某 子 区 域内 的 体积 时 , 按 均 匀 的 概 
率 在 空间 随机 地 选 点 ,再 利用 计算 机 确定 落 在 该 子 区 域 点 子 的 比 
例 , 当 所 选 的 点 足够 多 时 ,此 比例 便 可 确定 该 子 区 域 的 体积 ,此 方 
法 的 优点 是 对 问题 的 几何 形状 不 敏感 ,收敛 速度 与 维 数 无 关 ,特别 
适合 高 维 的 问题 。 

1947 年 , 冯 诺 依 曼 在 阐述 数学 思想 的 著作 《数学 家 》 一 书 中 
指出 :数学 的 发 展 与 自然 科学 有 着 密切 的 联系 ,数学 方法 渗透 于 并 
支配 着 自然 科学 的 所 有 理论 分 支 。 数 学 有 其 经 验 来 源 ,不 可 能 存 
在 绝对 的 ,脱离 所 有 人 经 验 的 严密 性 概念 ;而 另 一 方面 ,数学 是 创 
造 性 科学 ,受审 美观 的 支配 ,选择 题材 和 判断 成 功 的 标准 都 是 美学 
的 ,但 必须 防止 纯粹 美学 化 的 倾向 ;为 此 ,应 该 不 断 地 在 数学 中 注 
人 一 些 或 多 或 少 来 自 经 验 的 思想 。 汉 * 诺 依 曼 一 生 贯 彻 他 的 这 种 
学 术 思 柜 , 他 涉足 于 众多 的 科学 领域 ,力求 使 数学 与 物理 及 其 他 自 
然 科 学 的 纷繁 复杂 的 实际 表现 发 生 联 系 ,创造 数学 理论 与 方法 去 
解决 这 些 实际 问题 ,从 中 受到 启发 与 积累 数学 经 验 ,提炼 出 数学 的 
普 适 性 的 统一 的 抽象 理论 ,进而 组 建 严密 的 逮 辑 体系 和 主 宣 万 物 
的 普遍 真理 。 


第 七 章 ”微分 方程 


对 自然 界 的 深刻 研究 ,是 数学 聂 富 馈 的 源泉 。 
一 一 上 傅 里 叶 


1 常 微分 方程 


党 微分 方程 是 17 世纪 和 微 积分 同时 诞生 的 一 门 理论 性 极 强 
又 有 广泛 应 用 的 数学 中 心 学 科 之 一 。 微 分 方程 是 连接 物质 科学 万 
至 社会 科学 与 数学 科学 的 主要 桥梁 , 它 吸 收 数学 各 个 分 支 的 成 果 
又 带动 数学 各 分 支 的 发 展 ,是 一 门 综合 性 颇 强 的 数学 分 支 。 

1676 年 ,将 布 尼 效 给 牛顿 的 信 中 第 一 次 提出 “微分 方程 "这 个 
数学 名 词 。 

1693 年 , 莱 布 尼 效 给 出 一 阶 线性 方程 


业 = p(x)y + g(x) 


的 通 解 为 
yx) = de dr)erjeeoardx + | 
其 中 。 是 任意 常数 , 且 可 以 把 擎 次 齐 次 函数 微分 方程 
fx.y) = A1,¥) 
化 成 可 分 离 变 量 的 方程 。 
1696 年 一 1697 年 , 莱 布 尼 兹 和 雅 各 布 ` 伯 努 利用 变换 z = 7 
把 伯 努 利 方程 


各 +p(oy = qn)y 
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线性 化 从 而 可 得 其 通 解 。 
1740 年 , 欧 拉 用 自 变量 代 换 + = e: 把 欧 拉 方 程 线性 化 而 求 得 
a0. a = 0 


的 通 解 ,其 中 a 是 常数 。 

通 解 和 特 解 的 概念 是 1743 年 欧 拉 定 义 的 ,同时 欧 拉 还 给 出 恰 
当 方 程 的 解法 和 常 系数 线性 齐 次 方程 的 特征 根 解 法 。 

1739 年 9 月 15 日 , 欧 拉 给 约翰 伯 努 利 的 信 中 写 道 : 

“最 近 我 发 现 了 一 个 求 高 阶 微分 方程 的 方法 ,按照 这 一 方法 ， 
只 要 解 出 一 个 有 限 的 代数 方程 ,就 可 以 直接 得 出 微分 方程 的 积分 ， 
而 且 这 一 方法 适用 于 所 有 具有 如 下 一 - 般 形式 的 方程 

了 + SY + sy + sa + 4 + < + 0 


为 了 求 出 上 述 方程 的 积分 ,我 考虑 以 下 方程 或 代数 表示 式 
l+ap+bp + op +dpi+ ep + = 0 

为 不 论 什 么 样 的 方程 ,都 可 以 表示 成 一 些 因 式 之 积 ,这 些 因 

式 是 单 因 式 1 - ap 或 者 二 次 因 式 1 + op + 如 p ,并 且 都 是 实 因 式 。 

进行 了 这 种 分 解 之 后 ,我 认为 y 的 值 就 是 一 个 关于 x 和 某 些 常数 

的 有 限 表达 式 , 它 由 所 有 那些 与 上 述 代数 表达 式 的 因 式 相对 应 的 

成 员 组 成 ,各 列 成 员 构成 积分 的 个 别 项 。 单 因 式 1 - op 给 出 积分 


成 员 ce* , 困 式 1+ ap + fp 给 出 积分 成 员 
48 ~ 吧 
28 


< 杀人 Csin 人 


x+ Deos 
值得 注意 的 是 ,1 + ap + fp 不 能 被 分 解 成 单 因 式 , 当 48 > a 时 ， 
所 得 积分 仍然 是 实 的 。 下 面 让 我 们 来 举 一 个 适当 的 例子 

ydx4 = Kdiy, 或 y- Sir =0 
对 应 的 代数 表达 式 为 1- kp+=0, 它 有 3 个 实 因 式 1- 各 ,1+ 即 ， 
1+ 瑟 p2, 由 这 些 因 式 得 出 方程 的 积分 为 


lv lr Ed x 
y= Ce + Det+ Esin 天 + Feos 天 


在 这 表示 式 中 ,因为 我 们 一 步 写 出 4 项 积分 , 按 积分 性 质 的 要 求 ， 
它 就 合 有 4 个 新 的 常数 。 如 果 能 让 您 满意 ,最 尊敬 的 阁下 ,我 将 在 
另外 场合 写 出 我 的 证 明 。” 

网 拉 信 中 的 “代数 表示 式 " 现 在 已 改称 为 常 系数 线 性 齐 次 常 微 
分 方程 的 特征 方程 。 欧 拉 在 这 封 信 里 已 经 明白 无 误 地 创造 出 现在 
教科 书 中 所 用 的 常 系数 线性 齐 次 微分 方程 的 解法 。 

二 世纪 到 18 世纪 是 常 微分 方程 发 展 的 经 典 理论 阶段 , 以 求 
通 解 为 主要 研究 内 容 。 

1685 年 ,伟大 的 数学 家 莱 布 尼 兹 向 当时 的 数学 界 推出 求解 方 
程 ( 黎 卡 提 方 程 的 特例 》 


坚 = + 

的 通 解 的 挑战 性 问题 , 且 直 言 自 己 研究 多 年 未 果 。 这 个 方程 状 似 
朴素 简单 , 但 经 150 年 几 代 数学 家 们 的 全 力 冲击 仍 不 得 其 解 。 
1841 年 法 国 数学 家 刘 维 尔 证 明 意大利 数学 家 黎 卡 提 1724 年 提出 
的 黎 卡 提 方 程 


全 = p(x)y + g(r)y 4 r(x) 


的 解 一 般 不 能 通过 初等 函数 的 积分 来 表达 ,从 而 让 大 家 明白 了 不 
是 什么 方程 的 通 解 都 可 以 用 积分 手段 求 出 的 。 

在 方程 发 展 的 第 一 个 阶段 ,出现 许多 精彩 的 成 果 。 例 如 1694 
年 , 菜 布 尼 兹 发 现 了 方程 解 族 的 包 络 ,1718 年 泰勒 提出 奇 解 的 概 
念 , 克 莱 罗 和 欧 拉 对 奇 解 进行 了 全 面 研究 ,给 出 从 微分 方程 本 身 求 
得 奇 解 的 方法 ,参加 奇 解 研究 的 数学 家 还 有 拉 格 朗 日 . 凯 莱 和 达 布 
等 人 。 

由 于 磁 了 歼 卡 提 方 程 的 钉子 ,从 18 世纪 下 半 叶 到 19 世纪 ,人 
们 从 求 通 解 的 热潮 转 而 研究 常 微分 方程 定 解 问题 的 适 定性 理论 ， 
此 为 常 微分 方程 发 展 的 适 定性 理论 阶段 。 
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19 世纪 20 年 代 , 柯 西 建 立 了 柯 西 问题 
E = f(x,7) 
y(xo) = 30 
解 的 存在 唯 -性 定理 。1873 年 ,德国 数学 家 李 普 希 效 提 出 著名 的 
“ 李 普 希 兹 条 件 ” ,对 柯 西 的 存在 唯 ~- 性 定理 作 了 改进 , 

李 普 希 兹 (Lipschitz Rudolf Otto Sigismund, 1832 一 1903) 生 于 哥 
尼斯 堡 ,1853 年 获 柏 林 大 学 博士 学 位 ,1846 年 任 波恩 大 学 教授 , 先 
后 当选 为 巴黎 柏林、 格 丁 根 .罗马 等 科学 院 院士 ,从事 的 数学 研究 
方向 为 数论 . 贝 塞 尔 函数 , 常 微分 方程 .位 势 理论 .微分 几何 和 分 析 
力学 。 

在 适 定性 的 研究 当中 ,与 柯 西 , 李 普 希 兹 同一 时 期 ,还 有 皮 亚 
拿 和 比 卡 , 他 们 先后 于 1875 年 和 1876 年 给 出 常 微分 方程 的 逐次 
逼近 法 , 皮 亚 拿 在 仅仅 要 求 /(%,y) 在 (xo, yo) 点 邻 域 连续 的 条 件 
下 证 明了 柯 西 问题 解 的 存在 性 。 

比 卡 (Picard Chanes PEmile,1856 一 1941) 生 于 巴黎 ,1877 年 毕业 
于 巴黎 高 等 师范 学 校 , 1879 年 任 图 卢 效 大 学 教授 , 1898 年 任 巴 黎 
大 学 教授 ,1917 年 任 法 国 科学 院 终身 秘书 ,伦敦 皇家 学 会 会 员 , 主 
要 贡献 在 复 变 函数 论 .微分 方程 ,代数 几何 等 方面 ,著名 的 成 果 有 
复 变 函 数论 中 的 两 个 " 比 卡 定理 "和 微分 方程 中 的 比 卡 序 列 等 。 主 
要 著作 有 《分 析 数 学 专 论 》《 泛 函 方程 讲义 》 和 《二 元 代数 函数 论 )》。 

19 世纪 为 常 微分 方程 发 展 的 解析 理论 阶段 ,这 一 时 段 的 主要 
成 果 是 微分 方程 的 解析 理论 ,运用 寡 级 数 和 广义 备 级 数 解 法 , 求 出 
重要 的 一 些 二 阶 线性 方程 的 级 数 解 , 并 得 到 极其 重要 的 一 些 特殊 
函数 。 同 时 在 这 一 时 期 , 庇 加 莱 开 创 了 微分 方程 定性 理论 研究 , 李 
雅 普 诺 夫 则 开创 了 微分 方程 运动 稳定 性 理论 的 研究 。20 世纪 是 
微分 方程 定性 理论 阶段 。 

1816 年 贝 塞 尔 研究 行星 运动 时 ,开始 系统 地 研究 贝 塞 尔 方程 

wy tr + (x ny = 0 
这 个 方程 的 特殊 情形 早 在 1703 年 J. 伯 努 利 绘 莱 布 尼 效 的 信 中 就 
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已 提出 ,后 米 丹 尼 尔 ' 伯 努 利 和 欧 拉 也 都 讨论 过 这 一 方程 , 傅 里 叶 
和 泊 松 (Poisson) 也 讨论 过 它 。 

贝 塞 尔 得 到 了 此 方程 的 两 个 基本 解 J,(x) 和 -tx),J,lx) 称 
为 第 一 类 贝 塞 尔 示 数 或 n 阶 贝 塞 尔 消 数 ,J_ (x) 称 为 第 二 类 中 塞 
尔 函 数 或 ~- mn 阶 员 塞 尔 函 数 。 

初等 函数 之 外 的 函数 , 称 之 为 特殊 函数 。 从 18 世纪 以 来 , 数 
学 家 们 曾 得 出 过 数 以 百 计 的 特殊 函数 ,现在 这 些 画 数 大 部 分 已 被 
遗忘 ,但 尚 有 几 种 特殊 函数 ,由 于 它们 在 数学 和 自然 科学 中 的 作用 
非常 之 大 ,由 历史 筛选 为 每 个 数学 家 和 自然 科学 家 必须 通晓 的 数 
学 工具 。 贝 塞 尔 函 数 就 是 这 种 特别 重要 的 特殊 函数 之 一 。 当 我 们 
对 它 足 够 熟悉 之 后 , 写 一 个 贝 塞 尔 函数 的 符号 Ju(x ) 参 与 运算 时 ， 
就 像 写 了 一 个 smx 一 样 地 亲切 和 心安 理 得 。 

贝 塞 尔 ( Friedrich 有 Wiihelm Bessel, 1784 一 1846) , 德国 数学 家 和 
天 文学 家 , 生 于 明 登 , 座 于 哥 尼 斯 堡 。15 岁 辍 学 到 商店 当 学 徒 , 自 
学 天 文 与 数学 ,20 岁 时 发 表 彗 星 运 行 轨 道 的 论文 , 1810 年 任 太 距 
斯 堡 天 文 台 台 长 ,1812 年 当选 柏林 科学 院 院 士 。 代 表 作 是 1818 年 
出 版 的 《天 文学 基础 y。 对 贝 塞 尔 方 程 的 深 人 系统 的 研究 ,为 天 文 
学 提供 了 重要 数学 论证 与 计算 方法 。 他 是 高 斯 的 亲密 朋友 ,发 现 
了 其 密度 是 水 的 几 千 倍 的 一 颗 “ 死 星 ", 命 名 为 天 狼 星 伴星 ,对 现代 
天 文学 做 出 突出 贡献 

贝 塞 尔 求 得 贝 寨 尔 方程 的 级 数 解 


, 【一 1 六 2 天 二 让 
Je(z) = rr 


+ (Da ak 
TD = 2 FT rR (二 
贝 塞 尔 令 贝 塞 尔 方程 有 形 如 
ed 
的 级 数 解 ,代入 贝 塞 尔 方程 得 到 p = 上 n, 且 得 到 了 系数 C, 的 递 
推 公 式 
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(ptn+k)(lp+rk -nC+r Ce = Ok = 12… 

进而 得 到 了 系数 Cx 的 表达 式 , C2 , ;=0。 

1818 年 , 贝 塞 尔 证 明了 3,(x) 有 无 穷 个 零点 。1824 年 , 贝 塞 尔 
给 出 递 推 公式 

xBari( xX) -2nJaCx)+xJ -1x)=0 

后 来 有 众多 数学 家 和 天 文学 家 得 出 贝 塞 尔 函 数 的 数 以 百 计 的 
关系 式 和 表达 式 。1944 年 ,剑桥 大 学 出 版 了 G.N. Watson 的 巨著 
《 贝 塞 尔 函数 教程 》, 是 贝 塞 尔 函 数 研 究 成 果 的 集大成 。 

1867 年 ,Cad.G. Neumann 等 人 还 研究 了 函数 按 贝 塞 尔 函 数 的 
广义 傅 里 时 级 数 展 开 问 题 ,得 到 展开 式 


AD = Doh pe) 


其 中 | 局 | 是 天 (的 零点 ,0< Bi < 应 < < < 
这 种 展开 式 的 主要 根据 是 贝 蹇 尔 函 数 的 正 交 性 


ha BB dt = 0,7¥k 
展 式 中 的 系数 为 
2 ! | 2 
= RA = 12， 


在 解析 理论 中 另 一 个 极 重要 的 内 容 是 勒 让 德 方程 的 级 数 解 和 
勒 让 德 多 项 式 方面 的 成 果 。 

1784 年 , 坦 让 德 出 版 的 代表 作 《 行 星 外 形 的 研究 中 研究 了 勒 
让 德 方程 


(x) -2xy + a(n+1)=0 


假设 它 有 考级 数 解 y = > ok, 代 人 方程 后 求 得 递 推 公式 
(kh+2)((k + la tn kln+rk+l)a=0 
从 中 求 出 mu 的 表达 式 


an =(- Un tin 一 2m + 2)° 
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(an-2)n(nr (n+t3)(n+2m- 1) 
aam+l =(— Di 一 2m + 了 


fn-3)(n -Ta+2)(n+4) (nm+2m) 
其 中 ao,el 是 任意 常数 ,ao = 0, a = 1 时 得 一 解 (xj,ao= ,ai 
=0 时 得 另 一 解 y2( x) ,yi(x) 与 ya(z) 是 基本 解 组 。 当 mn 为 偶数 
时 ,yz(*) 为 多 项 式 , 当 =” 为 奇数 时 ,yi(%) 为 多 项 式 ,这 些 多 项 称 
为 惑 让 德 多 项 式 ,法 国 的 一 位 银行 家 (业余 研究 数学 ) 罗 德里 格 斯 
得 出 公式 


1 下 a 
Fant gr) ) 


其 中 P,(x) 是 勒 让 德 多 项 式 ,n=0,1,2,3,… 
勒 让 德 多 项 式 有 正 交 性 : 


pap (sa =0 (mB# 1) 
所 以 [ -1,1] 上 定义 的 可 积 函 数 (<) 有 广义 任 里 叶 展开 式 
fx) = Ppt) 
其 中 P(x) 是 坦 让 逢 多 项 式 ,系数 
大 = 2 二 fp sr)de 
利用 正 交 性 勒 让 德 又 研究 出 一 个 重要 结论 ; 
车 f(x) 是 [ -11] 上 的 平方 可 积 函数 ,次 数 不 超 过 " 的 多 项 
式 p(n) 当 中 ,使 得 
TU ~ pl) ds = min 


的 p(x) 答 为 (x) 的 按 勒 让 德 多 项 式 展开 的 广义 傅 里 叶 级 数 的 前 
na+1 项 , 即 函 数 按 勒 让 德 多 项 式 展 成 的 广义 傅 里 时 级 数 的 前 = + 
1 项 和 是 A x) 用 不 超过 n 次 多 项 式 最 小 二 乘 通 近 的 中 选 多 项 式 。 

勒 让 德 (Legendre Adrien Marie,1752 一 1833) ,法 国 数学 家 , 生 于 
巴黎 ,1770 年 毕业 于 马扎 兰 学 院 ,1775 年 任 媚 黎 军 事 学 院 教授 ， 


Pa(z)》 = 


315 


1782 年 以 《关于 阻尼 介质 中 的 弹道 研究 》 获 柏林 科学 院 奖 ,次 年 当 
选 为 巴黎 科学 院 院士 ,1787 年 当选 为 伦敦 皇家 学 会 会 员 。 主 要 从 
事 分 析 .几何 ,数论 和 天 体力 学 的 研究 。1794 年 ,出 版 《几何 学 基 
础 》, 其 中 讨论 了 平行 公设 问题 ,证 明了 x 与 到 的 无 理性 。1830 年 
出 版 的 《数论 》, 使 他 成 为 解析 数论 的 先行 者 之 一 。 重 要 著作 还 有 
《椭圆 函数 论 》, 代 出 三 类 基本 的 椭 画 积分 ,证 明 每 个 椭圆 积分 皆 为 
这 三 类 基本 的 椭 贺 积分 之 组 合 , 且 编 出 椭圆 积分 数值 表 ,是 椭 贺 积 
分 的 葛 基 人 之 一 。 在 数学 界 ,与 拉 格 朗 尽 、 拉 普 拉 斯 并 称 “ 名 人 
3L"o 


厄 米 特 (C.Henmite, 1822 一 1901) 研 究 了 方程 
Y-2xy +Ay=0, xE( -m+m) 

得 到 了 畸 级 数 解 。 当 4 是 非 负 偶数 时 ,这 个 解 即 为 著名 的 厄 米 特 
多 项 式 。 

厄 米 特 是 19 世纪 法 国 最 杰出 的 数学 家 之 一 ,他 证 明了 e 的 超越 
性 ,用 精 贺 函数 解 一 般 五 次 方 径 , 对 特殊 函数 ,数论 .代数 和 分 析 有 重 
槛 贡献 。 不 少 成 果 以 厄 米 特命 名 ,例如 厄 米 特 矩阵 应 米 特 多 项 式 等 。 
他 的 学 术 生 源 颇 有 戏剧 性 , 上 大 学 时 , 因 忽视 平时 作业 ,考试 成 线 很 
粳 。 毕 业 于 巴黎 综合 工程 学 校 。1856 年 当选 法 国 科学 院 院士 ,189 年 
任 巴 黎 理 学 院 教授 和 索 尔 药 大 学 教授 , 徙 得 保科 学 院 名 誉 院士 。 他 培 
养 了 法 国 一 代数 学 精英 ,例如 毕 卡 (Picard) ., 波 钾 隔 (Borel) 和 不 加 莱 
(poincare) 这 些 大 数学 家 都 是 应 米 畦 的 门生 。 他 的 成 果 不 但 数学 理论 
性 强 ,而 且 应 用 价值 极 大 ,例如 厄 米 特 矩阵 对 海 森 堡 的 量子 力学 , 厄 米 
符 多 项 式 对 更 定 刘 方程 都 有 大 几 。 

切 比 雪夫 (Tehebycheff,1821 一 1894) 研 究 了 方程 

( -xz -ay'+py=0 (p 是 常数 ) 

得 出 1x1<1 时 的 两 个 线性 无 关 解 (基本 解 ), 生 证 明 当 p 是 非 负 整 
数 时 ,此 方程 有 一 个 解 为 n 次 多 项 式 ,此 多 项 式 ( 乘 以 适当 常数 仍 
是 解 } 即 著名 的 切 比 雪夫 多 项 式 。 

切 比 雪夫 出 身 贵族 , 生 于 俄国 东 卢 加 ,1837 年 ,16 岁 时 考 人 莫 
斯 科大 学 物理 数学 专业 ,毕业 后 留 校 作 助教 , 1846 年 转 人 彼得 保 
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大 学 做 助教 ,他 的 才干 得 到 布 雅 可 夫 斯 基 和 奥 斯 特 罗 格拉 德 斯 基 
两 位 大 数学 家 的 赏识 。1847 年 , 切 比 雪夫 在 《关于 用 对 数 积分 ?的 
晋 职 报告 中 ,解决 了 奥 斯 特 罗 格 拉 德 斯 基 提 出 的 一 类 元 理 隔 数 的 
积分 问题 。1849 年 ,他 的 《 论 同 余 式 ?的 博士 论文 通过 答辩 , 旦 获 
被 得 堡 科学 院 最 高 数学 奖 。1860 年 任 彼得 堡 大 学 教授 ,1872 年 ， 
彼得 堡 大 学 授予 他 功 助 教授 称号 。 

在 彼得 煲 大 学 , 切 比 雪夫 教 过 10 余 门 课程 ,著名 的 微分 方程 
专家 李 雅 普 诺 夫 评 价 说 ;“ 切 比 雪 大 的 授课 精练 ,生动 ,富有 了 吸引 
力 ,热衷 于 向 学 生 秘 明 最 重要 的 观念 ,充满 了 对 问题 和 科学 方法 重 
要 意义 的 奇妙 评论 。” 

1859 年 . 切 比 雪夫 当选 被 得 堡 科学 院 院 士 兼 应 用 数学 部 主 
席 。1873 年 当选 为 法 兰 西 科 学 院 ,柏林 皇家 科学 院 通讯 院士 和 意 
大 利 科 学 院 院士 。 

19 世纪 以 前 ,俄国 数学 落后 ,科学院 的 院士 都 是 外 国人 ,例如 
欧 拉 、 尼 十 拉 伯 努 利 , 丹 尼 尔 , 伯 努 利和 哥 德 巴 苏 等 ,俄罗斯 没有 
自己 的 著名 数学 家 。 到 19 世纪 上 半 叶 , 才 出 现 了 罗 巴 切 夫 斯 基 、 
布 雅 可 夫 斯 基 . 奥 斯 特 罗 格 拉 德 斯 基 等 优秀 数学 家 ,但 大 多 是 在 西 
欧 受 教育 成 长 起 来 的 。 切 比 雪 夫 是 土生 土 长 的 俄国 学 者 ,他 有 自 
己 独 特 的 学 本 风格 ,成 为 彼得 堡 学 派 的 葛 基 人 和 当之无愧 的 领 袜 ， 
他 在 概率 论 .解析 数论 和 函数 逼近 论 (用 切 比 雪夫 多 项 式 逼 近 ) 领 
域 作出 了 具有 世界 领先 水 平 的 成 果 。 

理论 联系 实际 是 切 比 雪夫 的 一 个 鲜明 特点 ,用 直观 的 初等 方 
法 解决 难题 是 他 的 罕见 专长 ,他 的 名 言 是 : 

“使 数学 家 脱离 实际 需要 ， 
就 好 比 把 母 牛 关 起 来 ， 
不 让 它 接触 公牛 。” 

1878 年 ,在 巴黎 博览 会 的 俄国 馆 , 展 出 了 切 比 雪 大 的 各 种 机 
拭 制 造 类 发 明 , 其 中 有 手 播 计算 机 、 划 船 机 械 人 ,机械 马 等 令 人 叹 
为 观 止 的 精妙 设计 模型 。1893 年 ,在 美国 芝加哥 万 国 博览 会 上 ， 
又 展 出 切 比 雪夫 的 大 批发 明 样品 ,例如 曲线 规 , 压 力 机 、 得 分 选 种 
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机 步行 机 等 ,鬼斧神工 ,引起 观众 的 刻 动 。 他 的 许多 发 明 至 今 仍 
在 俄国 科学 院 和 莫斯科 博物 馆 以 及 巴黎 艺术 学 院 收藏 ,共计 80 余 
种 。 在 机 械 制 造 方面 , 切 比 雪夫 应 用 数学 模型 进行 设计 与 计算 ,在 
理论 上 得 出 许多 重要 结果 ,例如 直 动 机 理论 .连续 运动 化 为 脉冲 运 
动 理论 ,最 简 平行 四 边 形 定 则 . 绞 链 杠杆 系统 变 成 机 械 的 条 件 .一 
绞 链 四 环节 连 杆 运动 定理 ,离心 控制 器 原理 等 。 
1856 年 , 切 比 雪夫 被 任命 为 俄国 炮兵 委员 会 委员 ,他 用 插值 
理论 分 析 弹 着 点 。 同 年 他 在 彼得 堡 大 学 教授 联席 会 上 作 了 《 论 地 
图 制 法 》 的 报告 ,用 数学 理论 改进 了 地 图 的 绘制 。1878 年 ,在 法 国 
科学 院 第 七 次 年 会 上 , 切 比 雪夫 作 了 《 论 服 装 裁剪 }》 的 报告 ,提出 的 
“ 切 比 雪夫 网 ” ,成 了 曲面 论 中 的 一 个 重要 概念 。 

切 比 雪夫 还 是 一 位 热心 的 教育 家 ,著名 的 微分 方程 运动 稳定 
性 理论 创始 人 李 雅 普 庶 夫 就 是 他 的 学 生 。 他 还 不 顾 沙 皇 政 府 的 反 
对 , 力 排 众 议 ,推荐 世界 上 第 一 位 女 博士 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 为 俄国 科 
学 院 通讯 院士 。 

切 比 雪夫 终生 未 变 , 虽 出 身 焉 族 ,但 生活 简朴 , 积 蔓 全 部 用 于 买 
书 和 机 械 制造 的 研制 。 去 世 时 ,身后 既 无 后 代 , 亦 无 金钱 ,但 他 给 人 
类 留 下 的 是 一 笔 不 可 传 量 的 数学 遗产 和 一 个 人 才 蔚 从 的 数学 学 派 。 

在 常 微分 方程 的 解析 理论 研究 中 ,也 有 数学 王子 高 斯 的 成 果 。 
1812 年 ,高 斯 研究 了 高 斯 超 几何 方程 

x(1-x)w+ir-(e+rpB+rDziz -op =0 


得 到 级 数 解 
F(a,B,Y;%)= 1 e+ {7.1) 


这 个 级 数 称 为 超 几 何 级 数 。 高 斯 还 建立 了 公式 


rr(7Y -a 8) 
FlasB,r,1) = Ty ny 前 
高 斯 指出 ,对 于 ,8,y 的 不 同 的 值 , 这 个 级 数 (7.1) 包 括 了 几乎 所 
有 的 初等 责 数 和 许多 像 贝 塞 尔 函数 等 特殊 函数 ,例如 
1 
下 一 区 


FUL.8,Bix) = 上 +x+52+T = 
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ca ,有 等 于 零 或 负 整数 时 , 超 几 何 级 数 是 -个 多 项 式 等 。 

1839 年 ,法 国 数学 家 拉 梅 (Lafe Gabriel,1795 一 1870) 把 拉 普 拉 
斯 方程 变 成 拉 梅 方程 

Cp- PCp? ~) + pl - 


Hr pp -n(n+ piEp) =0 
其 解 E(p) 称 为 拉 梅 函数 或 椭 球 调和 函数 。 对 于 整数 4 , 拉 梅 函数 
形 如 


_ 好) BE + 


BRP) = a0p + Gp + 
或 者 是 这 种 多 项 式 乘 上 V 丘 - 且 , 或 者 狠 上 V Pr- 忆 , 或 者 于 上 
V 一 太 与 / -可 两 个 因子 。 
Fr(p) = (2m + Dap) 


do 
VP PR)(p 要) 或 (o) 卫 
或 (e) 称 为 第 二 类 拉 梅 函数 。 
拉 梅 是 巴黎 大 学 教授 ,主要 贡献 在 微分 方程 ,微分 几何 ,数论 
和 函数 论 几 方面 。1839 年 ,他 证 出 费 马 大 定理 上 = 7 时 成 立 。 他 
还 对 应 用 力学 颇 有 研究 , 曾 到 俄国 从 事 桥 粱 工程 的 设计 与 施工 。 
19 世纪 方程 解析 理论 中 一 个 重点 成 果 是 关于 奇 点 的 富 克 斯 
理论 。 德 国 数学 家 窜 克 斯 (Fuchs Immanuel Lazams, 1833 一 1902) 是 
外 尔 斯 特 拉 斯 的 学 生 ,柏林 科学 院 院士 。 他 看 到 著名 的 贝 塞 尔 方 
程 . 勤 让 德 方程 和 高 斯 超 几何 方程 等 ,如 果 表 成 形 如 
yorpilr)y i+ + p(y =0 (7.2) 
的 形式 , 则 系数 有 奇异 性 ! 于 是 窜 多 斯 深入 研究 这 种 齐 次 线性 方 
程 在 奇异 点 邻 域内 解 的 性 质 ,他 把 x 收成 z, 在 复 平面 上 讨论 这 种 
方程 , 富 克 斯 得 出 结论 : 
若 系数 pi(z), ps(z),… ,pa(z) 在 a 点 及 其 某 个 邻 域内 解析 ， 
且 y(e),y(e), ,yo0(a) 是 任 给 定 的 初 值 , 则 方程 (7.2) 存 在 
唯一 的 形 如 


ya = 六 二 1 C0) a) 


r=0 
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的 害 级 数 解 ,此 级 数 在 以 a 为 中 心 , p,(z) 在 其 中 解析 的 任何 圆 内 
绝对 级 收 敏 ; 解 仅 在 系数 有 奇异 性 的 地 方 有 奇异 性 。 
1784 年 ,Geory Probenius 讨论 了 方程 


» dw 
2 dz 


+ lpi(z ) 由 -人 da 下 pt) BE 4 pl)w =0 


其 中 p,(z) 在 z=0 及 其 邻 域内 解析 , 串 以 得 到 = 个 基本 解 。 若 用 
级 数 来 表示 ,此 级 数 形 如 


= Se 
其 中 系数 c, 和 指标 。 可 以 确定 ， -此 级 数 在 某 - 邻 域内 收敛 。 

1833 年 ,瑞士 数学 家 斯 图 姆 (Stam Charles Francois, 1803 一 
1855) 和 他 的 好 朋友 刘 维 尔 {Liouville Joseph, 1809 一 1882) 开 始 研究 
二 阶 方程 

D+ My + ANy =0 

的 特征 问题 ,其 中 Lz#0, 上 , M,N 是 zx 的 连续 函数 ,4 是 参数 。 志 
乘 4-!ejw'w 之 后 ,方程 化 为 

时 [po 至 + p(x)y = 0,p(x) > 0,p(x) >0 
性 吉它 交 过 值 条 作 

他 人 -hyla)=0 

YB + hy(b) = 0, hi20,hr>0acb 
斯 图 姆 和 刘 维尔 得 出 结论 ; 

(1) 仅 当 4 到 递增 到 + % 的 一 个 正 数列 14,1 的 任 一 值 时 ,此 
边 值 问题 有 非 零 解 。 

(2) 对 每 一 个 , 解 是 一 个 函数 w 的 售 数 ,0% 可 以 用 | oo2dz 
= 1 加 以 规范 化 。 


(3) 存在 正 交 性 | pewindx = om zn。 
(4) 每 个 在 区 间 (a,5) 上 二 次 连续 可 微 的 满足 边 条 件 的 丽 数 
气相] 可 以 展 成 一 臻 收 伍 级 数 
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fx) = By cmalx) 


bv 
中 co = pfl) ax, 


(5) | poldaz = Doe 


结论 (5) 是 1799 年 由 法 国 数学 家 Marc-Antoine Parseval 得 到 
的 , 称 为 Parseval 公式 。 

斯 图 姆 是 巴黎 科学 院 .柏林 科学 院 ,彼得 堡 科学 院 院 士 ,英国 
皇家 学 会 会 员 。 徐 上 述 特征 问题 方面 的 贡献 外 ,还 于 1829 年 解决 
了 实 系数 代数 方程 实 根 个 数 问题 ,以 及 射影 几何 和 微分 几何 方面 
的 一 些 重要 问题 。1827 年 ,还 因 研 究 不 可 压 流 体 的 论文 而 获 巴黎 
科学 院 大 奖 ,1833 年 加 人 法 国籍 。 

刘 维 尔 是 法 国 著名 数学 家 ,1830 年 毕业 于 法 国道 路 与 桥梁 
学 院 ,1836 年 获 博士 学 位 ,先后 在 巴黎 综合 工科 学 校 .法兰西 学 
院 .巴黎 大 学 任 数学 分 析 与 理论 力学 教授 。1839 年 当选 为 巴黎 
科学 院 院 士 ,1836 年 创办 《纯粹 与 应 用 数学 学 报 》, 连 任 主编 40 
年 ,被 誉 为 “ 刘 维 尔 杂 志 " ,发 表 过 众多 著名 数学 家 的 大 作 , 例 如 
1846 年 首次 刊 出 协 罗 瓦 关于 群 论 的 开山 之 作 , 此 杂志 对 19 世 
纪 的 数学 发 展 起 了 重要 作用 。 刘 维尔 本 人 发 表 论 文 400 多 科 ， 
涉及 数学 与 物理 学 的 十 几 个 分 支 ,例如 他 首次 证 明 超 越 数 的 存 
在 性 ,建立 了 解析 函数 一 般 理 论 中 的 “ 间 维 尔 定理 ”: 平 面 上 任 
一 有 界 整 函数 皆 常 数 。 

1877 年 ,Hill 研究 二 阶 方程 ( Hil 方程 ) 

+ Ox=0 
其 中 9(4}) 以 2x 为 周期 ,用 他 研究 的 结论 证 实 月球 近 地 点 的 运动 
是 周期 性 的 。 开 创 了 周期 系数 方程 的 研究 , 庞 加 菜 也 参加 了 Hil 
方程 的 研究 。 在 Hill 工作 的 启发 之 下 , 庞 加 莱 为 支配 行星 运动 及 
其 稳定 性 和 硅 期 性 的 研究 开辟 了 一 条 新 的 途径 ,开创 了 微分 方程 
定性 研究 的 新 时 代 。 
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2 常 微分 方程 定性 理论 


自从 1841 年 刘 维尔 证 明 黎 卡 提 方 程 牧 = 和 + 六 不 存在 初等 
函数 积分 表示 的 解 之 后 ,研究 方程 的 方法 有 了 明显 变化 ,数学 家 们 
开始 从 方程 本 身 ( 不 求解 ) 直 接 讨 论 解 的 人 性质。 法 国 大 数学 家 们 研 
究 的 三 体 问题 就 不 能 用 已 知 函 数 明显 地 解 出 ,从 而 运动 的 稳定 性 
问题 就 不 可 能 通过 考察 解 的 性 态 而 得 到 。 庞 加 莱 终 于 找到 了 从 方 
程 本 身 找 出 答案 的 诀窍 ,1881 年 ,1882 年 ,1885 年 和 1886 年 ,他 在 
《Jour. de Math》 杂 志 上 用 辐 一 标题 《关于 由 微分 方程 确定 的 曲线 的 
报告 ) 发 表 了 4 篇 论文 ,他 说 ;“ 要 解答 的 问题 是 , 动 点 是 否 描 出 一 
条 闭 早 线 ? 它 是 否 永 远 去 留 在 平面 某 一 部 分 内 部 ?” 换 句 话说 ,并 
且 用 天 文学 的 话 来 说 ,我 们 要 问 轨 道 是 稳定 的 还 是 不 稳定 的 ”从 
1881 年 起 , 庞 加 莱 独 创 出 常 微分 方程 的 定性 理论 。 

庞 加 莱 在 他 的 1881 年 和 1882 年 的 论文 当中 分 析 道 :“ 由 微分 
方程 所 定义 的 函数 的 完整 理论 对 纯 数 学 与 力学 中 的 许多 问题 都 是 
有 用 的 。 然 而 ,在 多 数 情 况 下 ,显然 利用 已 知 函 数 去 积分 这 些 方程 
根本 不 可 能 。 因 此 ,如 果 局 限于 那些 可 以 通过 积分 处 理 的 情况 , 那 
么 可 以 研究 的 领域 将 非常 之 有 限 ,而 且 应 用 中 出 现 的 大 量 问题 也 
将 无 法 解决 。” 

“因此 ,有 必要 研究 微分 方程 所 定义 的 函数 本 身 , 而 不 企图 将 
其 化 简 到 比较 简单 的 函数 。 这 类 似 于 我 们 研究 代数 函数 时 遇 到 的 
情形 ,先前 人 们 试图 将 其 简化 为 根 式 ,而 现在 人 们 大 都 直接 对 其 进 
行 研究 ,在 研究 微分 方程 时 ,也 是 如 此 。 对 一 个 函数 的 研究 ,包括 
两 个 部 分 : 

(1) 定性 部 分 ,或 者 说 该 函数 所 定义 的 曲线 的 几何 研究 。 

(2) 定量 部 分 ,或 者 说 该 函数 的 函数 值 的 数值 计算 。 

例如 在 研究 代数 函数 时 ,首先 用 施 图 姆 (Sturm) 定 理 找到 实 根 
个 数 ,这 是 定性 部 分 ,接着 计算 这 些 根 的 数值 ,这 就 是 对 函数 进行 
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定量 分 析 。 

构造 微分 方程 定义 的 曲线 ,这 一 步 定性 研究 一 电 完 成 ,将 有 利 
于 函数 的 数值 计算 。 

“定性 研究 本 身 也 是 非常 有 趣 的 。 事 实 上 ,许多 极为 重要 的 分 
析 与 力学 问题 ,都 能 简化 为 定性 研究 。 例 如 三 体 问题 ,人 们 可 以 问 ， 
是 否 三 体 之 一 将 始终 停留 在 天 空 的 某 一 特定 区 域 .或 者 它 是 否 会 消 
退 于 无 穷 ? 也 可 以 问 ,是 否 三 体 之 某 两 体 之 间 的 距离 将 无 限 地 增 大 
或 缩小 ,或 者 保持 有 界 ? 这 种 类 型 的 问题 可 以 问 上 一 千 个 ,然而 -… 
旦 人 们 定性 地 构造 出 三 体 运动 的 轨道 ,它们 将 全 部 得 到 解决 。 

以 上 问题 ,给 几何 学 家 展现 了 一 个 广阔 的 研究 领域 ,在 此 ,我 
不 想 面面俱到 ,而 只 想 涉及 它 的 前 沿 。 我 想 把 自己 局 限 在 一 个 非 
常 特殊 然 面 却 最 自然 的 情形 , 即 考 虑 一 阶 微分 方程 


至- 企 (7.3) 
其 中 庆 与 了 是 x,y 的 多 项 式 。” 
庞 加 莱 在 研究 方程 (7.3) 时 发 现 了 满足 方程 组 
[i =0 
Yix,y) =0 
的 点 (x ,y) 对 微分 方程 (7.3) 的 轨 线 研究 是 一 种 关键 点 ,他 把 这 种 
点 称 为 奇 点 。 如 果 把 方程 (7.3) 写 成 方程 组 形式 


d: 
= X(x,y) 


(7.4) 


9 
时 = Y(x,y) 


{x,y) 平 面 ( 现 称 相 平面 ) 上 奇 点 也 是 解 。 庞 加 莱 把 合 点 分 威 4 
类 .焦点 ,鞍点 , 结 点 和 中 心 。 

庞 加 莱 在 他 i881 年 一 1886 年 的 4 篇 文章 中 发 现 了 非 线性 方 
程 组 (7.4) 的 极限 环 ,而 且 建 立 了 极限 环 的 存在 定理 , 即 著名 的 庞 
加 莱 环 域 定理 ; 
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车 Q 是 一 个 环 城 .其 中 无 奇 点 ,Pi 与 了 分别 是 只 的 内 外 边 
界 , 当 :增加 时 ,与 Pi ,Ta 相交 的 轨 线 丝 进 入 2 , 则 2 内 至 少 存在 
一 个 外 出 稳 定 和 一 个 内 侧 稳定 的 极限 环 。 

在 讨论 轨 线 时 , 庞 加 菜 使 用 了 极 坐标 。 

对 于 奇 点 , 庇 加 莱 引 进 了 闭 曲 线 指数 的 概念 。 对 于 方程 组 
(7.4) , 庞 吉 莱 定义 

EE 
为 闭 曲线 C 的 指数 , 且 证 明 出 下 列 结论 : 若 5 是 闭 轨 , 则 7=1;C 
内 无 奇 点 , 则 7 = 0, 若 C 内 仅 含 一 个 奇 点 时 ,了 称 为 此 奇 点 的 指 
数 ; 庇 加 莱 得 到 结论 : 

闭 轨 内 各 奇 点 的 指数 的 代数 和 为 1。 

庞 加 莱 (Jules Henri Poincare,1854 一 1912) 是 20 世纪 最 伟大 的 
数学 家 之 一 。 生 于 法 国 南 锡 。 庞 加 莱 幼 年 时 即 为 一 个 诚实 .正直 、 
公平 待人 的 孩子 ,以 至 于 被 同伴 误 认为 繁 挂 ,但 他 的 真正 兴趣 不 在 
于 在 游戏 中 胜 过 小 朋友 ,而 在 于 读书 ,他 的 记忆 迅速 ,准确 而 持久 ， 
而 且 有 丰富 的 想象 力 和 直 党 本领 ,思考 问题 ,注意 力 绝对 集中 , 可 
以 不 受 外 界 一 切 干扰 。 

1873 年 人 综合 工科 学 校 深造 , 1879 年 获 数学 博士 学 位 。1881 
年 任 巴 黎 大 学 教授 ,主讲 力学 与 实验 物理 学 课程 。33 岁 当选 为 法 
国 科学 院 院 土 ,1906 年 任 法 国 科学 院 院 长 , 1908 年 当选 为 法 兰 西 
学 院 院 士 。 在 34 年 的 学 术 生涯 当中 ,发 表 500 篇 科学 论文 和 30 
种 科学 专著 ,几乎 覆盖 了 纯 数 学 和 应 用 数学 的 所 有 领域 。 最 突出 
的 贡献 在 微分 方程 定性 理论 方面 ,是 现代 常 微 分 方程 研究 的 开山 
鼻祖 ,对 天 体力 学 和 电动 力学 也 有 极其 重要 的 贡献 。 他 是 19 世纪 
最 后 四 分 之 一 和 20 世纪 初 数学 界 的 领袖 人 物 。 对 所 处 时 代 的 爹 
部 数学 有 创造 性 的 掌握 和 创新 , 谍 加 莱 可 能 是 达到 这 种 地 步 的 最 
后 一 位 太 师 了 。1912 年 6 月 26 日 , 独 死 于 心肌 梗塞 , 亡 年 58 岁 。 
庞 加 莱 的 名 言 是 : 

“人 生 就 是 持续 的 斗争 。” 
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沃 尔 泰 拉 悼 念 庞 加 莱 时 说 :“ 我 们 确信 , 庞 加 莱 的 一 生 没 有 片刻 
的 休息 .水运 是 一 位 朝气 莲 勃 的 .健全 的 战士 ,直至 他 的 逝世 。” 

庞 加 莱 在 学 术 上 是 一 个 征服 者 ,但 不 是 一 个 “殖民 者 ”, 他 是 与 
词 斯 媲美 的 全 才 数 学 家 ,生前 他 获得 法 国政 府 的 最 高 荣誉 ,还 得 过 
英 , 俄 .瑞典 .匈牙利 等 国政 府 的 奖赏 ,担任 过 法 辐 以 外 其 他 国家 科 
学 院 院 十 头衔 30 几 个 ,他 的 名 著 被 译 成 十 几 种 文字 在 全 世界 大 量 
发 行 ,例如 名 著 《 关 于 由 微分 方程 确定 的 曲线 的 报告 》4 篇 文章 以 
及 《天 体力 学 的 新 方法 》3 卷 是 现代 微分 方程 及 天 体力 学 的 开山 之 
作 。1916 年 一 1954 年 ,巴黎 科学 院 出 版 了 《 庞 加 羔 全 集 》10 卷 ,是 
继 欧 拉 、 桔 西 之 后 ,最 多 产 的 数学 家 ,生前 任 巴 黎 大 学 教授 期 间 每 
年 开 一 门 新 课 , 而 且 在 每 门 课程 中 都 有 他 自己 的 创造 性 成 果 教 授 
给 学 生 。 

庞 加 莱 是 直觉 主义 的 个 强 有 力 的 倡导 者 ,他 认为 “ 逐 辑 用 于 
论证 ,直觉 用 于 发 明 ”, 他 认为 真理 是 人 们 为 了 方便 而 约定 的 原理 ， 
他 是 一 位 颇具 哲学 气质 的 数学 家 。 

庞 加 莱 的 定性 理论 是 动力 系统 的 开端 。 

另 一 位 对 常 微分 方程 定性 理论 的 主要 创始 人 是 挪威 数学 家 班 
迪克 逊 (Bendixson Ivar Otto) ,从 1900 年 起 ,他 开始 从 事由 紫 加 莱 开 
创 的 微分 方程 轴线 的 拓扑 性 质 的 研究 工作 ,1901 年 发 表 著名 论文 
《由 微分 方程 定义 的 曲线 》。 

班 迪 克 逊 的 重要 成 果 很 多 ,例如 : 

(1) =X(x,y),y = Y(x,Y) 中 ,在 单 连通 区 域内 XX(x， 
力 , Kx,y) 连 续 可 微 , 且 34 + 3 保持 党 导 , 不 在 6 的 任 子 区 域内 
恒 为 零 , 则 6 中 无 闭 轨 。 

(2) 自治 系统 二 = X(x,y),y= Y(x,y) 的 从 (xo,70) 点 出 发 的 
轨 线 的 极限 集合 不 空 有 界 ,不 含 奇 点 , 则 此 极限 集 是 一 个 闭 轨 。 

(3) 自治 系统 只 有 有 限 个 奇 点 , 则 在 有 界 区 域内 的 半 轨 线 的 
极限 集 只 能 是 以 下 3 种 之 一 : 

人 外 一 个 奇 点 ;多 一 个 闭 轨 ;加 奇 点 和 当 1 一 + x ,二 一 吕 时 趋 
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于 这 些 奇 点 的 轨 线 。 
其 中 (2) 与 (43) 是 与 庞 加 莱 联 合 署 名 发 表 的 。 辆 线 的 极限 集 的 
定义 是 1912 年 由 美国 数学 家 伯 克 埠 夫 ( Birkhoff George David， 
1884 一 1944) 给 出 的 : 

设 y = yp(!) 是 平面 自治 系统 4=X(x,y),y = Y(x,y) 的 过 
已 点 之 轨 线 , 相 平 面 上 一 点 旭 称 为 yp(t) 的 w 极限 点 (a 极限 点 )， 
车 存在 趋 于 + m{- %) 的 序列 <tp<<h< (>i >13> 
… > t,>'…) ,使 得 


limd( Ypltn),0)=0 
中 d{4,B) 是 4,8 两 点 之 间 的 欧 几 里 得 距离 。 

伯 克 霍 夫 生 于 美国 密 执 安 州 ,其 父 是 物理 学 家 , 伯 克 霍 夫 
1907 年 获 芝加哥 大 学 博士 学 位 。 他 倾心 攻读 庞 加 莱 的 著作 ,继承 
了 庞 加 莱 在 动力 系统 领域 的 研究 方法 , 且 作 了 重大 发 展 。1911 年 
任 普 林 斯 顿 大 学 教授 ,1935 年 一 1939 年 , 任 险 佛 大 学 文理 学 院 院 
长 ,1924 年 一 1926 年 , 任 美国 数学 会 主席 ,1936 年 一 1937 年 任 美国 
科学 促进 会 主席 ,是 美国 数学 界 公认 的 一 位 杰出 的 领袖 ,一 生 获 得 
许多 世界 性 数学 奖 。 

常 微分 方程 定性 理论 中 另 一 个 重要 领域 是 1892 年 由 俄国 数 
学 家 李 雅 普 诺 夫 创 立 的 运动 稳定 性 理论 。1892 年 李 雅 普 诺 夫 的 
博士 论文 《关于 运动 稳定 性 的 一 般 问题 》 给 出 了 判定 运动 稳定 性 的 
普遍 的 数学 方法 与 理论 基础 。 李 雅 普 诺 夫 毕 业 于 彼得 堡 大 学 数学 
系 ,1901 年 当选 为 彼得 保科 学 院 院士 ,是 切 大 雪夫 创立 的 彼得 保 
学 派 的 杰出 代表 。 

李 雅 普 诺 夫 论 文 的 内 容 用 现在 的 表述 方式 摘要 如 下 : 

= f(r),tE[0,+ %),xE DCRE FD 是 开 人 区域。x = y(t) 
是 一 个 解 ,:E [0, + 吧 ), 对 任 给 的 s>0, 存 在 83>0, 使 得 

(1) 满足 目 xo- %(0) | < 6 的 初 值 x(0) = xo 对 应 的 解 p24; 
0,xo) 在 [0, + wm) 上 存在 ; 

(2) 对 一 切 :EE[0, + w)， 
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| oCias0,x0) -pl <e 

则 称 特 解 x = y《 +) 在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 稳定 。 

车 还 有 

im， [gts0,.x0) - 由 DLL =0 

则 称 %( 2) 是 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 渐 近 稳定 ;车 5>0 可 以 任意 选取 ， 
则 称 g( 4) 全 局 渐 近 稳定 。 

李 雅 普 诺 夫 还 给 出 了 稳定 性 的 两 个 判别 法 ; 

(1) 对 于 x=Axt+ R(t,x), 
其 中 4 是 常数 矩阵 , 若 4 的 特征 值 此 有 仙 实 部 , 且 RG.x) 在 上 | 
< ,1>0 上 连续 ,对 # Lip. 连 续 , R(4,0) = 0，jlim, 下 1R 
(t,x*) 日 = 0, 则 零 解 奖 近 稳定 。 

(2)》 车 六 0) =0,Ax) 在 上 xz <<h 上 连续 ,V(x) 是 上 x 所 衣 
上 的 定 正 ( 负 ) 函 数 , 且 V(x) 在 丰 + < h 上 连续 可 微 ,KV VY, = 
tz), 则 w(x) 常 负 ( 正 ) 时 ,x =/(*) 零 解 稳定 ,v(x) 定 负 ( 正 ) 时 ,x 

> 和 oVv ov ov 

= /(z) 的 零 解 浙 近 稳定 ,其 中 了 = (33 3) ,(…) 表 
示 向 量 点 乘 。 

所 谓 V(x) 常 正 , 指 VC0) =0, V(r) 0,x 关 0; 定 正 指 V(0) = 
0, V(x) >O(x #0) 

关于 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 的 稳定 性 和 伯 克 置 夫 意 义 下 的 极限 集 
的 表现 形式 是 多 次 多 彩 的 ,1934 年 意大利 数学 家 狄 盖 尔 (E. Dige!l) 
研究 了 下 面 3 个 有 名 的 实例 : 


= -sp ~ yoosp -psinp 1 ,n>0 
ol 


了 = 一 了 ?+ posp + rpsinp ',p>0 
==0,06=0 
其 中 p = Vw+ 这 ,他 强人 极 坐 标 得 出 此 方程 组 的 解 为 
(07 


oT 
p= rt 
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相 图 如 图 ?.1(e) 所 示 。 


零 解 是 李 雅 普 诺 夫 渐 近 稳定 的 ,0 点 是 奇 点 , 轨 线 的 w 极限 
点 集 ,由 一 个 点 口 组 成 。 


= 2ay + Yeosnp I+ (y ~ x xy)sinInp  !,p>0 
(2) | y= (7 x xy)eoslnp t+ (x2 ~ 2xy)sinInp ,p>0 


y=0,p=0 


pt) = cl+ et -入 
引入 家 从 标 之 后 求 得 解 为 | 


相 图 如 图 7.1( 5) 所 示 。 


了 


AG(E) =arctg( ~ et) + Ine -IT+ et 


图 7.4 
零 解 是 不 稳定 的 ,但 旨 } 既 是 w 极限 集 又 是 a 极限 集 。 


275p5sin2py ~! 2x2y4p7sinpy -leospy -1- 


1 


t=6% 


s+ 4p pT sin py 1 — 条 Psintpy-1- yo,y#0 
t=- xs,y=0 
(3) 


1?=6xy pesin py 


2p sinpy eospy 1 ~ 
jp! + 2 pIsin py ~ ysintpy-!+ p03,y¥0 


yy =0 
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=sinbgsim( -Lo 
引入 极 坐标 , 求 得 1 ， 
p= | 十) + (Be) 
相 图 如 图 7.2, 零 解 是 不 稳定 的 , 它 有 无 穷 个 * 花 办" 组 成 的 委 线 p 


oom {1 ’ 
=sinf9sir? (= 与] ,“ 花 凑 " 的 外 边 毕 则 是 负 线 p = 


sin 
si Osin?( -5] + 本 二 的 极限 集 ,这 种 极限 集 是 放 
加 莱 与 班 迪 克 迟 所 称 的 前 述 第 3 种 极限 集 ( 背 点 与 
当 t+ mt - 时 赵 于 这 些 奇 点 的 轨 线 组 成 )。 人 
1900 年 希 尔 伯 特 在 巴黎 国际 数学 家 大 会 上 提 志 

的 23 个 20 世纪 数学 难题 中 ,第 16 问题 问 

f =P(x,y) . 

y= Q(x,y) 图 7.2 
最 多 能 有 多 少 极限 环 , 其 中 P 与 0 是 次 数 不 超 过 nn 
的 多 项 式 。 对 于 n = 2 的 情形 ,1957 年 苏联 数学 家 彼得 罗 夫 斯 基 
发 表 了 一 篇 论文 ,结论 说 最 多 恰 有 3 个 极限 环 ,从 而 宣布 解决 了 第 
16 问题 中 n = 2 的 情形 。1979 年 ,中 国 数学 家 陈 兰 苏 王 明 淑 和 史 
松 龄 分 别 独立 地 给 出 有 4 个 极限 环 的 实例 : 
[ = -yy-6x-30+(1 -Oxy +y 


- 2 
;=x(1+2x-37) 
其 中 0< 62<61<1 是 小 参数 。 从 而 得 出 结论 ,二 次 系统 的 极限 环 
最 多 者 不 少 于 4 个 ,但 是 否 存 在 超过 4 个 极限 环 的 2 次 系统 ,至 今 
无 人 回答 。 希 尔 伯 特 第 16 问题 构成 对 数学 家 的 严峻 挑战 
1937 年 ,苏联 的 力学 家 安 德 罗 庄 夫 (A .A .Angponoe) 和 数学 家 
庞 特 列 雅 金 (Pontrjagin) 考 虑 二 维 自治 系统 
= P(x,Y) 
y= Q(x,7) 
作为 某 种 实际 变化 的 数学 模型 ,是 从 实际 中 抽象 出 来 的 , 它 只 是 实 
际 过 程 的 一 种 近似 ,了 与 Q 的 稍微 波动 ,是 否 会 使 受 扰 系 统 


{7.5) 
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= Pir,y) + px, yy 
Gi Q(x,7) + g(x,y) 人 

雪线 的 拓扑 结构 发 生 实质 性 变化 ,这 是 十 分 关心 的 问题 。 他 们 创 
建 了 如 下 的 所 谓 结构 稳定 性 概念 : 

设 C 是 “jy 平面 上 的 光滑 闭 曲 线 , C 上 的 每 点 的 切线 与 方程 
组 (7.5) 的 方向 场 方 岛 的 夹 旬 不 是 0 与 a,P,0,p,4 在 C 包围 的 
区 域 D 内 连续 可 微 , 且 任 取 e>0, 存 在 >0, 当 |p(*,Y)1<6,14 
{x sy <6, fpr rl < 6 1g (x ry) cB, p(x,y) | < 8, |g, 
《xz,y)1< 人 时 ,存在 拓扑 变换 了 ,把 D 映射 到 自身 ,使 得 

(1) ME DD, 则 p(M,T(MM))< ,pl"，*) 表 示 两 点 距离 ; 

《2) 了 把 系统 (7.5) 的 轨 线 映射 成 系统 (7.6) 的 轨 线 。 
则 称 系统 (7.5) 是 结构 稳定 的 ,或 称 其 为 粗 系统 。 

安 德 罗 诺 夫 和 虎 特 列 雅 全 还 给 出 和 且 严 格 证 明了 粗 系统 的 充分 
上 必要 条 件 是 : 

(1) D 内 只 有 有 限 个 奇 点 ,和 丝 初 等 奇 点 , 且 只 是 结 点 、 葡 点 或 
粗 焦点 。 

《2) 只 有 有 限 条 闲 轨 , 缘 单 重 极限 环 - 

(3) 没有 鞍点 到 鞍点 的 轨 线 。 

所 谓 初等 奇 点 (0,0), 即 指 系统 的 线性 近似 系统 无 零 特 征 值 ; 
线性 近似 系统 的 焦点 也 是 相应 的 非 线性 系统 的 焦点 时 ,此 焦点 称 
为 粗 焦点 。 


PaivP, 0)dt #0 


时 ,极限 环 一 称 为 单 重 极限 环 。 

庞 特 列 雅 金 (1908 一 1988) , 生 于 莫斯科 ,其 父 做 过 会 计 , 当 过 
兵 , 其 母 是 裁缝 。 庞 特 列 雅 金 13 岁 那 年 , 因 一 次 爆炸 事故 双 目 失 
明 ,母亲 希望 他 搞 音 乐 ,他 却 对 数学 着 了 迷 。1925 年 保送 人 莫 斯 
科大 学 数学 物理 系 。1934 年 , 庞 特 列 雅 金 获 博 士 学 位 ,同年 企 命 
为 莫斯科 大 学 数学 教授 。1939 年 ,当选 苏联 科学 院 通讯 院士 ,1958 
年 转 为 院士 。1970 年 担任 国际 数学 家 联盟 副 主席 。 
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论 特 列 雅 金 的 主要 贡献 在 拓扑 学 和 最 优 控制 方面 。 发 表 折 扑 
学 论文 多 篇 ,出 版 4 拓扑 学 基础 )(1947) 和 《光滑 流 形 及 其 在 同 
伦 论 上 的 应 用 》(1952) 两 部 专著 。 

在 纯 数 学 方 商 取得 了 令 人 仰慕 的 成 就 之 后 , 庞 特 列 雅 金 开 始 
考虑 数学 的 应 用 价值 ,他 说 :我 所 作 的 一 切 究 竟 是 为 了 什么 ? 什 
人 么 时 候 可 以 把 维 数 同调 理论 用 于 技术 物理 或 - 般 地 用 于 我 们 周转 
的 物质 世界 ?” 

1932 年 ,一 位 素 昧 平生 的 年 轻 物理 学 家 安 德 罗 诺 大 来 到 庞 
的 住所 ,与 庞 讨论 应 用 数学 问题 ,从 此 开始 了 庞 安 20 年 的 学 术 
合作 生涯 。 毫 回忆 说 :“ 与 他 ( 指 安 ) 的 结识 及 对 我 的 影响 使 我 
放弃 了 自己 一 直 从 事 的 抽象 问题 的 研究 , 面 致力 于 数学 的 应 
用 。" 于 是 有 了 上 面 讲 的 微分 方程 结构 稳定 性 的 共同 创造 等 重 
要 成 果 。 

从 1952 年 起 , 庞 特 列 雅 金领 导 了 安 德 罗 诺 夫 振动 理论 的 讨论 
班 ,讨论 班 有 一 条 规矩 ,每 次 学 术 报告 必须 从 某 个 技术 问题 讲 起 ， 
再 把 它 化 成 微分 方程 模型 来 加 以 研究 。 

在 应 用 数学 方面 , 庞 的 最 大 贡献 是 微分 对 策 的 最 优化 问题 ， 
1961 年 出 版 (最 优 过 程 的 数学 理论 》。 

由 于 弯 特 列 雅 金 的 突出 成 就 ,他 多 次 获得 苏联 政府 的 大 奖 ， 
1940 年 和 1962 年 两 次 获 国家 级 奖金 ,1966 年 获 罗 巴 切 夫 斯 基 奖 ,3 
次 获 列宁 勋 章 ,1969 年 获 社会 主义 劳动 英雄 金明 奖章。 当然, 由 
于 政治 上 的 原因 , 庞 特 列 雅 金 也 有 过 不 够 正义 不 够 清白 的 言行 , 例 
如 1936 年 ,在 错误 批判 著名 的 苏联 数学 家 H.H. 鲁 金 的 大 会 上 ,上 庞 
特 列 雅 金 带头 作 了 言辞 过 激 的 批判 发 言 。 


3 偏 微分 方程 
偏 微分 方程 放生 于 18 世纪 。19 世纪 和 20 世纪 , 偏 微分 方程 


得 到 了 极其 迅猛 的 发 展 ,成 为 数学 的 中 心 学 科 之 一 。 
1747 年 ,法 国 数学 家 达 半 贝尔 (D'Alember Jeanle Rond, 1717 一 
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1783) 建 立 了 弦 振 动 方程 
2 
di 7 x7 


县 得 到 了 于 朗 贝 尔 公式 
(= 二 gd + + at «) 


其 中 p 与 儿 是 任意 的 二 次 可 微 函 数 。 接 着 引起 丹尼尔 ' 伯 努 利 、 
欧 拉 等 人 对 弦 振 动 的 深入 研究 ,他 们 考虑 了 边界 条 件 和 初始 条 件 ， 
研究 柯 西 问 题 

名 = EE XE(- om, +H)tE (0,+m) 

u(x,0) = p(x) 

wx,0) = p(x) 


得 出 解 的 公式 ( 现 仍 称 其 为 达 朗 贝尔 公式 ) 
w(x,t) = 去 [gp(z + af) + p(x— a1)] + ) vede 


达 间 贝尔 生 于 巴黎 ,出 生 即 被 遗弃 ,由 一 位 玻璃 匠 拾 得 后 收养 
成 人 。 早 年 学 习 法 学 和 医学 ,后 改 学 数学 。1741 年 当选 法 国 科学 
院 院士 ,1754 年 当选 法 兰 西 学 院 院士 , 1772 年 任 法 兰 西学 院 终身 
秘书 。 他 在 数学 .力学 ,天 文学 等 诸多 方面 都 有 杰出 贡献 ,例如 ,在 
1743 年 出 版 的 《 论 动 力学 》 一 书 中 提出 “ 达 朗 贝尔 原理 ”, 他 是 复 变 
函数 论 的 先驱 者 之 一 。1760 年 以 后 , 达 朗 贝尔 陆续 出 版 了 8 着 本 
《数学 论 从 》, 是 他 主要 成 果 的 选集 。 达 良 贝 尔 是 18 世纪 法 国 启 蒙 
运动 的 代表 人 物 之 一 。 

1759 年 , 欧 拉 研究 矩形 鼓 和 球面 波 ,建立 了 二 维 与 三 维 波 动 
方程 。1752 年 ,在 欧 拉 的 论文 中 首次 出 现 位 势 方程 

BY Py Fr 
Ep + 5 十 22 = 0 
后 因 拉 车 拉 斯 对 位 势 方程 的 出 色 工 作 , 现 称 位 势 方程 为 拉 普 拉 关 
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方程 ,简写 成 AV=0。 

拉 普 拉 斯 (Pierrer Simon Laplace ,1749 一 1827), 被 誉 为 "法国 
的 牛顿 ", 牛 于 法 国 诺曼底 的 一 个 农民 家 庭 。16 岁 考 人 卡 昂 太 
党 ,19 岁 去 巴黎 拜见 巴黎 科学 院 领导 人 达 朗 贝尔 , 达 庚 贝尔 给 
拉 普 拉 斯 出 了 一 道 题 目 来 测试 他 ,要 他 一 周 内 交卷 ,结果 第 一 大 
早上 拉 普 拉 斯 就 交 出 圆 注 的 答案 ， 达 庚 贝 尔 又 出 了 个 关于 
“ 打 结 "的 题目 考 拉 普 拉 斯 , 拉 普 拉 斯 当即 就 给 出 了 答案 。 达 朗 
贝尔 十 分 赏识 拉 普 拉 斯 的 才能 ,推荐 他 到 科学 院 工作 ,无 奈 当时 
科学 院 保守 势力 甚大 ,不 接受 这 位 无 学 位 的 青年 , 达 希 贝尔 只 好 
介绍 拉 普 拉 斯 去 军事 学 校 当 教 员 。 到 1773 年 ,24 岁 的 拉 普 控 
斯 已 经 发 表 《 曲 线 的 极 大 极 小 研究 》 和 有 关 微分 方程 与 天 体力 学 
等 重要 论文 13 简 而 被 科学 院 聘任 ,巴黎 科学 院 执行 秘书 孔 多 塞 
(Condorect) 说 : “巴黎 科学 院 第 一 次 接受 这 样 年 轻 ,并 在 这 样 短 
的 时 间 内 对 多 种 难题 写 出 重要 论文 的 人 。 进 人 科学 院 即 当选 为 
副 院士 。1785 年 当选 为 院士 ,成 为 当年 数理 科学 当中 贡献 最 大 
在 科学 史上 最 负 盛 名 的 科学 家 之 一 。 是 天 体力 学 和 分 析 慨 率 的 
昔 基 人 ,应 用 数学 的 先驱 ,又 是 著名 的 物理 学 家 。1796 年 , 当选 
法 兰 西 科学 院 院 长 。 

1785 年 ,拿破仑 是 巴黎 军校 学 员 , 是 拉 普 拉 斯 主讲 的 数学 课 
的 学 生 ,1799 年 , 拉 普 拉 斯 把 他 的 名 著 《 天 体力 学 》 送 拿破仑 , 拿 破 
仓 十 分 高 兴 地 说 :“ 近 6 个 月 内 较为 空闲 ,我 一 定 拜 读 。 拿 玻 仓 很 
提名 拉 普 拉 斯 出 任 法 国内 政 部 长 , 1803 年 ,当选 为 议长 ,年薪 10 
万 法 郎 。 

1806 年 ,拿破仑 授予 拉 普 拉 斯 伯 再 衔 ,1817 年 推翻 拿破仑 的 
路 易 十 八 由 于 拉 普 控 斯 在 科学 上 的 巨大 贡献 , 仍 封 拉 普 拉 斯 为 侯 
档 。 拉 普 拉 斯 是 伦敦 皇家 学 会 和 格 丁 根 皇家 学 会 会 员 , 也 是 俄国 、 
丹麦 .瑞士 .普鲁士 .意大利 等 国 科学 院 院 士 。 

拉 普 拉 斯 一 生 研究 了 上 百 个 课题 ,其 中 含有 限 差分 方法 .概率 
论 .万 有 引力 定律 .彗星 轨道 .篇 微分 方程 解法 . 常 微分 方程 常数 变 
易 法 {与 拉 格 彰 日 独立 发 现 ) , 拉 普 拉 斯 算 子 入 口 论 、 生 成 函数 , 拉 


宣 
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普 拉 斯 变换 等 。 
注 普 拉 斯 的 代表 作 有 《概率 分 析 理 论 》(1812 年 ) 《天 体力 学 》 
《1799) ,《 宇 宕 体系 论 》C1796)。1878 年 一 1912 年 ,出 版 了 《 拉 普 拉 
斯 全 集 )4 卷 。 
科普 科斯 的 遗嘱 是 : 
“我 知道 的 ,是 很 少 的 ; 
我 不 知道 的 ,是 无 限 的 。” 

值得 指出 的 是 , 拉 普 拉 斯 的 政治 品格 未 必 像 他 在 数学 力学 上 
的 出 色 工 作 那 样 可 敬 , 他 先是 主动 与 拿破仑 结识 ,并 得 到 拿破仑 的 
封 表 ,荣获 大 十 字 助 章 和 参 士 勋章 。 拿 破 仑 失败 后 , 拉 普 拉 斯 训 不 
狂 耶 地 在 拿破仑 判决 书 上 签 了 字 ,进而 得 到 路 易 十 八 的 重用 。 拿 
破 仑 在 圣 英 勒 拿 岛 流放 后 说 :“ 拉 普 拉 斯 是 第 一 流 的 数学 家 ,但 事 
实 很 快 表 明 他 不 过 是 一 位 平庸 之 辈 ,他 从 不 认真 对 待 任 何事 情 ,而 
是 到 处 寻找 可 乘 之 机 。” 

到 了 19 世纪, 随 着 物理 科学 发 展 的 不 断 深入 ,作为 其 数学 模 
型 的 偏 微分 方程 空前 繁荣 起 来 , 众多 数学 家 系统 地 研究 各 类 偏 微 
分 方程 古典 解 的 存在 唯一 性 和 求解 方法 。 这 些 研究 大 都 是 联系 着 
相应 的 物理 模型 进行 的 ,所 以 19 世纪 偏 微 分 方程 的 内 容 也 称 为 数 
学 物理 方程 。 

19 世纪 打开 偏 微 分 方程 研究 热烈 局 面 的 第 一 人 是 法 国 数学 
家 信里 叶 。 当 时 工业 上 要 进行 金 访 冶炼 和 热处理 , 迫切 需要 确定 
金属 内 部 各 点 的 温度 如 何 随时 间 变 化 , 傅 里 叶 对 这 种 热流 动 问题 
颇 有 兴趣 。1807 年 , 伟 里 叶 向 巴黎 科学 院 星 送 了 用 数学 研究 热 传 
导 的 论文 ,此 文 经 拉 格 朗 日 . 拉 普 拉 斯 和 勒 让 德 3 位 名 人 的 审 稿 而 
被 否定 。1811 年 , 侍 里 叶 把 修改 后 的 关于 热 待 导 的 数学 论文 又 旦 
送 科 学 院 , 这 一 次 得 到 了 上 述 名 人 3L 的 肯定 ,并 授予 傅 里 叶 高 额 
奖金 ,但 仍 拒绝 全 文 发 表 傅 里 叶 的 论文 , 审 稿 人 批评 傅 里 叶 的 文章 
缺乏 严密 性 。 

事实 上 , 傅 里 叶 考虑 到 吸收 和 释放 热量 的 物体 内 部 温度 分 布 
是 不 均匀 的 ,温度 了 是 时 间 与 地 点 的 函数 7(x,y,z,i) ,他 对 均匀 
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的 各 向 同性 的 物体 得 出 了 满足 的 方程 
PT 3aT FT 237 
dr + ort 52 一 Ear 
其 中 已 是 常数 ,其 值 依 赖 于 物质 的 质料 。 
傅 里 叶 的 研究 从 侧面 绝热 的 杆 状 物 的 内 部 热传导 开始 ,建立 
了 定 解 问题 


ox? 
T(O0,st) = 0,T(1,t) = 0,0<t<+% 
T(x,0) = fx), Osxsl 
傅 里 叶 创 立 了 所 谓 分 离 变 量 法 ,他 令 
T(z,1) = $x) gpl) 


2 
2 PF,0<r<h0<tctm 


代入 方程 得 
x) ww) 
g(x) S(t) 


他 盖 明 上 式 是 一 个 常数 - ,于 是 得 
P(x) + 8628%(x) = 0 
pt +A) =0 
$00) = 0, $(1) = 0 
解 得 
gz) = bsin(VAkx + <) 
$(0) = bsinec = 0c = 0 
由 条 件 8(1) =0 得 ”sinVAMU=0, 于 是 4 可 以 取 的 值 为 


4 = ( 淹 为 时 数 


这 些 %, 就 是 现在 我 们 在 数理 方程 教科 书 中 所 称 的 特征 值 或 本 征 
值 。 
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T(x,t) = be Ppsin “FE, y= ,2,0 


由 于 方程 是 线性 齐 次 的 ,所 以 诸 解 之 和 仍 为 解 ,于 尾 傅 里 叶 断 言 所 
求 的 温度 函数 为 
7T(xz ,0 = De 
当 :=0 时 ,T(x,0)= f(x), 于 是 得 出 
fx) = on 过 2 


以 上 这 些 运算 是 傅 里 叶 按 18 世纪 数学 物理 界 的 风气 形式 地 进行 
的 ,他 作为 一 个 严肃 的 数学 家 ,立刻 意识 到 下 面 两 个 问题 : 

(1) 了 (x*) 真 的 能 表示 成 三 角 级 数 吗 ? 

(2) 系数 六 如 何 确定 ? 

为 了 解决 这 些 问 题 , 情 里 叶 如 下 进行 运算 ( 取 2= zx): 


nl vn-l 
sn = DH 


(2m 一 5 
然后 未 如 证 明 地 交换 求 和 上 顺序 ,得 
/0-07 


如 此 把 x) 表 成 了 % 的 等 级 数 , 即 这 个 震级 数 是 xz) 的 马克 劳 
林 级 数 


AD) -六 二 /2(0)* (7.8) 


令 式 (7.7) 与 式 (7.8) 中 同 次 短 的 系数 相等 , 傅 里 叶 发 现 
9 (0) = 0, 上 是 偶数 


Sg, = (- DrUa2sD(0) nm = 1,2,3,.°°° 
于 是 敏 确 定 的 {65,1 是 无 穷 线性 代数 方程 组 中 未 知 数 的 无 穷 集合 
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傅 里 时 的 工作 网 实 有 局 限 性 ,他 假设 了 蚌 数 f(x ) 有 无 穷 阶 导 
数 。 他 虽然 也 得 出 


b= 2 rands (7.9) 


但 并 末 给 出 严格 的 论证 ,公式 (7.9) 欧 拉 早 已 得 到 ,并 且 比 伍 里 叶 
的 方法 简单 。 


当时 傅 里 叶 观 察 到 , 式 (7.9) 的 右 端 是 曲线 二 /(z) ,vinw 下 广 
从 0 到 的 面积 ,这 样 的 面积 对 随便 的 函数 A(x ) 都 可 以 有 意义 ， 
甚至 这 种 画 数 不 必 连 续 , 于 是 当时 候 里 时 错 下 结论 说 ; 

每 个 函数 7 z) 皆 可 表 成 


fx) = Dhsinw,0 < x < (7.10) 


他 未 给 此 结论 任何 证 明 ， 陈 丹 尼 处 ， 伯 努 利之 外 ,几乎 当时 所 有 的 
数学 家 都 不 信 傅 里 叶 的 话 。 

傅 里 叶 选 择 了 大 批 函 数 ,对 每 个 函数 计算 相应 的 ,上 且 做 出 
每 个 函数 的 式 (7.10) 级 数 头 儿 项 的 图 像 与 (x) 相 比较 ,他 从 实际 
的 计算 中 也 亲眼 看 到 ,不 管 (0,r) 以 外 怎样 ,级 数 (7.10) 在 (0,r) 内 
总 是 表示 f(x) 的 ,但 他 也 明智 地 指 则 ,了 (x) 与 其 级 数 (7.10) 只 在 
(0,r) 内 一 致 ,在 (0,x) 以 外 可 以 不 相等 。 

接着 传 里 叶 研 究 了 任何 函数 (x) 在 ( - rsz) 的 兰 角 级 数 表 达 
式 , 得 出 


和 + Ot, cosyx + bsinyx) (7.11) 


flx) = 
其 中 


a = Lf Ka)oovedz 


Lf pos 
bh 上 | fsinwds 


其 实 此 公式 早 由 克 莱 洛 {Clairaut) 和 欧 拉 得 到 过 。 
健 里 叶 对 “任意 ”函数 可 以 表 成 式 (7.11) 形 的 三 角 级 数 一 事 
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从 未 给 出 任何 完全 的 证 明 , 没 有 指出 函数 可 以 展 成 三 角 级 数 的 
条 件 , 他 坚持 说 ,不 管 (x) 怎样 ,不 管 是 否 给 f(x) 以 解析 表达 
式 ,他 的 级 数 总 是 收敛 的 。 傅 里 叶 关 于 任何 函数 可 以 展开 为 二 
角 级 数 的 信念 是 建立 在 前 述 他 多 次 实验 具体 的 函数 展开 的 几何 
证 据 之 上 的 ,他 为 自己 辩护 说 :“ 没 有 什么 比 几 何 图 形 对 我 们 更 
适宜 的 了 。 

拉客 郎 日 对 “任何 函数 可 以 展开 成 三 角 级 数 " 的 结论 坚决 否 
认 ,批评 了 得 里 叶 立 论 缺 乏 严密 性 。 

1829 年 ,德国 数学 家 犹 利克 雷 严格 证 明了 关于 伟 里 叶 三 角 级 
数 收 敏 的 狄 利 克 雷 定理 ， 

若 f(x) 是 以 2x 为 周期 的 周期 函数 , 且 在 一 个 周期 内 连续 或 
只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 , 且 至 多 有 有 限 个 极 值 点 , 则 傅 里 叶 级 数 
收敛 , 且 

(1) 当 * 是 f(x) 的 连续 点 时 ,级 数 收 化 到 f(x)。， 

(2) 当 是 /x) 的 第 一 类 间 版 点 时 ,级 数 收 化 到 十 (f(x 一 0) 
+ f(x +0)), 

健 里 叶 ( Jean Bapliste Joseph Fourier, 1768 一 1830), 生 于 法 国 奥 
色 尔 ,8 岁 失去 父母 ,被 教堂 收养 。 在 一 个 军事 学 校 上 学 ,后 考 和 人 
巴黎 高 等 师范 学 校 ,毕业 后 在 巴黎 工科 大 学 做 拉 格 朗 日 与 过 日 的 
助教 。1798 年 随 拿破仑 远征 埃及 ,负责 拿破仑 军 与 南 埃及 当权 者 
谈判 , 作 外 交 事 务 , 此 期 间 他 利用 余 暇 时 间 研 究 数学 物理 。1801 
年 ,拿破仑 看 中 傅 里 叶 的 管理 才能 , 派 他 到 法 意 边 境 仇 泽 尔 任 行政 
长 官 ,被 拿破仑 封 为 男 需 。 在 任期 间 他 抽 时 间 研 究 了 热传导 问题 ， 
1814 年 离 任 。 

1822 年 , 傅 里 时 担任 巴黎 科学 院 终身 秘书 ,1827 年 任 法 兰 西 
学 院 终身 秘书 。1822 年 写成 ( 热 的 解析 理论 ?这 一 数学 经 典 著作 。 
1824 年 一 1826 年 ,把 1811 年 未 予 发 表 的 那 往 关于 热传导 的 论文 原 
封 不 动 地 发 表 在 科学 院 《报告 中。 

健 里 叶 一 生 勇 于 助 入 ,虚实 诚挚 ,为 学 术 界 广 为 称 道 ,例如 
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他 在 雅 各 宾 派 专政 时 期 , 冒 着 “恐怖 主义 "保护 一 些 学 者 而 被 捕 
人 和 狱 , 因 不 潢 拿破仑 的 专制 而 弃 官 。 发 现 巴黎 科学 院 坦 没 阿 内 
尔 的 天 才 , 以 秘书 的 身份 表示 内 护 . 并 把 科学 大 奖 补 发 给 阿 贝 
尔 。 他 的 数学 成 就 和 为 人 深 受 世人 的 敬 伯 ,第 -二 次 世界 大 战 期 
间 ,纳粹 士兵 把 奥 色 尔 市 的 传 里 叶 钢 像 熔 化 , 奥 色 尔 人 民 制 成 了 
铜 像 的 浮雕 , 战 后 镶嵌 在 市 内 大 厅 中 ,1968 年 ,法 国 举行 了 纪念 
博 里 叶 诞 生 200 周年 大 会 。 

19 世纪 另 两 位 对 数学 物理 方程 有 重要 贡献 的 法 国 数学 家 
是 泊 松 (Poisson Simeon Denis,1781 一 1840) 和 拉 普 拉 斯 ,他 们 也 研 
究 热 传导 问题 , 当 物 体内 部 的 温度 分 布 趋 于 稳定 状态 ,已 与 时 间 
无 关 时 ,于 是 三 维 热传导 方程 就 变 成 了 位 势 方 程 或 称 拉 普 拉 斯 
方程 


dy Pv 2v 
Ti + 3 + 5 
这 个 方程 是 1813 年 拉 普 柱 斯 首先 研究 的 ,所 以 亦 称 拉 普 拉 斯 方 
程 。 在 电位 学 与 重力 吸引 等 物理 问题 当中 也 过 到 了 这 个 方程 和 所 
谓 泊 松 方程 


=0 


英国 数学 家 格林 给 出 了 关于 拉 普 拉 斯 算 子 A 的 所 谓 格 林 公 
式 (U(x,y,2) 与 V(x,y,z) 及 AU,AV 连续 ): 


vavar + || v9 Yds - 和 yapduoy ||v 3dae 


其 中 是 物体 表面 的 内 法 线 ,| | 是 在 物体 上 的 三 重 积分 ,| 是 
沿 物体 表面 的 曲面 积分 。 这 个 公式 俄国 数学 家 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 
基 (M. Ostrogradsky,1801 一 1861) 也 得 出 过 。 

格林 进一步 导出 格林 函数 概念 与 拉 普 拉 斯 方程 的 求解 公式 


anv =- [5 0ae 
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其 中 了 是 了 的 边界 值 , U 称 为 格林 函数 。U 满足 下 述 条 件 : DD U 
在 物体 表面 为 零 ;@ 5 在 内 部 某 点 变 成 无 穷 ;@D 满足 拉 普 拉 斯 
方程 AU=0。 

格林 ( Green George,1793 一 1841) 是 英国 充满 神奇 色彩 的 数学 
家 ,40 岁 前 是 磨坊 工人 ,自学 数学 , 40 岁 才 被 推荐 人 剑桥 大 学 学 
习 。 他 的 第 一 篇 论文 《数学 分 析 在 电磁 理论 中 的 应 用 》 完 成 于 
1828 年 ,去 世 后 (1850 年 ) 才 得 以 发 表 ,文中 的 格林 隐 数 与 格林 定 
理 对 位 势 理 论 起 了 英 基 作用 ,他 的 数学 物理 方面 的 工作 ,孕育 了 剑 
桥 数学 物理 学 派 。 

1808 年 一 1819 年 , 泊 松 研究 了 波动 方程 的 初 值 问题 : 

局 


+ + = 
92 


图 


Pe du 2 Fu 
Te 2 
9at 


u(xsy12.0) = bo x,y,z) 
mx ys 5,0) = B(x, yz) 
其 中 a 是 非 零 常数 ,他 得 到 解 


2 
u(x yz) -2 多 (xx + atsingcosg,y + atsingsind , 


z+ atcosp)atsingddd$ + 


1 3f"f2r 
A 中 0 bol x + atsingeosgy + atsingsing ， 


z+ atcosp$) atsing dod$ 
其 中 8,$ 是 球 坐 标量 ,积分 区 域 是 以 P(x,y,z) 点 为 中 心 以 at 为 
半径 的 球 Su 的 表面 。 
1858 年 , 黎 曼 给 出 波动 方程 的 一 种 高 明 的 解法 ,他 研究 如 下 
的 二 阶 线性 方程 


Ba paa 3 
Bry + Dox * Eoy+ Pu=0 {7.12) 


其 中 D,E,FF 是 x,y 的 二 阶 可 微 耳 数 , 他 要 解决 的 问题 是 已 知 < 


L(u) = 
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与 ,94 在 曲线 厂 上 的 从 时 ,如 何 求 得 任 一 点 处 的 & 值 , 见 图 


dx gy 
7.3。 


图 7.3 


黎 曼 构 作 了 式 (7.12) 的 共 罗 方程 


By HPD) Q(Bv) 
B07 gx ~ dy +Fr=0 (7.13) 


如 果 "(*,7) 满 足 方 程 (7.13), 且 满足 


在 P 点 =1@ 在 4=& 上 条 -p=0@ 在 y= 9 上 ,如 


一 西 =0。 记 


Mlv) = 


gy “a 
Y= (v2 we)+ Eu 
则 有 格林 公式 
ok ay 
J ~ uM(v)]ds = \( 线 + 2)as = 


MixeosCn, x) + Yeos(n,y)ids 


其 中 5 是 图 (7.3) 中 的 区 域 ,C 是 5 的 边界 ,cos(n,x) 是 C 的 法 线 
方向 与 x 轴 夹 角 的 余弦 。 干 是 黎 曼 得 出 
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ulé,7) -| xcos nsx) + Yeos(n,y)}jds+ 
r 


二 tom + (uv)p,t 


为 算出 4, 必须 求 出 5, 但 求 v 通常 比 求 & 容易 ,这 正 是 获 曼 方法 
的 妙 处 。 

1860 年 ,德国 数学 家 交 独 霍 兹 (Hermann Von Helmholtz, 1821 一 
1894) 研 究 一 端 开放 的 管道 内 的 空气 振动 (例如 风琴 管 ), 他 考虑 谐 
振动 的 气体 的 速度 ,把 u = w(x,y,2)e* 代 入 三 维 波动 方程 得 出 
现在 所 称 的 交 姆 霍 节 方程 ; 


Pw Fw Fw 


他 得 到 解 
xm -基于 强 a 关 [二 
其 中 表示 P 点 到 边界 上 动 点 的 距离 ,于 是 区 域内 任 一 点 P 的 w 
值 由 边界 上 的 w 与 3 的 信 算 出 。 
德国 的 另 一 位 19 世纪 的 伟大 效 学 物理 学 家 克 希 替 夫 (Gusiav 
Kirchhoff, 1824 一 1887) 借 助 子 亦 姆 震 兹 的 工作 求 得 波动 方程 元 = 
czAzu 的 柯 西 问题 的 解 为 


-) 


0 二 到 坟 


bi 


其 中 $( r) 是 “在 时 刻 = 时 边界 上 任 一 点 (x,y,z] 处 的 昔 ,7(r) 是 
名 相应 的 值 。 


从 公式 中 看 出 ,P 点 的 什 用 4 与 红 在 较 早 时 刻 围 绕 己 点 的 
闭 归 面 上 的 值 表示 ,这 一 结果 声学 上 称 为 井 更 斯 原理 。 
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19 世 纪 偏 短 分 方程 的 另 一 重要 工作 是 对 方程 组 的 研究 。 

1827 年 , 法 国力 学 家 纳 维 (Claude L. M. H. Navier, 1785 一 
1836) , 1845 年 英国 剑桥 数学 物理 学 派 代表 人 物 斯 托 克 斯 (Stokes 
George Cabriel ,1819 一 1903) 分 别 独 立地 建立 了 粘性 介质 中 流体 运 


动 的 数学 模型 一 一 Navier-Stokes 方程 组 
Du ap 1 ,90 
PP = OX- ort 343s + HY 
DD a 1 36 
PP oy th 


中 是 流体 密度 ;p 是 压力 ;u(xyy ,zy2) v(x yz w(x 
y,z14) 是 流体 在 (x,y,z) 点 时 刻 上 的 流速 分 量 ;X,，Y, Z 是 外 力 分 
量 :y 是 辐 性 系数 ;对 不 可 压 流体 ,9=0。 全 = 半 w+ 3v + 强 w 
+ 并 ,名 , 交 与 人 相似 。 

1829 年 , 泊 松 也 曾 建立 过 这 一 方程 组 。 

研究 弹性 体 的 振动 ,1828 年 , 柯 西 建立 了 下 面 方程 组 

2 

{a + pp) + HAL = o 3 


38 2 
(Qt) ay + pA = 0 FE 


2 
(a + 2) + pAw = op 
du Ov dw 
= or + + oz 
中 ,u,v,w 是 位 欧 分 量 ;6 是 膨胀 系数 。 
19 世 纪 最 为 重大 的 数学 模型 是 麦克 斯 书 (Maxwell) 在 先辈 法 
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拉 第 (Faraday) 关 于 电磁 研究 的 基础 上 建立 的 麦克 斯 韦 方程 组 


curlH = 1 aeE) 
C of 

culE =- 1 AE 
ce dt 

dveE = p 

divH = 0 


其 中 五 是 电场 强度 向 量 ; 瑟 是 磁场 强度 向 量 ;e 是 介 电 系 数 ;p 是 
介质 磁 通 率 ;p 是 电荷 密度 。 

通过 这 个 方程 组 的 研究 ,麦克 斯 韦 做 出 人 类 科学 史上 最 重大 
的 结论 之 一 :电磁 波 以 光速 通过 空间 , 光 是 电磁 现象 。 这 些 了 不 起 
的 成 果 证 明 偏 微分 方程 对 于 现代 自然 科学 是 何等 的 重要 。 

18 世纪 ,19 世纪 ,数学 家 们 发 明了 很 多 关于 偏 微分 方程 的 解 
法 或 求解 公式 ,但 人 们 很 快 就 发 现 ,正如 代数 方程 5 次 以 上 者 就 找 
不 到 根 式 解 -- 样 ,大 多 数 偏 微 分 方程 是 无 法 找到 精确 解法 的 ,于 是 
像 高 斯 转 而 去 证 明代 数 方程 根 的 存在 性 或 柯 西 与 皮 亚 拿 等 人 去 证 
明 常 微分 方程 定 解 问题 的 解 的 存在 性 一 样 ,从 19 世纪 开始 ,数学 
家 们 开始 研究 偏 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 。 

解 的 适 定性 的 证 明 可 以 保证 对 方程 的 数值 解 或 近似 解 的 寻求 
不 是 徒劳 的 ,还 可 以 让 人 明白 何 种 定 解 条 件 可 以 保证 定 解 问题 有 
唯一 解 ,还 会 使 人 得 知 解 是 否 随 定 解 条 件 连续 地 变动 或 者 当 定 解 
条 件 稍 有 变化 时 解 会 产生 巨大 的 改变 ! 

1842 年 柯 西 把 阶 数 大 于 1 的 偏 微分 方程 化 汶 偏 微分 方程 组 ， 
证 明了 微分 方程 组 解 的 存在 性 。1875 年 柯 瓦 列 夫 斯 卡 雅 独立 地 
证 明了 方程 组 柯 西 问题 的 存在 唯一 狂 定理 ( 今 称 Cauchy- 
Kowalewsky 定理 ) ; 

设 FLxi sayuspa pa) 在 点 (zx 碍 ,只 
… ,ph) 的 人 梨 一 邻 域 解析 ,$(xz,x3,… x) 在 点 (x9,x9,…,*9} 的 菜 
邻 城 解 析 , 则 柯 西 阿 题 
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du Qu ， 
Bri = era Xn ypPaypa Pa) spi = Br ri = ean 


a = Pra ss) 
1 


在 (好 , 双 ,,x9) 点 的 某 个 邻 域 存在 唯一 解 。 


对 于 方程 组 的 柯 西 问题 
mm 
Bo = 下 (和 
2 | {EY 1 
Ey | = pH) = 0 mi = 1,2,,N 


其 中 =(xi,xz… xn) 是 n 维 点 ,pH(x),i=1,2,…,NN, 在 xo 
点 菜 邻 域内 解析 ,k=0,1,2,… ,mi 一 1l;a= (al,ar, "an),1al= 
ED 


ataz+*…+ ans 久 是 非 负 整数 ,| al + km, Dt 3, 以 = 
1a1 
5 本， 下 在 点 (ozo 人 gp 各 (so)，) 的 革 邻 城内 解 


析 , 则 此 柯 西 问题 在 点 Ci, xo) 的 某 邻 域 存在 唯 -- 的 解析 解 。 

索 非 - 柯 瓦 列 夫 斯 卡 雅 (Sophie Kowalewsky,1850 一 1891) 是 人 类 
历史 上 第 一 位 科学 院 女 院士 , 生 于 俄国 莫斯科 。 当 时 俄国 处 于 农 
奴 制 社会 ,沙皇 政府 歧视 妇女 ,女孩 子 没有 上 学 的 权利 , 柯 瓦 列 夫 
斯 卡 雅 只 得 自学 。 她 自修 完全 部 高 中 课程 之 后 ,报考 彼得 堡 大 学 

志愿 无 权 实现 ,在 家 里 继续 自学 高 等 数学 。 

昕 说 当时 西欧 可 以 招收 少量 女生 入 大 学 , 柯 瓦 列 夫 斯 卡 雅 便 
与 一 位 吗 做 弗 拉 基 米尔 ` 柯 瓦 列 夫 斯 基 的 志同道合 者 于 1868 年 9 
月 举行 了 假 " 婚 礼 ", 以 夫妻 名 义 伴 同 弗 拉 基 米尔 一 起 出 国 。 这 位 
假 丈 夫 并 非 等 闲 之 辈 ,他 是 莫斯科 大 学 生物 系 的 高 材 生 ,毕业 后 去 
欧洲 深造 。 到 了 欧洲 , 柯 瓦 列 夫 斯 卡 雅 考 入 德国 海德 堡 大 学 ,5 年 
后 ,这 对 传奇 式 的 假 夫妻 举行 了 正式 合法 的 婚礼 , 结 为 美满 信贷 。 

1870 年 8 月 , 柯 瓦 列 夫 斯 卡 雅 出 于 件 莫 外 尔 斯 特 拉 斯 的 盛 
名 ,决心 去 柏林 大 学 做 外 尔 斯 特 拉 斯 的 学 生 。 但 当时 柏林 大 学 规 
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定 拒 收 女 生 , 外 尔 斯 特 拉 斯 经 严格 测试 ,发 现 柯 瓦 列 夫 斯 卡 雅 确 有 
天 赋 , 便 决定 在 自己 的 家 里 单独 教授 这 位 异国 的 女 学 生 。 经 过 4 
年 老师 认真 地 教 与 学 生发 奋 地 学 , 柯 瓦 列 夫 斯 卡 雅 不 仅 修 完 当时 
柏林 大 学 数学 专业 的 一 切 课程 ,还 完成 了 3 篇 重要 论文 ,这 3 篇 论 
文中 任 取 一 篇 都 可 以 使 她 获得 数学 家 的 称号 ,当时 她 不 满 24 岁 。 
第 一 篇 论文 4 偏 微分 方程 论 》, 把 柯 西 提出 的 偏 微分 方程 解 的 存在 
唯一 性 定理 推广 到 高 阶 的 情形 , 即 现在 所 称 的 柯 西 一 柯 瓦 列 夫 斯 
卡 雅 定理 ,此 定理 万 偏 微分 方程 的 基本 定理 ; 另 两 篇 是 关于 阿 贝尔 
积分 和 土星 光环 的 。1874 年 , 格 丁 根 大 学 授予 她 博士 学 位 ,这 是 
数学 史上 第 一 位 女 博士 。1884 年 ,受聘 任 瑞典 斯 德 哥 尔 摩 大 学 教 
授 ,1889 年 ,当选 俄国 科学 院 通讯 院士 ,她 的 关于 刚体 转动 的 论文 
荣获 巴黎 科学 院 鲍 迁 奖 。 

当时 法 国 巴 黎 科 学 院 以 “ 鲍 廷 {Prix Bordin) 奖 金 "3 次 县 党 求 解 
所 谓 “百年 水 妖 " 的 数学 难题 一 一 刚体 绕 定 点 转动 问题 的 解 , 百年 
无 人 解决 , 柯 瓦 列 夫 斯 卡 雅 投 送 的 论文 成 功 地 解决 了 这 一 问题 。 
由 于 她 的 文章 水 平 之 高 超出 了 预期 的 要 求 ,奖金 由 3000 法 郎 提升 
到 5000 法 部 。 她 在 文章 中 显示 的 难能可贵 的 高 超 解 法 ,使 整个 欧 
洲 科学 界 为 之 缀 动 。 在 该 论文 的 密封 式 封面 上 , 柯 瓦 列 夫 斯 卡 雅 
只 签署 了 她 的 名 言 : 


“说 你 知道 的 话 ， 
艇 你 应 做 的 事 ， 
咸 为 你 想 做 的 人 。” 
巴黎 科学 院 院 长 皮 埃 尔 ,杨森 评价 柯 瓦 列 夫 斯 卡 雅 说 :当今 最 辉 
煌 .最 难得 的 荣誉 的 桂冠, 落 在 一 位 女孩 子 头 上 。 本 科学 院 的 成 员 
们 发 现 ,她 的 工作 不 仅 证 明 她 拥有 广博 深刻 的 科学 知识 ,而 且 显 示 
了 她 巨大 的 创造 性 才智 
柯 瓦 列 夫 斯 卡 雅 不 仅 是 一 位 杰出 的 数学 家 ,而且 又 是 一 位 文 
笔 贷 秀 的 小 说 家 ,她 的 小 说 《童年 的 加 忆 》《 一 个 女 虚 无 主义 者 》 以 
及 剧本 《为 幸福 而 斗争 》 译 成 各 种 文字 ,流传 至 今 , 反 映 了 她 的 民主 
主义 感想 。 
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1891 年 ,年 仅 41 岁 的 女 才 子 柯 瓦 列 夫 斯 卡 雅 因 肺 炎 英 年 早 
逝 , 确 为 世界 数学 界 的 重大 损失 。 
1948 年 ,《 柯 瓦 列 夫 斯 卡 雅 全 集 》 出 版 ,1950 年 ,莫斯科 和 斯 德 
哥 尔 摩 分 别 举行 隆重 纪念 大 会 ,纪念 柯 瓦 列 夫 斯 卡 雅 泛 尾 100 周 
年 。 


进入 20 世纪 , 仿 微 分 方程 的 研究 重点 转向 非 线性 问题 ,并 且 
引信 拓 种 学 上 的 不 动 点 理论 和 泛 函 方法 ,不 但 研究 古典 解 ,而 及 研 
究 广义 解 ,尤其 是 从 20 世纪 50 年 代 以 后 ,这 方面 硕果 累累 。 

对 所 请 "孤立 子 " 的 研究 是 现代 偏 微分 方程 的 重要 课题 。1834 
年 ,英国 工程 师 拉 塞 尔 (S.Fussell) 看 见 运 河中 一 个 滚圆 面 平滑 的 、 
轮廓 分 明 的 巨大 孤立 波峰 ,迅速 离开 船 头 ,向 远方 推行 ,他 赶紧 纵 
马 在 崇 边 追踪 观察 ,发 现 此 波峰 在 足够 长 的 时 间 内 始终 朝 一 个 方 
向 推进 , 且 其 形状 与 速度 并 无 显著 变化 。1895 年 ,荷兰 数学 家 Ko- 
nteneg, 了 .J 和 法 国 数学 家 德 弗 里 斯 (G.de Vries} 对 拉 塞 尔 看 到 的 现 
象 建立 了 所 请 KdV Wa 


及 
如 = 2Vf 元 信 ?7 + 和 + 3 下 

其 中 * 是 沿 河道 的 坐标 ; w(x,1) 是 波峰 高 度 ;! 是 水 深 ;g 是 重力 
加 速度 ;a,o 是 物理 常数 。 

但 由 于 此 方程 数学 上 的 难度 ,使 得 KdV 方程 历经 半 个 世纪 无 
大 进展 ,到 1960 年 ,加 德 纳 (C.S. Gardner) 等 人 发 现 KdV 方程 可 以 
作为 非 线 线 科学 中 许多 实际 模型 的 数学 模型 ,从 而 重新 引起 数学 
界 的 重视 ,例如 光纤 通信 中 的 传输 波 , 神 经 脉冲 的 传导 等 都 可 由 
Kaqv 方程 来 近似 描述 。 
1965 年 ,美国 的 克 鲁 斯 卡尔 (M. D. Kmskal) 和 扎 布 斯 基 (N.J. 
Zabusky) 在 计算 机 上 模拟 了 这 种 波 的 互相 碰撞 后 仍然 不 会 改变 各 
自 的 形状 , 二 是 称 其 为 “孤立 子 "(Soliton)。 它 这 种 准 加 不 变性 出 
平 人 们 的 预料 ,一 般 而 言 ,线性 系统 才 有 倒 加 原理 ,对 子 非 线 性 系 
统 不 逆 相 信 会 有 释 加 原理 。 它 告 诚 我 们 ,对 非 线性 系统 的 研究 要 
格外 细致 , 它 蕴含 的 规律 性 往往 是 十 分 离奇 的 , 非 线性 系统 中 什么 
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怪事 都 可 能 发 生 。 

1967 年 ,加 德 纳 等 人 提出 了 求解 KdY 方程 的 “ 反 和 散射 "方法 ， 
而 且 用 这 种 方法 还 可 求解 其 他 方程 ,例如 塞 因 一 戈 登 方 程 
ust = sinu 

1954 年 一 1962 年 ,中 国 数学 家 周 往 麟 和 苏联 数学 家 奥 茵 尼克 
(O. A. Oneiigak)、 格 列 可 夫 (A. B. Tperoe)、 菲 里 波 夫 {A. 中. 
qrmpnop) 和 拉 德 仁 斯 末 雅 (O. 六 .JIamppsekckag) 成 功 地 研究 了 拟 
线性 抛物 型 方程 的 柯 西 问 题 和 第 一 边 值 问题 


Wh = ox a) t+ flxoby uy te) (xt) EH 


团 


w|,o = P(x), x*€E(- %,+%) 
其 中 有 =1-w<x<+m,0<tgT}。 

w= alxot sd)us + frstiuu), (Xt)ED 

uo= bul = ht, OsigT 


xz = P(x),x € [0O,X] 


其 中 D= {0<x<X,0<isTl。 

他 们 用 Schauder 和 Bepmreiin 的 先 验 估计 方法 、 曾 函数 方法 
和 Rsthe 的 切片 法 ,根据 Leray-Sehauder 不 动 点 定理 证 明了 上 述 定 
解 问题 古典 解 的 存在 性 。 


把 区 间 [0, 7] 用 分 点 动 ( n=1,2,…,[ 子 ] ) 分 割 万 长 为 的 


若干 小 区 条, 对 每 个 ”, 作 未 知 函 数 u(x) 满足 的 常 微分 方程 边 什 
问题 


3 


下 = ox un Ws) + frstns n(x), u's (x)) 


HO0) = Bt), if 人) = faltn) 
uolx) = px), OgsxeX 
其 中 6 = 忆 y, 用 Leray-Schauder 不 动 点 定理 迹 明 此 常 微 分 方程 边 什 
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问题 的 解 mw(z) 存 在 唯一 ,再 令 分 割 无 限 加 密 而 使 得 w(x) 的 线 
性 拓展 的 极限 葡 数 即 为 拟 线 性 抛物 型 方程 边 信和 间 题 的 古典 解 。 

上 述 工作 的 关键 是 把 非 线性 方程 化 成 算 子 方程 ,再 引用 19 世 
纪 30 年 代 Leray 与 Schauder( 波 兰 数 学 家 ) 建 立 的 Leray-Sehauder 不 
动 点 定理 : 

算 子 方程 x- Tix =0,kE[a,b 满足: 

(1) 对 VkE[a,b], Ts 是 Banach 空间 EE 到 自身 的 全 连续 算 
子 ,在 E 的 每 个 有 界 集 上 ,7 对 大 连续 (对 x 一 致 )。 

(2) 在 EE 的 范 数 之 下 , 若 有 解 , 则 解 先 验 地 在 已 中 对 上 一 至 
有 办 ， 

(3) JE [a 如 ,使 得 Th x= xz0E 下 , 则 对 每 个 5E [a， 
6] ,x 一 Tix =0 至 少 有 一 个 解 。 

这 是 偏 微分 方程 与 泛 函 分 析 当 中 的 最 重要 最 有 用 的 定理 之 


第 八 章 《几何 原本 》 与 反 欧 几何 


19 世纪 最 富有 启发 性 和 最 值得 注意 的 成 就 是 非 欧 
几 里 得 几何 的 发 现 。 


希 尔 伯 特 
1 《几何 原本 》 


《几何 原本 》 是 古 希 腊 数学 家 欧 几 里 得 (Evclid, 公 元 前 330 年 
一 公元 前 275 年 ) 公 元 前 300 年 左右 之 大 作 , 是 由 公理 方法 建立 的 
演绎 数学 体系 的 最 早 典籍 ,至今 流传 最 为 广泛 ,影响 最 为 深远 的 一 
部 刘 界 级 数学 名 著 , 是 数学 演绎 证 明 的 精彩 画卷 , 全 人 类 的 教科 
书 ,数学 家 的 启蒙 课本 。 

《几何 原本 》 兴 15 卷 ,最 后 两 着 有 人 认为 不 一 定 是 欧 几 里 得 所 
写 ( 它 的 卷 相 当 于 “ 章 ”)。 

卷 一 中 有 5 条 公设 (几何 公理 ): 

(1) 从 每 个 点 到 每 个 别 的 点 可 以 引 直线 。 

(2) 有 限 的 直线 可 以 沿 着 直线 连续 地 延长 。 

(3) 以 任 一 点 为 中 心 可 以 用 任意 半径 画 圆 。 

(4) 所 有 直角 都 相等 。 

(5) 如 果 一 条 直线 与 另外 两 条 直线 相交 ,在 一 侧 构成 两 个 同 
侧 内 角 之 和 小 于 两 直角 ,那么 这 两 条 直线 无 限 延 长 时 ,就 在 同 侧 内 
角 和 小 于 两 直 和 的 那 一 侧 相 交 。 

卷 一 中 还 有 9 条 公理 ， 

(1) 等 于 同一 个 重 的 量 彼 此 相等 。 

(2) 等 量 加 等 量 其 和 相等 。 
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(3) 等 量 减 等 量 其 差 相 等 。 

(4) 互相 重合 的 量 彼此 相等 。 

(5) 全 体 大 于 部 分 

(6) 不 等 量 加 等 量 其 和 不 等 。 

(7) 等 量 的 两 倍 其 和 相等 。 

(8) 等 量 的 一 半生 此 相等 。 

(9) 两 条 直线 不 能 包围 空间 . 

(6) ~ (9) 这 4 条 公理 是 否 为 欧 几 里 得 所 建 , 尚 无 定论 。 

下 面 摘要 展示 《几何 原本 》 中 的 部 分 内 容 。 

在 第 一 卷 中 有 23 个 定义 : 

(Hb 点 是 没有 部 分 的 东西 。 

(2) 线 有 长 度 没有 宽度 。 

(3) 线 的 各 端 是 点 。 

(4) 直线 是 这 样 的 线 , 它 关 于 在 其 上 所 有 点 的 位 置 是 相等 的 。 

(5) 面 只 有 长 度 和 宽度 。 

(6) 面 的 边 绿 是 线 。 

(7) 平面 是 这 样 的 面 , 它 关 于 在 其 上 所 有 直线 的 位 置 是 相等 
的 。 

还 定义 了 角 ,平角 ,直角 , 钝 角 .锐角 、 圆 .圆心 和 直径 。 

(13) 界 是 任何 东西 的 尽头 。 

(14) 图 形 是 这 样 的 东西 , 它 含 于 某 件 东西 的 内 部 ,或 含 于 某 
些 界 的 内 部 。 

(15) 圆 是 这 样 的 平面 图 形 , 它 包含 于 一 条 和 茧 线 ( 把 它 叫 做 图 
周 ) 的 内 部 ,从 图 形 内 部 某 点 到 这 条 昔 线 上 (在 圆 的 圆周 上 ) 所 有 的 
点 的 直线 彼此 相等 。 

《20) 三 边 的 图 形 中 ,等 边 三 角形 是 有 3 个 相等 的 边 的 图 形 ; 
等 腰 三 角形 只 有 两 个 相等 的 边 ;不 等 边 三 角形 有 3 个 不 相等 的 边 。 

《22) 四 边 的 图 形 中 ,正方 形 是 边 都 相等 , 角 都 是 直角 的 图 形 ; 
非 正 方形 的 矩形 的 角 都 是 直角 ,但 是 它 的 边 不 都 相等 ; 蓉 形 的 边 相 
等 ,但 它 的 角 不 是 直角 ;长 菱形 (平行 四 边 形 ) 对 边 相等 ,对 角 相 等 ， 
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但 是 它 的 边 不 都 相等 , 它 的 角 不 是 直 币 。 其 余 的 四 边 形 叫 做 梯形 ， 
《23) 平行 线 是 这 样 一 些 直线 ,它们 在 一 个 平面 上 ,县 两 侧 无 

限制 地 延长 时 ,在 任何 一 侧 彼此 都 不 相 过 。 

卷 一 中 给 出 了 48 个 命题 及 其 证 明 。 

命题 1 在 已 知 的 有 限 直线 上 作 一 个 等 边 三 角形 。 

为 了 展示 《几何 原本 》 的 风格 ,我 们 摘录 此 题 的 全 部 论证 : 

设 已 知 有 限 直线 为 48( 见 图 8.1) ,以 4 为 心 ,以 48 为 半径 作 
BCD( 公 设 (3)) ,再 以 B 为 心 以 BA 为 半径 作 圆 4CE( 公 设 (3))， 
我 们 从 两 题 交 点 C 引出 连接 点 4 与 点 B 的 直线 C4, CB (公设 


全 
\/ 


图 8.1 


因为 4 是 圆 BCDP 的 心 ,所 以 4C 等 于 AB( 定 义 (15))) ,因为 点 
B 是 贺 ACE 的 心 ,所 以 BC 等 于 BA4( 定 义 {15))。 可 是 已 经 证 得 
4C 等 于 48 ,这 就 是 说 4C 与 BC 中 每 一 个 都 等 于 4B ,但 等 于 同一 
个 量 的 量 彼此 相等 (公理 (1)) ,这 就 是 说 4C 等 于 BC。 

这 就 是 说 4C ,4B ,BC 三 直线 彼此 相等 ,也 就 是 说 在 已 知 的 有 
限 直 线 485 上 作出 的 三 角形 4BC 是 等 边 的 (定义 (20)), 这 就 是 所 

命题 4 若 两 三 角形 的 两 边 及 其 夹 角 对 应 相等 , 则 两 三 角形 
相等 。 

命题 5 等 腰 三 角形 两 底 角 相等 。 

命题 6 是 命题 5 的 道 命题 。 

命题 8 车 两 三 角形 的 一 边 同 它 临 近 的 两 角 对 应 相等 , 则 两 
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三 角形 相等 。 

命题 16 一 切 三 角形 中 ,延长 任 一 边 所 成 的 外 角 大 于 每 个 与 
它 相对 的 内 角 。 

命题 二 在 一 切 三 角形 中 ,任何 两 角 合 在 一 起 ,都 小 于 两 个 
直角 。 

命题 2 ”如果 一 条 直线 与 男 外 两 条 直线 相交 ,所 成 的 内 错 角 
相等 ,那么 这 两 直线 平行 。 

命题 28 ”如 果 一 条 直线 与 另外 两 条 直线 相交 ,所 构成 的 外 角 
等 于 在 同 侧 与 它 相对 的 内 角 ,或 者 所 构成 的 同 侧 内 角 合 在 一 起 等 
于 两 个 直角 ,那么 这 两 条 直线 平 行 。 

一 直到 命题 29, 欧 几 里 得 才 引 用 他 的 第 五 公设 。 看 来 他 自己 
也 在 尽 可 能 不 用 第 五 公设 ,也 许 他 也 感觉 到 第 五 公设 会 出 问题 。 

命题 29 一 条 直线 与 两 条 平行 直线 相交 ,所 构成 的 内 错 角 相 
等 。 

从 此 命题 证 明 开 始 用 了 第 五 公设 。 

命题 7 毕 达 哥 拉 斯 定理 。 

命题 48 命题 47 的 着 命题 。 

着 二 中 有 两 个 定义 和 14 个 命题 。 

例如 其 中 的 命题 1! 是 黄金 分 割 。 

命题 11 划分 已 知 线段 成 两 线段 ,使 得 由 整个 直线 及 这 两 线 
段 中 的 一 个 所 包含 丽 成 的 矩形 等 于 其 他 一 线段 上 的 正方 形 。 

命题 14 是 作 一 个 等 于 已 知 直线 图 形 的 正方 形 。 

着 三 中 有 11 个 定义 和 37 个 命题 ;论证 茵 周 、 辟 、 内 接 于 加 的 
角 、 外 切 于 圆 的 角 和 切线 等 基本 性 质 。 

卷 四 中 有 7 个 定义 和 16 个 命题 ;论证 关于 内 接 于 加 和 外 切 于 
圆 的 正三 角形 、 正 方形. 正 五 边 形 .正六 边 形 及 正 十 五 边 形 。 

卷 五 中 有 18 个 定义 和 25 个 命题 。 

在 第 五 卷 欧 几 里 得 讲 古 希腊 算术 ,他 只 讲 到 分 数 。 

六 中 有 5 个 定义 和 33 个 命题 ,结束 了 平面 几何 的 讲述 , 谈 

的 是 面积 比 和 相似 形 与 比例 理论 。 例 如 
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命题 12 已 知 三 直线 , 求 第 四 比例 项 。 

命题 13 求 二 已 知 直线 的 比例 中 项 、 

欧 儿 时 得 把 线段 与 数 联系 了 起 来 ,为 日 后 笠 卡 此 的 解析 几何 
打下 了 古老 的 基础 。 

着 七 中 有 23 个 定义 39 个 命题 。 

定义 12 质数 是 只 能 用 单位 度量 的 数 。 

给 出 了 求 两 个 整数 最 大 公约 数 的 加 转 相 除 法 。 

命题 3 如果 两 个 数 互 质 ( 素 ), 那 么 度量 其 中 一 个 数 的 数 、 
与 其 他 一 数 互 质 。 

命题 4% 如果 两 个 数 与 某 一 数 互 质 ,那么 由 它们 ( 积 ) 生 成 的 
数 也 与 这 个 数 互 质 。 

命题 30 ”如果 两 数 积 可 用 某 质 数 度 基 , 则 后 者 可 度量 两 数 中 
的 一 个 。 

命题 31 任 一 合 数 可 用 某 质 数 度量 。 

命题 32 任 一 数 或 者 为 质数 或 者 可 用 某 质 数 度量 。 

上 共 欧 几 里 得 的 上 述 这 些 命题 可 以 得 出 正 整数 分 解 成 质 因子 唯 
一 性 定理 。 

卷 作 中 有 27 个 命题 ,没有 定义 。 

在 卷 八 中 有 这 样 一 个 定理 :平方 等 于 2 的 分 数 不 存在 以 及 关 
子 立 方 的 类 做 定理 。 

卷 九 证 明了 质数 有 无 穷 个 : 

命题 323 对 于 一 切 说 得 出 数量 的 质数 ,有 比 它 更 大 的 质数 存 
在 。 

卷 九 没有 定义 ,有 36 个 命题 。 

卷 十 中 有 4 个 定义 ,115 个 命题 ,都 是 讲 无 理性 的 问题 。 在 整 
个 《几何 原本 》 当 中 ,这 一 卷 是 最 难 的 ; 当时 欧 几 里 得 不 懂 无 理 数 。 

定义 1 可 以 用 同一 量度 量 的 量 叫 做 可 通 约 的 量 ,不 能 有 任 
何 公共 度量 的 量 叫 作 不 可 通 约 量 。 

定义 3 我 们 称 给 出 的 直线 为 有 理 的 ,把 与 它 无 论 是 线性 兼 
生 方 的 或 只 是 乘 方 的 可 和 通 约 的 直线 叫做 有 理 的 ,与 它 不 可 通 约 的 
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叫做 无 理 的 。 

命题 1 对 于 两 个 给 出 的 不 等 的 量 ,如 果 从 那个 较 大 的 量 里 
取 去 大 于 它 一 半 的 量 , 青 从 所 剩 下 的 量 里 取 去 大 于 所 剩 下 的 旺 一 
半 的 量 ,如 此 继续 下 去 ,那么 剩 下 的 某 个 量 将 小 于 给 出 的 那个 较 小 
的 量 。 

命定 2 对 于 两 个 不 等 的 量 ,交替 地 从 较 大 的 量 减 去 较 小 的 
量 ,如 果 总 是 所 剩 下 的 量 不 能 度量 它 前 面 被 减 去 的 量 ,那么 所 给 出 
的 两 个 量 是 个 可 通 约 的 。 

命题 6 如 果 两 个 量 之 间 具 有 如 同 数 对 数 一 样 的 比 ,那么 这 
两 个 量 是 可 通 约 的 。 

命题 7 不 可 通 约 量 之 间 没 有 如 同 数 对 数 一 样 的 比 。 

命题 8 如果 两 个 量 彼此 之 间 没 有 如 同 数 对 数 一 样 的 比 , 那 
么 这 两 个 量 是 不 可 通 约 的 。 

卷 十 一 ,十 二 ,十 三 讲 的 是 立体 几何 。 

卷 十 一 中 有 31 个 定义 和 40 个 命题 。 包 含 球 .圆锥 .圆柱 和 五 
个 正 多 再 体 的 定义 和 研究 空间 中 直线 与 直线 .平面 与 平面 .直线 与 
平面 位 置 关 系 的 命题 ,还 研究 了 等 积 的 平行 六 面体 的 性 质 。 

卷 十 二 由 18 个 命题 组 成 。 包 括 棱柱 .棱锥 和 球 的 体积 的 命 
题 。 

命题 5 具有 三 角形 的 底 和 同一 的 高 的 两 棱锥 的 比 和 它们 的 
底 的 比 相同 。 

命题 7 具有 三 角形 底 的 棱柱 可 以 划分 成 三 个 等 积 的 三 角形 
的 被 锥 。 

卷 十 三 有 地 个 命题 研究 正 多 曾 体 理论 。 

命题 13 作 内 接 于 已 知 球 的 正四 面体 。 

命题 14 作 内 接 于 已 知 球 的 正八 面体 。 

命题 5 ” 作 内 接 于 已 知 球 的 立方 体 。 

命题 6 作 内 接 于 已 知 球 的 正二 十 面体 。 

命题 17 作 内 接 于 已 知 球 的 正 十 二 面体 。 

命题 18 求 出 以 上 诸 命题 中 所 考 虐 的 5 种 多 面体 的 边 。 
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欧 几 里 得 给 出 了 以 上 各 题 的 作 名 法 且 给 出 了 作法 正确 性 的 证 
骨 。 

欧 几 里 得 指出 ,把 求证 的 事 当 作 已 知 ,然后 以 导出 的 结果 为 基 
础 ,使 得 命题 得 证 的 方法 叫做 “解析 法 ” ,反之 ,借助 于 已 知 的 真理 
得 出 求证 的 事物 , 称 为 “综合 法 ”。 

在 卷 十 三 中 欧 几 里 得 把 他 定义 的 解析 法 与 综 会 法 有 效 地 应 用 
于 几何 证 明 。 

卷 十 四 中 有 7 个 命题 ,讨论 正 多 面体 的 性 质 。 

卷 十 五 有 7 个 关于 一 个 正 多 面体 内 接 于 另 一 个 正 多 面体 的 问 
题 ,例如 : 

命题 5 在 已 知 的 正二 十 面体 中 作 内 接 正 十 二 面体 。 

据 史 书记 载 , 欧 儿 里 得 的 著作 尚 有 《 论 圆锥 裁 线 ?四 卷 《 论 曲 
线 位 置 》 两 卷 ,4 不定 条 件 的 命题 》 和 《 论 错误 的 结论 ?等 , 现 背 已 失 
传 。 

《几何 原本 》 在 人 类 科学 发 展 的 历史 当中 是 第 一 座 理论 体系 的 
丰 俐 , 它 确 立 了 科学 论证 的 演绎 模式 , 它 要 求 每 个 命题 必须 是 已 经 
建立 的 一 些 命题 的 逻辑 结论 ,而 这 种 推理 系统 的 出 发 点 则 是 一 些 
最 基本 的 定义 和 被 公认 的 不 证 自明 的 所 谓 公 理 , 现 代 的 全 部 数学 
都 是 继承 了 欧 几 里 得 《几何 原本 ) 的 模式 建立 的 。 

古今 几乎 所 有 的 伟大 学 者 都 学 习 过 《几何 原本 3 或 《几何 原本 》 
的 现代 版 本 。 事 实 上 , 现代 的 初等 几何 (中 学 教科 书 中 的 骨干 内 容 
之 一 ) 就 是 由 《几何 原本 》 用 现代 语言 改写 面 成 的 。 

《几何 原本 》 中 的 概念 与 理论 对 自然 科学 和 工程 技术 的 直接 或 
间接 的 应 用 是 有 目 共 睹 的 ,例如 建筑 学 .机械 工 程 .光学 .力学 . 物 
理 等 学 科 ,都 在 大 量 引用 初等 几何 的 知识 。 

无 庸 讳言 《几何 原本 》 的 缺点 也 明显 存在 ,我 们 看 到 , 它 的 定 
义 叙 述 不 准确 ,例如 卷 一 中 的 点 , 线 ,直线 等 ,不 但 在 后 续 的 证 明 中 
没有 起 什么 作用 ,而 且 表 述 也 十 分 含糊 。 例 如 “直线 是 这 样 的 线 ， 
它 关 于 在 其 上 所 有 点 的 位 置 是 相等 的 "位 置 相等 "让 人 如 何 理 
解 ? 其 他 很 多 定义 也 都 存在 一 些 不 够 明确 的 毛病 。 当 然 , 我 们 不 
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能 茜 求 于 古人 ,毕竟 那 是 开创 性 的 工作 ,没有 了 欧 几 里 得 这 些 不 太 像 
样 的 定义 , 哪 来 的 烽 改 成 现代 表达 方式 的 初等 几何 呢 。 

在 理论 上 《几何 原本 》 也 有 严重 的 漏洞 ,例如 卷 一 命题 1, 以 
4 与 召 两 点 为 中 心 以 4B 为 半径 的 两 圆 为 什么 一 定 有 交点 C? 在 
《几何 原本 ?中 没有 理论 依据 ， 事 实 上 , 欧 风 里 得 没有 建立 连续 公 
理 , 贞 于 他 手中 没有 连续 公理 ,就 说 不 清楚 圆 会 不 会 在 C 点 “ 断 
裂 " ,使 5C 点 俭 是 呵 上 的 一 个 “ 洞 "而 找 不 到 两 圆 交 点 。 

1872 年 , 戴 德 金 LDedekind) 建 立 了 连续 公理 : 

如 果 把 直线 上 所 有 的 点 分 成 两 类 ,使 每 一 类 都 包 售 着 点 ,而 且 
第 一 类 的 点 都 在 第 二 类 每 个 点 的 同一 侧 ,那么 就 存在 着 一 个 点 , 它 
把 直线 分 成 两 个 射线 ,第 一 类 所 有 的 点 在 其 中 的 一 个 射线 上 ,而 第 
二 类 所 有 的 点 在 另 一 射线 上 ,把 直线 分 成 两 个 射线 的 点 或 者 属于 
第 一 类 ,或 者 属于 第 二 类 。 

在 《几何 原本 》 中 革 些 公理 可 以 被 证 出 来 ,例如 第 (4) 公 设 :所 
有 的 直角 都 相等 ",20 世纪 初 希 尔 伯 特 没有 用 连续 公理 就 给 出 了 
第 (4) 公 设 的 证 明 , 此 证 明 写 入 希 尔 伯 特 的 名 著 《 几 何 基础 ?中 。 

《几何 原本 》 中 一 个 最 大 的 问题 出 在 第 (5) 公 设 上 。 

这 条 公设 不 像 其 他 的 公设 那么 简明 直观 ,可 以 不 证 自明 , 令 人 
怀疑 这 个 公设 能 不 能 用 其 他 公理 与 定理 推导 出 来 。 为 什么 欧 凡 里 
得 本 人 也 尽 可 能 晚 些 引 用 这 条 公设 ,把 它 安排 在 第 29 命题 证 明 中 
才 首 次 出 现 , 是 不 是 也 有 点 犹 黎 ? 

开始 时 人 们 想 把 这 一 公设 改造 得 更 自然 一 些 , 令 其 不 证 自明 ， 
例如 公元 5 世纪 希腊 数学 家 普罗 克 和 鲁 斯 和 18 世纪 苏格兰 数学 家 
普 莱 非 尔 (J.Playfair, 1748 一 1819) 等 人 曾 把 第 ($5) 公设 改写 成 : 

过 已 知 直 线 外 一 点 能 且 仅 能 作 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 。 

但 这 种 表述 方式 并 没有 解除 关于 第 (5) 公 设 的 问题 , 它 并 不 比 
欧 几 里 得 的 原始 表述 好 多 少 。 于 是 人 们 开始 探求 第 ($) 公 设 的 证 
角 。 参 加 过 这 种 尝试 的 人 物 有 : 古 希 腊 天 文学 家 托 勒 下 (Plolemy， 
公元 150 年 ) ,中 世纪 阿拉 伯 数 学 家 奥 玛 海 雅 姆 和 纳西 尔 了 , 意 大 
利 数学 家 艾 凯 里 (G. Saccheri) ,德国 数学 家 克昌 格 尔 (G.S5. Klilge] ) 
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和 瑞士 数学 家 兰 伯 特 (Lamben Jobann Heinrich,1728 一 1777)。 

1823 年 , 罗 巴 切 夫 斯 基 写 道 ,， 这 个 公设 的 严格 证 明 ,直到 现 
在 还 没有 找到 ;任何 已 经 给 出 的 证 明 都 只 能 说 是 说 明 ,就 其 完备 的 
数学 证 明 来 说 是 不 值得 爱惜 的 1” 

19 世纪 中 期 , 达 朗 员 尔 把 第 (5) 公 设 的 证 明 拧 题 称 为 "几何 的 
家 丑 ”。 


2 反 欧 几何 


在 冲击 欧 几 里 得 第 (5) 公 设 的 众多 数学 家 当中 ,值得 注意 的 是 
萨 饥 里 ,克昌 格 尔 和 兰 伯 特 的 工作 。 
萨 凯 里 在 证 明 第 (5) 公 设 时 , 遇 到 一 连 串 奇妙 的 事 ,例如 三 角 
形 内 第 和 小 于 两 直角 ,过 直线 外 一 点 可 以 有 无 数 条 直线 不 与 该 直 
线 相交 等 , 萨 饥 里 是 用 反 证 法 来 证 第 (5) 公 设 的 。1763 年 ,克昌 格 
尔 在 博士 论文 中 指出 , 萨 凯 里 的 工作 并 未 导出 矛盾 ,也 就 是 说 , 假 
设 第 (5) 公 设 不 成 立 , 并 无 矛盾 。 兰 伯 特 则 明确 地 认识 到 ,一 组 假 
设 如 果 不 引 出 矛盾 ,可 以 提供 一 种 新 几何 。 这 3 位 几乎 要 迈进 非 
欧 几 里 得 几何 的 门槛 ,但 是 轿 于 2000 多 年 欧 几 里 得 几何 传统 思想 
的 禁 锯 , 他 们 都 浅 尝 辆 止 了 。1733 年 , 萨 饥 里 写 了 一 本 书 ,名 日 
《 欧 几 里 得 无 尹 可 击 》 耐 收兵 。 兰 伯 特 的 研究 型 着 作 《 平 行 线 理论 》 
生前 并 未 发 表 , 他 不 想 对 两 千年 被 科学 界 誉 为 圣经 的 《几何 原本 》 
说 三 道 四 。 当 时 , 谁 荐 是 对 欧 几 里 得 几何 持 相反 的 观点 ,他 就 会 被 
视 为 狂人 。 
数学 忠 上 另 有 3 位 了 不 起 的 人 物 , 他 们 是 匈牙利 的 波 尔 约 、 德 
的 高 斯 和 俄国 的 罗 巴 切 夫 斯 基 , 他们 是 非 欧 几何 的 创始 人 。 从 
1813 年 起 ,高 斯 创立 否定 第 (5) 公 设 的 一 种 新 几何 , 称 之 为 “ 反 欧 
几 里 得 几何 ”, 欧 氏 风 何 开始 出 现 脱胎 换 骨 的 改造 。“ 非 欧 几 何 " 这 
一 学 科 的 名 字源 于 高 斯 。 但 高 斯 明哲 保 身 ,害怕 世俗 的 非议 ,他 在 
给 贝 塞 尔 的 信 中 说 他 如 果 发 表 自己 关于 非 欧 几 何 的 成 果 会 “引起 
波 衰 提 亚 人 的 叫嚣 ”( 波 哀 提 亚 人 是 古 希腊 一 个 以 粗野 轧 昧 著称 的 
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部 落 人 群 )。 波 尔 约 (Bolyai Jahn,1802 一 1860) 是 铭 牙 利 数学 家 ,其 
父 下 波 尔 约 是 数学 教授 ,高 斯 的 同学 和 密友 ,小 波 尔 约 决心 创立 
一 种 否定 第 (5 公设 的 新 几何 。 老 波 尔 约 以 自己 在 这 方面 的 失败 
劲 阻 小 波 尔 约 ,小 波 尔 约 不 顾 其 父 的 警告 不 懈 努 力 ,终于 在 1823 
年 得 出 非 欧 岂 何 的 基本 原理 ,他 把 这 一 成 果 附 在 其 父 的 一 部 数学 
著作 之 后 以 附录 的 形式 出 版 , 共 26 页 ,给 出 了 一 个 非 欧 几 里 得 的 
完整 而 无 矛盾 的 新 几何 体系 。1832 年 , 老 波 尔 约 把 儿子 的 这 篇 名 
为 《绝对 空间 的 科学 3》 附录 送 高 斯 ,请 高 斯 对 其 子 的 论文 进行 评价 ， 
高 斯 回信 说 :称赞 他 就 等 于 称赞 我 自己 , 整 篇 文章 的 内 容 ,您 的 公 
子 所 采用 的 思路 和 拷 获 得 的 结果 ,与 我 30 年 至 35 年 前 的 思考 不 
谋 而 合 , "小 波 尔 约 对 高 斯 这 番 显 然 是 不 妥当 的 表态 十 分 恼火 , 误 
认为 高 斯 想 惠 窃 自己 的 成 果 。1860 年 ,小 波 尔 约 含 恨 谢世 。1894 
年 , 乌 牙 利 数学 会 在 小 波 尔 约 的 摹 前 竖立 了 他 的 巨型 石像 ,以 示 殴 
仰 。1960 年 ,世界 和 平 理事 会 举行 了 波 尔 约 遂 世 一 百 周年 的 纪念 
仪式 ,并 设立 波 尔 约 数 学 奖 ,他 的 《绝对 空间 的 科学 ?已 被 公认 为 世 
界 第 一 流 的 科学 经 典 。 

正如 老 波 尔 约 劝 儿子 时 所 说 :“ 因 为 那 似乎 是 对 的 ,很 多 事物 
仿佛 都 有 那么 一 个 时 期 ,届时 它们 就 在 很 多 地 方 同 时 被 人 们 发 更 
了 ,正如 春天 紫罗兰 处 处 开放 一 样 。 让 儿子 不 要 怀疑 别人 旭 窃 了 
他 的 成 果 , 其 实 , 除 了 高 斯 与 波 尔 约 之 外 ,还 有 一 个 更 为 强 坚 各 成 
就 卓著 的 非 欧 几何 的 创造 者 和 悍 荆 者 ,他 就 是 俄国 的 罗 巴 切 夫 斯 
基教 授 。 

角色 切 夫 斯 基 (N.I. Lobatchevsky,1793 一 1856) 在 1826 年 2 月 
23 日 喀 山 大 学 数学 物理 系 的 学 术 会 议 上 宣读 了 他 的 论文 《几何 原 
理 的 概述 和 平行 线 定理 的 严格 证 明 》, 向 享誉 两 千年 之 久 的 几何 学 
经 典 发 起 挑战 ,他 说 :“ 直 到 今天 , 几 癌 学 中 的 平行 线 理论 是 不 完全 
的 ,从 数 几 里 得 时 代 以 来 ,两 千年 徒劳 无 益 的 努力 ,使 我 怀疑 在 概 
念 ( 指 第 (5) 公 设 } 本 身 之 中 ,并 未 包含 那样 的 真实 情况 !"1826 年 2 
月 23 日 被 公认 为 非 殉 儿 何 诞生 之 日 , 罗 巴 切 夫 斯 基 被 誉 为 “几何 
学 上 的 哥 白 尼 ”。 希 尔 伯 特 说 :“19 世纪 最 有 启发 性 .最 重要 的 数 
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学 成 就 是 非 欧 见 何 的 发 现 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 生 于 俄国 诺 夫 再 罗 德 一 个 贫苦 的 小 职员 家 庭 ,7 
岁 囊 父 ,罗氏 自 幼 敏 而 好 学 ,4 岁 以 优异 的 成 绩 考 人 喀 山 大 学 数 
学 物理 系 .4 年 后 获 硕 士 学 位 , 留 校 讲授 纯 数 学 ,24 岁 聘 为 正教 授 . 
1820 年 一 1825 年 , 任 该 系 系 主任 ,1827 年 一 1848 年 任 喀 山 大 学 较 
长 。 罗 巴 切 夫 斯 基 青 年 时 代 也 曾 试 证 第 (5) 公 设 , 但 很 快 就 意识 到 
证 明 第 (5) 公 设 是 徒劳 的 。 他 发 现 把 第 (5) 公 设 换 成 “过 已 知 直线 
外 一 点 不 止 有 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 " ,重建 的 一 种 几何 也 是 无 
矛盾 的 ,他 把 这 种 几何 称 为 “ 虚 儿 何 学 "。 关 于 这 种 几何 学 , 他 于 
1829 年 在 《 喀 山 学 报 》 上 发 表 了 论文 《 论 见 何 基础 》。1835 年 又 在 
此 杂志 上 发 表 论文 《4 具有 平行 的 完全 理论 的 几何 新 基础 》。1837 
年 ,他 用 法 文 发 表 论文 《 虚 几 何 学 》。1840 年 ,用 德 文 写成 专著 《 平 
行 理论 的 几何 研究 》, 此 书 是 影响 最 大 的 非 欧 几何 的 专著 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 的 虚 几 何 学 与 高 斯 和 波 尔 约 的 同类 成 果 大 同 小 


蜡 。 


用 巴 切 夫 斯 基 的 新 几何 一 问 划 ,果然 草 到 了 " 波 哀 担 亚 人 ”的 
嘲笑 甚至 人 身 攻 击 ,不 少 权威 人 物 称 罗 巴 切 夫 斯 基 的 学 说 是 "荒唐 
透顶 的 伪 科 学 ", 有 人 写 匿 名 信 说 罗 是 “疯子 ", 有 人 用 漫 链 进行 讽 
刺 挖苦 ,德国 大 诗人 哥 德 在 名 著 《 浮 士 德 } 中 写 下 了 这 样 的 蛋 诗 ， 

有 几何 今 ， 
名 日 “ 非 欧 ”， 
自己 嘲笑 ， 
莫名其妙! 

面 对 狂 风暴 两 般 的 攻击 , 罗 巴 切 夫 斯 基 表 现 出 了 仙 里 略 式 的 
“追求 科学 需要 的 特殊 勇敢 ”, 寸 步 也 不 退让 。1893 年 , 喀 出 市 竖 
立 了 罗 巴 切 夫 斯 基 的 纪念 像 ,1909 年 , 非 欧 几何 在 爱 因 斯 坦 的 广 
义 相 对 论 中 成 为 最 有 力 的 数学 工具 之 一 。 

非 欧 几何 的 诞生 ,是 数学 史上 重大 改革 的 典范 。 罗 巴 切 夫 斯 
基 和 和 波 尔 约 的 工作 发 表 了 30 多 年 ,未 被 重视 ,说 明 数 学 家 们 一 般 
不 情愿 接受 激进 的 思想 。 非 殉 几 何 的 发 展 、 完 善 和 应 用 的 历史 证 
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明 高 斯 . 波 尔 约 和 罗 巴 切 夫 斯 基 绝 不 是 出 于 钻 牛 角 尖 的 怪 闻 和 为 
了 满足 理智 上 的 好 奇 心 而 玩 乔 平行 公理 游戏 ,而 是 科学 地 ,严密 地 
建立 起 一 种 新 的 数学 分 支 , 尽 管 此 前 人 们 认为 罗 巴 切 夫 斯 基 们 的 
下 何 是 藻 训 的 。 

下 而 我 们 展示 一 些 罗 巴 切 夫 斯 基 非 网 几何 的 原始 创新 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 命 题 A 在 直线 三 角形 中 ,三 个 内 和 角 的 和 不 超 
过 To 

事实 上 ,如果 A 4BC 的 内 角 和 为 x+ a,a > 0, 设 最 短 边 为 
BC, 了 是 BC 中 点 ,连接 且 延 长 4D 至 k, 使 四 = DE ,连接 E 与 C， 
见 图 8.2。A 4DRA CDE ,LABD = LDCE, LBAD = LDEC, 由 
此 得 A ACE 中 ,三 内 角 之 和 也 是 r+ as 


A 4BC 中 人 BAC 最 小 ,又 
LBAC= LEAC+ LAEC 
芝 E4C 与 人 4EL 中 有 一 个 不 大 于 么 BAC 之 半 , 且 两 者 都 比 人 A ABC 
中 最 小 角 还 小 ,如 此 继续 下 去 ,我 们 可 以 作出 这 样 的 三 角形 ,三 个 


角 之 和 为 x+a, 且 有 两 个 角 都 比 儿 还 小 ,又 第 三 个 角 不 大 于 ,这 
三 个 角 加 起 来 不 是 x+ a ,矛盾 ,所 以 > 0 不成立 ,a <0, 即 三 角形 
内 角 和 有 两 种 可 能 : 

(1) 三 角形 内 前 和 是 x(a =0 时 )。 

(2) 三 角形 内 角 和 小 于 x(a <0 时 )。 

在 以 上 的 论证 中 ,没有 动用 欧 几 里 得 第 (5) 公 设 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 命 题 B 如果 存 在 一 个 直线 三 角形 其 内 角 和 是 
x, 则 一 切 直线 三 角形 的 内 角 和 皆 为 x。 
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事实 上 ,假设 在 A 4BC 中 ,三 内 角 之 和 为 x, 人 4BC 中 至 少 有 
两 个 角 (不 妨 设 一 4 与 人 C) 是 锐角 ,不然 与 罗 巴 切 夫 斯 基 命 题 A 
相 违 ;从 第 三 个 角 一 8 的 顶点 向 对 边 作 季 线 , 于 是 A 4BC 被 划分 
成 两 个 直角 三 角形 A 48D 与 人 8DC ,这 两 个 三 角形 每 个 的 内 角 和 
也 是 x, 因 为 一 个 的 内 角 和 小 于 x, 则 另 一 个 的 内 和 角 和 就 要 大 于 r， 
这 是 不 可 能 的 。 于 是 得 到 一 个 两 直角 边 分 别 为 器 与 4 的 直角 三 角 
形 , 见 图 8.3(a) ,这 个 直角 三 角形 内 角 和 为 x, 用 两 个 全 等 的 这 种 
三 角形 ,可 以 构成 一 个 对 边 相等 ,每 个 角 皆 r 的 四 边 形 ,用 这 种 四 
边 形 可 以 铺 成 边 长 分 别 为 4B = np,A'D' = mg 的 对 边 相 等 且 每 
角 蕴 祁 的 大 四 边 形 , 见 图 8.3(8) ,其 中 m,n 是 正 整 数 。 对 角 线 
BD 把 它 划分 成 两 个 全 等 的 直角 三 角形 A 4'B'D' 与 A B'C'D' ,这 
两 个 三 角形 (由 命题 &) 内 角 和 和 皆 re 
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图 8.3 
下 面 证 明 , 在 A 4BC 内 角 和 为 x 的 条 件 下 ,一 切 直角 三 角形 
内 角 和 为 x。 设 入 PQR 是 任意 的 直角 三 角形 , 则 可 以 把 RP 与 RG 
延长 到 Pi 与 0;, 且 使 得 人 P1Q1R 是 一 个 内 角 和 为 的 直角 三 角 
形 ( 即 RP = mp, RQ = ng) 见 图 8.4。 连 接 P10, 由 命题 A, 若 人 
PRO 的 内 角 和 不 是 x , 旭 


4+ 人 5 < 也 
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如 


姓 2 名 
图 8.4 


而 
LA1+A2+A3+(L4+3) = 了 + 


于 是 人 1+ 人 2+ 3 > x, 与 A P10Q1 内 角 和 不 大 于 x( 命 题 A) 巴 
盾 , 故 A Pi RQ 的 内 角 和 是 r, 同 理 A PQR 的 内 角 和 是 r。 

对 于 任意 三 角形 ,可 以 从 最 大 内 角 向 对 边 引 垂 线 , 把 它 划分 成 . 
两 个 直角 三 角形 .于 是 可 知 任意 三 角形 的 内 角 和 为 ro 

以 上 论证 未 用 到 网 几 里 得 第 (5) 公 设 。 

从 命题 A 与 命题 BB 可 知 ,对 于 所 有 的 直线 三 角形 ,只 有 两 种 
可 能 ,或 者 每 个 三 角形 的 内 角 和 丝 r, 或 者 每 个 三 角形 的 内 角 和 皆 
小 于 ra 

罗 巴 切 夫 斯 基 命 题 C” 如果 一 切 直线 三 角形 内 角 和 相等 , 则 
这 个 和 就 是 x。 

事实 上 ,这 时 , 设 三 角形 内 角 和 皆 为 x ,在 A 4BC 的 边 4C 上 任 
取 一 点 ,连接 BD, 见 图 8.5, 则 


A 


A AN 
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[a 


图 8.5 
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x=atB+Y,x=atH t+,x=7+B+t+6 
Bi+ Ba =B, 进 而 得 
2x =a+ (B+B) + y+ (+0) = 
& + 有 +yY+r= 
+T 

解 得 x =7。 

由 命题 C 得 出 如 果 所 有 的 三 角形 内 角 和 小 于 r, 则 三 角形 的 
内 角形 不 会 是 一 个 定 值 。 
罗 巴 切 夫 斯 基 命 题 D 若 三 角形 内 和 角 和 小 于 r, 当 且 仅 当 过 
直线 a 外 一 点 4 可 以 引出 不 止 一 条 直线 不 与 a 相交 。 
事实 上 , 欧 几 里 得 已 证 明 , 若 过 4 点 仅 引 一 条 直线 不 与 a 相 
交 , 当 且 仅 当 三 角形 内 角 和 是 x。 

至 此 造成 如 下 局 而 : 

(1) 过 4 点 仅 能 引 一 条 直线 与 a 平行 ,等 价 于 三 角形 内 角 和 
和 缘 x, 这 便 是 欧 几 里 得 几何 的 第 (5) 公 设 。 

(2) 过 4 点 可 以 引 不 止 一 条 直线 不 与 a 相交 ,等 价 于 一 切 三 
角形 之 内 角 和 皆 小 于 ro 

罗 巴 切 夫 斯 夫 以 (2) 替 代 (1) 之 后 得 到 了 一 种 无 矛盾 的 新 几 
何 , 称 为 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 , 它 是 非 欧 拖 何 的 一 种 。 

在 罗 巴 切 夫 斯 基 下 何 中 ,有 众多 与 我 们 中 学 时 代 熟 知 的 玫 何 
定理 相 违 彰 的 新 定理 , 兹 举例 若干 如 下 。 

(1) 在 平 而 上 对 于 局 一 条 直线 ,其 垂 线 与 倾斜 线 并 不 永远 相 


交 。 
因为 如 果 垂 线 与 倾 叙 线 相交 , 则 第 (5) 公 设 成 立 。 
(2) 相似 而 不 全 等 的 三 角形 是 不 存在 的 。 
因为 车 存在 两 个 相似 而 不 全 等 的 三 角形 , 则 第 (5) 公 设 成 立 ; 
罗 巴 切 夫 斯 基 把 三 对 对 应 角 分 别 相等 的 两 个 三 角形 称 为 两 三 角形 
合同 。 
(3) 有 不 能 画 外 接 圆 的 三 角形 存在 。 
为 每 个 二 角形 缘 存 在 外 接 圆 , 则 第 (5) 公 设 成 立 。 
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(4) 平面 上 在 `-~ 已 知 直线 的 同 侧 且 与 此 直线 距离 相等 的 点 的 
轨迹 是 一 条 曲线 ,此 曲线 上 任何 三 点 不 在 同一 直线 上 。 

因为 如 果 此 轨迹 上 任 三 点 在 同一 直线 上 , 则 第 (5) 公 设 成 立 。 

(5) 圆 内 接 正 六 边 形 的 边 大 于 圆 的 半径 。 

事实 上 ,如 图 8.6, 由 于 A 04B 的 内 角 和 小 于 r, 故 一 40B8 = 
是 它 的 最 大 内 角 , 由 大 角 对 大 边 ,可知 48B > 04。 


E! 
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图 8.6 


(6) 过 锐角 的 一 边 有 垂 线 不 与 男 一 边 相 交 。 

(7) 从 直线 e 外 一 点 4 可 以 作 无 穷 条 直线 与 a 不 相交 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 凡 何 的 出 现 , 对 公理 方法 的 发 展 起 到 了 决定 性 
的 影响 。1899 年 , 希 尔 伯 特 的 名 著 《 几 何 基础 》 出 版 , 书 中 给 出 了 5 
组 共 21 条 公理 ,是 现代 公理 化 方法 的 榜样 , 希 尔 伯 特 是 现代 公理 
化 方法 的 葛 基 人 。 这 种 方法 始 于 欧 几 里 得 ,被 罗 巴 切 夫 斯 基 等 人 
发 展 ,而 集大成 于 希 尔 伯 特 。 希 尔 伯 特 提出 了 组 建 公理 的 三 原则 : 

(1) 相 容 性 , 即 公理 系统 要 无 矛盾 。 

{2) 独立 性 , 即 任 一 条 公理 不 能 被 其 余 公 理 逻 辑 地 推导 出 来 。 

(3) 完备 性 , 即 系统 中 的 一 切 定 理 缘 可 由 该 系统 的 公理 推出 。 

第 一 组 :结合 公理 

(1) 对 于 任意 两 点 4,8B ,存在 过 4,B 两 点 的 直线 。 

(2) 对 于 任意 不 同 的 两 点 ,至 多 存在 一 条 过 4,8 两 点 的 直 
线 。 

(3) 每 条 直线 上 至 少 有 两 个 点 ;至 少 存在 三 个 点 ,不 在 同一 直 
线 上 。 
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{4) 对 于 任意 不 在 一 条 直线 上 的 三 个 点 4, 8, C, 存 在 过 4A， 
B,C 每 个 点 的 平面 。 对 于 任意 平面 总 是 存在 着 属于 它 的 一 个 点 。 
《5) 对 于 任意 不 在 一 条 直线 上 的 三 个 点 4,B,C, 至 多 存在 一 - 
平面 过 这 三 个 点 。 
(6) 如 果 直 线 a 上 的 两 个 点 4 与 B 在 平面 a 上 , 则 直线 a。 上 
的 每 个 点 上 皆 在 平面 a 上 。 

(7) 如 果 两 个 平面 a, 8 有 公共 点 4, 则 它们 至 少 还 有 一 个 公 
共 点 。 

(8) 至 少 存 在 四 个 点 ,不 在 一 个 平面 上 。 

第 二 组 :顺序 公理 

(1 如果 点 B 在 点 4 与 点 C 之 间 , 那 么 4,8,C 是 一 条 直线 
上 不 网 的 点 ,并 且 B 也 在 C 与 4 之 间 。 

《2) 对 于 任意 两 点 4 与 C, 在 直线 4C 上 至 少 存在 着 一 个 点 
B, 使 C 在 4 与 B 之 间 。 

(3) 直线 上 任意 三 个 点 中 ,至 多 有 一 点 在 其 它 两 点 之 间 。 

{4)( 帆 波斯 公设 ) 设 4,8,C 是 不 在 一 直线 上 的 三 点 ,a 是 平 
面 48C 上 一 直线 , 它 不 通过 4,B,C 中 任何 一 个 点 ,车 这 时 直线 a 
通过 线段 48 的 一 个 点 ,那么 它 必 须 或 者 通过 线段 4C 的 -- 个 点 或 
者 通过 线段 BC 的 一 个 点 。 

第 三 组 :合同 公理 

(1) 如 果 4,8 是 直线 a 上 两 点 , 旦 4 是 同一 条 或 另 一 条 直线 
a' 上 的 点 , 则 在 o 上 隶 点 的 一 侧 可 以 找 出 点 好 ,使 得 4B 合同 于 
4'8' , 即 4B 等 于 4'8', 记 成 48 三 4'8'。 

(2) 如 果 线 段 4' 与 如 配 都 合同 于 线段 奶 , 则 4'B" 合 同 于 
本 。 

(3) 48 与 BC 是 直线 a 上 两 个 线段 , 设 有 公共 内 点 ,A'B' 与 
B'C' 是 同一 条 或 另 一 条 直线 a 上 两 个 线段 ,也 没有 公共 内 点 , 若 
AB=A'B', BC=B'C', 则 AC= A'C’ 

(4) 在 平面 a 上 给 定 角 和 (有 .hk)(h 与 & 是 从 同一 点 如 出 发 的 
两 射线 ) ,在 平面 a 上 给 定 直 线 a' ,而 且 在 平面 a 上 给 了 关于 直线 
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a' 的 确定 的 一 侧 ; 如 是 直线 a 上 从 0' 出 发 的 射线 ,在 这 种 情形 下 ， 
平面 a 上 存在 一 条 面 且 仅 有 一 条 射线 k', 它 有 下 述 性 质 : (有 h,) 
合同 于 ,换言之 ,等 于 王 ( 和 大, 电 ), 且 这 时 一 (大 , 关 ) 内 部 的 点 绢 在 
平面 a 上 关于 直线 a' 的 给 定 的 一 侧 , 记 这 时 两 角 的 合同 关系 为 
LR RA ,k) 

每 个 角 都 与 自己 合同 , 即 和 (hk)= 人 (hh,k)。 

(5) 车 对 于 人 4BC 与 A 4'B8'C' ,有 合同 关系 

AB= A'B', AC=A'C', ABAC= /LB'A'C’ 

则 A ABC=A A'B'C’, 

第 四 组 :平行 公理 

(1) 欧 几 里 得 公理 ; 设 a 是 任 一 条 直线 ,4 是 它 外 边 的 点 ,这 
时 ,在 直线 a 与 点 4 确定 的 平面 上 ,过 点 4 而 不 与 直线 a 相交 的 
直线 至 多 有 1 条 。 

(2) 罗 巴 切 夫 斯 基 公 理 : 设 e 是 任 一 条 直线 ,4 是 它 外 边 一 
点 ,这 时 在 直线 a 与 点 4 确定 的 平面 上 ,过 点 4 而 不 与 直线 相 
交 的 直线 至 少 存在 两 条 。 

第 五 组 :连续 公理 

(1) 阿 基 米 德 度量 公理 : 设 4B 与 CD 是 两 个 任意 线段 ,那么 
在 直线 48 上 存在 着 有 限 个 点 41,42,…,4,, 这 些 线段 441, 4142， 
4243，… An _14n 都 台 同 于 线段 CD ,用 了 点 在 4 与 4, 之 间 。 

(2) 康 托 尔 公理 :车 在 直线 a 上 给 出 闭 线段 的 无 穷 序 列 

#1B1,42B2," 4nB ,> 

其 中 每 一 条 在 后 的 线段 4, ,1B。+1 都 属于 前 一 线段 4,B,, 且 不 存 
在 这 样 的 线段 , 它 属于 已 给 序列 的 所 有 线段 ,那么 存在 一 个 而 且 只 
存在 一 个 点 属于 序列 的 所 有 线段 。 


第 九 章 ”概率 与 混沌 


包 西 境内 一 只 凑 蝶 确 动 怒 膀 ,可 能 引起 德 克 萨 斯 州 
的 一 场 龙卷风 。 
一 一 E. 洛 伦 兹 


1 概率 论 与 数理 统计 


1663 年 意大利 数学 怪 杰 卡尔 丹 (G. Cardano,1501 一 1576) 写 出 
概率 论 的 萌芽 之 作 《 游 戏 机 过 的 学 说 》, 讨 论 了 两 人 赂 博 中 断 ,如 何 
分 赌 本 的 问题 , 且 提 出 了 “大 数 定律 "等 基本 的 概率 理论 之 原始 模 
型 。 分 赌 本 问题 不 只 引起 曾经 有 20 几 年 掷 仍 子 赌博 经 验 的 卡尔 
丹 的 兴趣 ,而 且 16 世纪 意大利 的 数学 家 帕 乔 利 (L. Pacioli, 1445 一 
1517) . 塔 塔 利 亚 (N.Tartaglia,1499 一 1557) 等 人 也 讨论 过 这 种 问题 。 
到 17 世纪 ,法 国 的 著名 数学 家 帕斯卡 (B, Pascal,1623 一 1662) 和 费 
马 (P.Femat, 1601 一 1665) 也 曾 多 次 通信 讨论 这 一 概率 论 的 始祖 问 
题 。 


1654 年 7 月 29 日 ,帕斯卡 给 费 马 的 信 中 写 道 “下面 给 出 两 个 
赌 徒 分 配 赌 金 的 方法 ,例如 每 人 投放 32 枚 金币 作为 赌 金 ,并 以 先 
得 3 分 为 赢 。 

假设 第 一 人 已 得 2 分 , 另 一 人 只 有 1 分 ,他 们 掷 下 次 时 , 若 第 
一 人 赢 了 ,他 将 得 到 全 部 64 枚 金币 ; 若 另 一 人 赢 了 ,他 们 的 比分 是 
2 比 2。 如 果 在 这 种 情况 下 分 赌 金 的 话 ,每 人 将 拿 加 自己 所 下 的 婴 
金 , 即 32 下 金币 。 

综 上 所 述 ,第 一 个 人 如 果 赢 了 , 64 枚 金币 将 属于 他 ;如 果 他 输 
了 .32 个 金币 将 属于 他 。 假 如 他 们 不 愿 继续 玩 下 去 而 要 分 贱 金 的 
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话 , 第 一 个 人 应 该 说 :“ 我 一 定 能 得 32 梳 金币 ,即使 我 下 一 轮 输 了 ， 
也 应 该 把 它们 给 我 。 至 于 另外 的 32 枚 金币 ,也许 我 得 到 它们 ,也 
许 你 得 到 它们 ,机 会 是 均等 的 。 所 以 在 给 我 32 枚 金币 之 后 ,让 我 
们 均 分 另外 的 32 枚 吧 。 这 样 ,他 将 得 到 48 枚 金币 ,而 另 -- 个 人 只 
能 得 到 16 枚 金币 。 

现在 假定 第 一 个 人 得 2 分 而 男 一 个 人 得 零 分 ,他 们 正在 争夺 
下 一 分 ,如 果 第 一 个 人 赢 了 ,他 将 得 到 全 部 4 枚 金币 ;如 果 另 一 人 
赢 了 ,注意 他 们 将 回 到 前 面 的 情况 , 即 第 一 人 得 2 分 ,而 另 一 个 人 
得 1 分 。 

但 我 们 已 经 说 明了 在 这 种 情况 下 己 有 2 分 的 人 将 得 到 名 枚 
金币 。 所 以 如 果 他 们 不 希望 继续 赌 下 去 的 话 ,这 人 应 该 说 ;“ 如 果 
我 赢 了 ,我 将 得 到 全 部 64 枚 金币 ;如 果 我 输 了 ,48 枚 金币 将 属于 
我 ,所 以 请 把 48 枚 金币 给 我 ,然后 再 均 分 这 剩 下 的 16 枚 金币 , 因 
为 你 我 赢得 它 的 机 会 是 均等 的 。 了 于 是 ,他 获得 金币 的 数目 为 

48 枚 +8 术 =56 枚 

现在 假定 第 一 个 人 有 1 分 而 另 一 个 人 为 0 分 。 请 看 ,如 果 他 
们 再 掷 一 次 而 第 一 个 人 赢 了 ,他 与 对 手 的 比分 将 是 2 比 0。 根 据 
前 述 理由 ,56 枚 金币 将 属于 他 。 如 果 他 输 了 ,他们 的 比分 就 成 为 
1 比 1,32 枚 金币 将 属于 他 ,所 以 他 应 该 说 ;“ 如 果 你 不 打算 赌 下 
去 ,就 请 把 我 原来 的 32 校 金币 给 我 ,再 让 我 们 把 56 枚 金币 的 剩 
余部 分 均 分 ，56 减 去 32 为 24, 让 我 们 来 平分 这 24 枚 金币 吧 , 你 
拿 12 枚 ,我 登 12 枚 ,再 加 上 我 原来 的 32 枚 ,我 一 共 应 得 44 枚 金 
而。 

请 看 ,在 这 种 情况 下 , 通过 简单 的 减法 ,就 可 以 知道 如 果 他 赢 
了 第 一 轮 , 他 将 从 对 方 得 到 12 枚 金币 ;如 果 他 继续 赢得 第 二 轮 ,将 
再 从 对 方 得 到 12 枚 金币 ;赢得 第 三 轮 , 则 再 得 到 8 枚 金币 。 

费 马 1654 年 给 帕斯卡 的 信 中 说 : 

“帕斯卡 先生 : 

如 果 两 人 赌博 时 以 掷 8 次 蜗 子 为 一 局 ,而 在 下 赌注 之 后 我 与 
对 方 商定 ,我 放弃 掷 第 一 次 的 机 会 ,那么 根据 我 的 理论 应 该 得 到 全 


369 


部 赠 金 的 十 作为 补偿 。 
如 果 我 继续 放弃 据 第 二 次 的 机 会 ,就 应 得 到 所 剩 由 多 的 十, 即 


全 部 赔 多 的 蕊 作为 补偿 。 
如 果 第 三 次 轮 到 我 的 时 候 ,我 仍然 弃权 ,应 该 得 到 上 次 所 秋 赔 


金 的 二, 即 全 部 赠 金 的 2 作为 补偿 。 

如 果 我 第 四 次 弃权 ,就 应 得 到 第 三 次 所 莉 财 金 的 吉 , 即 全 部 周 
多 的 蕊 ;您 说 这 就 是 假定 括 了 前 3 次 之 后 第 四 次 括 的 价值 ,我 完 
全 同意 。 

但 您 在 来 信 的 最 后 一 个 例子 中 说 ,如 果 我 在 赌博 时 (以 掷 8 次 
为 一 局 ) 要 的 是 6 点 ,而 连 皖 3 次 都 没有 得 到 这 个 点 数 。 对 手 建议 


我 不 掷 第 四 次 , 那 我 怠 该 得 到 全 部 赔 金 的 让 这 作为 补偿 。 按 照 我 


的 理论 ,并非 如 此 。 因 为 在 这 种 情况 下 ,先前 掷 的 3 次 什么 也 没 得 
到 , 财 金 总 数 未 变 , 持 有 散 子 而 放弃 第 四 次 的 人 应 得 全 部 财 金 的 证 
作为 补偿 。 

如 果 他 已 括 4 次 而 没有 发 现 期 望 的 点 数 ,双方 商定 他 不 青 掷 
第 五 次 ,他 依然 应 得 全 部 周 金 的 二 ,因为 赔 金 总 数 依然 如 故 。 不 管 
是 从 理论 上 还 是 从 常识 上 来 说 , 兢 每 一 次 的 价值 应 该 是 相等 的 。 

我 急于 知道 ,您 是 否 同 意 我 的 理论 ,请 来 信 网 教 。 我 相信 我 们 
会 取得 一 致 的 意见 ,或 者 仅仅 在 它 的 应 用 方面 有 些 异 议 。 
顺 致 衷心 祝福 。 

导 蕊 1654” 

帕斯卡 右 信 中 称 费 马 的 方法 是 正确 的 ,而 且 是 这 类 问题 研究 
中 首次 得 出 的 正确 答案 。 

费 马 与 帕斯卡 的 通信 讨论 的 问题 被 有 关 数 学 家 囊 更 斯 (C. 
Huygens, 1629 一 1695) 发 现 后 ,对 这 种 问题 进行 了 深入 研究 ,1657 


370 


年 , 惠 更 斯 的 名 著 《 论 赌博 中 的 计算 》 一 书 出 版 ,此 书 是 概率 论 的 第 
一 部 成 型 的 著作 ,提出 数学 期 望 ,概率 的 加 法 定理 与 概率 的 乘法 定 
理 等 基本 概念 。 

使 概率 论 成 为 一 个 独立 的 数学 分 支 者 是 正二 数学 家 雅 各 布 
伯 努 利 (Jakob Bemoulli,1655 一 1705) ,他 证 明了 掷 =” 晒 仍 子 所 得 总 
点 数 为 m 这 样 场合 的 数 趴 为 

人 

订 开 式 宁 x" 这 一 项 的 系数 ,这 不 仅 是 概率 论 的 一 个 妙 解 ,而 且 开 
了 母 也 数 的 先河 。 

1713 年 出 版 了 雅 各 布 . 伯 努 利 的 遗 作 《 猜 度 术 》, 建 立 了 概率 
论 中 的 第 一 个 极限 定律 , 即 现 称 之 为 伯 努 利 大 数 定 律 的 那个 定理 : 

在 独立 试验 中 ,事件 4 出 现 的 概率 是 p, 则 对 任 取 的 。>0， 


sm?{| (2-7) |<e}= 

其 中 m 为 n 次 试验 事件 4 出 现 的 次 数 。 
这 一 大 数 定律 指出 ,概率 是 相对 频率 的 数学 抽象 , 伯 努 利 的 这 
一 理论 在 概率 的 发 展 史上 起 到 了 理论 葛 基 的 作用 。 伯 努 利 在 《 猜 
度 术 》 中 有 一 自 话 涪 得 又 直 白 又 深刻 ,深入 浅 出 地 解释 了 大 数 定律 
的 含义 :“ 每 个 人 都 清楚 ,利用 任何 单个 观测 作为 基础 来 预言 一 些 
未 来 事件 是 不 充分 的 ,而 应 要 求 有 大 量 的 观测 ,一 个 没有 受过 教 
育 , 以 前 也 没有 受过 训练 的 人 , 赁 天 生 的 直觉 ,也 会 清楚 地 知道 ,可 
利用 的 有 关 观 测 的 数目 越 多 ,发 生 错 误 的 风险 就 越 小 。 尽 管 我 们 
都 以 非常 自然 的 方式 认识 到 这 一 点 ,但 是 ,这 个 原理 的 科学 证 明 却 
一 点 也 不 科 单 。 有 些 问 题 更 希 要 考虑 ,而 对 一 般 人 来 说 ,这 些 人 问题 
也 许 还 没有 想到 。 所 要 探讨 的 是 ,是 否 随 着 观测 次 数 的 增加 ,记录 
下 来 的 赞成 与 不 赞 成 的 比值 接近 真实 比值 的 概率 也 随 之 不 断 增 
加 ,使 得 这 一 概率 终 将 超过 任意 确信 和 度 。 以 下 的 解释 使 我 所 说 的 
含义 更 清楚 :我 们 有 一 个 怒 子 ,时 面 装 了 3000 个 小 白 卵石 和 2000 
个 小 黑 卵 石 ,这 些 数 目 我 们 事先 不 知 ,希望 从 经 验 上 确定 铅 中 白 黑 
卵石 的 比例 。 方 法 是 从 铅 中 将 旷 石 一 个 接 一 个 地 职 出 ,记录 下 取 
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出 了 多 少 白 卵石 和 多 少 黑 卵石 ,每 取出 一 个 卵石 , 记 下 它 的 颜色 ， 
立刻 把 它 放 何 铅 中 。 现 在 我 们 问 ,是 否 可 以 通过 无 限 扩大 试验 , 比 
如 做 10 次 ,100 次 ,1000 次 等 ,取出 的 白 卵 五 数目 与 黑 卵 石 数目 之 
比 (最 终 是 "必然 ") 和 钠 中 白 卵 五 与 黑 饰 石 数目 的 真实 比例 取 相 同 
的 值 (3:2) ,还 是 取出 的 白 孵 石 与 黑 卵 石 数目 之 比 将 到 不 同 的 值 ? 
如 果 回 答 是 “不 ”, 则 我 承认 ,试图 通过 观测 来 确定 每 个 结果 的 例证 
数目 ( 即 白 卵石 与 黑 卵 石 的 数目 ) 可 能 要 失败 。 通 过 这 种 方法 ,我 
们 最 终 能 够 达到 内 心 确信 的 必然 性 。 我 们 几乎 能 够 精确 地 事后 确 
定 例证 的 数目 ,好 像 我 们 事先 知道 这 些 数目 一 样 。 这 种 考虑 能 使 
我 们 对 带 有 偶然 性 的 事件 做 出 预测 。 如 果 我 们 用 大 气 层 或 人 体 来 
替代 上 面 所 说 的 镀 子 ,在 其 内 部 隐藏 着 大 量 的 各 种 各 样 的 变化 过 
程 或 疾病 ,就 如 同 钱 子 时 隐藏 着 的 卵石 一 样 ,这 时 ,我 们 仍 能 通过 
观测 来 确定 其 中 某 事件 将 比 另 一 事件 更 频繁 发 生 的 可 能 性 有 多 
大 。 


应 当 指 出 ,反映 不 同 结果 数目 之 间 的 实际 比例 决 不 可 能 绝对 精 
确 地 获得 ,这 一 点 釉 怕 不 完全 能 被 理解 。 因 为 如 果 精确 获得 是 可 能 
的 话 , 那 将 与 我 们 断言 的 相对 立 ,我 们 获得 的 比例 仅 是 近似 的 ”。 

1812 年, 拉 普 拉 斯 的 名 著 《 概 率 的 分 析 理 论 》 出 版 , 书 中 系统 
地 总 结 了 前 人 关于 概率 的 研究 成 果 , 明 确 了 概率 的 古典 定义 ,在 概 
率 论 中 引 人 分 析 方 法 ,把 概率 论 提高 到 一 个 新 的 阶段 ,把 此 前 各 数 
学 家 关于 概率 的 零星 结果 系统 化 。1814 年 第 二 版 的 书 名 换 成 《 概 
率 的 暂 学 导论 》。 

在 《概率 的 哲学 导论 ?中 ,关于 概率 的 含义 , 拉 普 拉 斯 做 了 如 下 
的 精辟 阐述 : 

生活 中 发 生 的 一 切 事件 ,甚至 那些 因 无 足 轻重 而 被 认为 不 遵 
和 守 神 圣 的 自然 法 则 的 事件 ,都 如 同 地 球 的 公转 一 样 是 自然 法 则 的 
必然 产物 ,因为 没有 明白 宁 宙 这 个 庞大 体系 中 连接 这 些 事件 的 每 
个 环节 ,它们 的 出 现 只 好 被 视 为 有 “终极 原因 "的 。 主 观 腾 断 的 所 
谓 “ 终 极 原因 ”这 种 哲学 本 身 只 是 表明 对 真理 的 无 知 。 其 实 , 单 个 
空气 或 水 蒸气 分 子 的 运动 轨迹 和 行星 的 轨道 一 样 是 有 规 可 循 的 ， 
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只 不 过 是 人 类 缺乏 对 前 者 的 足够 认识 。 

在 概率 中 ,倘若 知道 三 件 或 更 多 的 事件 中 总 有 一 件 会 发 生 , 然 
而 尚 无 任何 理由 认为 其 中 一 件 比 其 他 事件 更 评 能 发 生 , 那 么 ,在 这 
种 不 确定 的 情况 下 ,要 说 哪 一 事件 一 定 会 发 生 是 不 可 能 的 。 假 是 ， 
如 果 许 多 等 可 能 情况 都 排除 其 事件 发 生 ,只 有 一 种 情况 有 利于 它 
发 生 ,那么 ,在 这 些 事件 中 随意 地 选取 - - 件 , 则 该 车 件 不 大 可 能 出 
现 。 

机 会 的 理论 是 把 同类 的 所 有 事件 化 归 为 一 定数 量 的 等 可 能 情 
况 , 这 里 所 说 的 等 可 能 情况 ,就 是 对 于 属于 同一 美的 事件 ,人 们 以 
同等 程度 不 能 判定 嘱 种 事件 会 发 生 ,并 且 确 定 在 哪些 情况 下 被 考 
处 的 事件 可 能 发 生 。 

可 能 发 生 的 次 数 与 总 次 数 之 比 , 就 是 对 该 事件 出 现 的 概率 的 
一 个 描述 。 上 面 关于 概率 概念 是 假设 了 概率 是 恒定 的 , 即 当 总 的 
试验 次 数 增加 时 ,该 事 件 发 生 的 次 数 也 增加 ,并 且 比 值 不 变 。 假 设 
有 两 个 久子 4 与 8,4 中 4 个 白 球 2 个 黑 球 ,B 中 2 个 白 球 1 个 黑 
球 ;假想 4 中 的 2 个 黑 球 用 绳子 连 在 一 起 ,而 当 其 中 任何 一 个 黑 
球 被 取 到 时 ,绳子 就 会 自动 断 开 ,另外 的 4 个 白 球 照 此 用 绳子 连 成 
两 组 ,由 于 到 到 4 中 连 在 一 起 的 2 个 黑 球 将 意味 着 取 了 1 个 黑 球 ， 
因此 , 若 假 想 过 接 的 绳子 不 会 断 开 , 显然 ,这 对 取 黑 球 的 可 能 不 产 
生 任何 影响 ,只 不 过 每 回 取 到 的 是 2 个 球 ,因此 ,在 两 种 情况 下 ,从 
4 中 取 1 个 黑 球 的 可 能 性 是 一 样 的。4 中 两 个 连 在 一 起 的 3 对 球 
与 中 中 的 3 个 球 并 没有 本 质 上 的 不 同 。 

当 某 一 事件 在 所 有 的 试验 中 都 发 生 时 ,可 能 性 事件 就 成 了 必 
然 事件 , 它 的 概率 等 于 1。 在 这 种 情况 下 ,可 能 性 与 确定 性 变 得 可 
比 了 , 便 它 们 之 间 有 着 本 拷 的 不 同 , 当 人 们 说 某 件 事 是 事实 时 , 它 
被 认为 是 实 实在 在 的 ,而 当 人 们 说 某 件 事 发 生 的 概率 为 1 时 ,意味 
着 它 发 生 的 断言 还 有 修正 的 可 能 。 

掌握 信息 材料 的 多 少 ,是 对 同一 事件 可 能 性 看 法 不 同 的 主要 
原因 。 例 如 ,有 4 , 召 , C 3 个 久子 ,其 中 一 个 里 面 全 是 黑 球 , 另 两 个 
里 面 全 是 白 球 , 求 从 铅 C 中 抽 得 一 只 黑 球 的 概率 。 如 果 不 知道 哪 


373 


个 馈 里 是 黑 球 ,要 求 的 概率 为 二 ,如 果 我 们 已 知 4 中 是 白 球 ,要 求 


的 概率 为 二 ,如 果 已 知 4 与 B 中 都 是 白 球 , 则 要 求 的 概率 为 1 。 
拉 普 拉 斯 在 《概率 的 哲学 导论 》 中 给 概率 下 的 定义 是 :“ 有 利 情 
况 的 个 数 与 所 有 可 能 情况 个 数 之 比 。 "他 还 得 出 了 概率 的 加 法 与 乘 
法 等 运算 定律 。 
1777 年 ,法 国 数学 家 蒜 丰 (Buffon Georges Louis Leclere,1707 一 
1788) 提 出 几何 概率 的 概念 ,其 典型 模型 是 ; 
长 ! 的 同 质 均匀 针 随 机 地 投向 画 有 最 近 两 平行 线 相距 为 ec > ! 
的 许多 平行 线 的 平面 , 求 针 与 直线 相交 的 概率 。 

这 里 * 随 机 "是 指针 的 中 心 的 落 点 与 针 的 方向 都 是 等 概率 的 ， 
而 且 中 心 落 点 与 针 的 方向 无 关 。 

令 x 表示 针 的 中 心 与 平行 线 的 最 近 距 离 , p 表示 针 与 平行 线 
的 夹 角 , 于 是 (由 图 9.1): 


X < 二 sng， 0<g<x 


*E[0,2] 


图 9.1 


在 直角 坐标 系 Qwp 中 ,考虑 矩形 480C( 见 图 9.2) ,此 矩形 内 
每 一 点 (x, 9) 与 针 落 在 平面 上 的 方位 一 一 对 应 。 阴 影 区 内 的 点 对 
应 针 与 平行 线 相交 ,于 是 所 求 概率 为 
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这 是 数学 史上 古典 概率 中 几何 概率 的 一 个 精彩 实例 ,由 于 


22 
A= 


pa 
只 要 求 得 p, 则 可 以 求 出 x。1901 年 意大利 的 控 泽 里 尼 (Lazzenini) 
投 针 3408 次 ,他 统计 出 与 平行 线 相交 的 次 数 m,p 一 38 ,于 是 求 


得 的 近似 值 ,他 求 出 的 < 准确 到 6 位 小 数 。 


图 9.2 


1812 年 ,在 《概率 的 分 析 理 论 》 中 拉 普 拉 斯 推广 了 薄 寺 


E 的 模 


型 :两 组 正 交 等 中 平行 线 ,一 组 距离 为 a, 另 一 组 距离 为 6, 针 长 I 


< min| a, bi, 则 和 针 与 任 一 直线 相交 的 概率 为 
21(a+8) 
xab 


当 b+ wm 时 (或 a->+ wm 时 ), 即 为 蒲 直 的 结果 。 


1733 年 棣 莫 弗 ,1809 年 高 斯 分 别 独立 地 引入 正 态 分 布 。1837 
年 ,法 国 数学 家 泊 松 给 出 泊 松 大 数 定律 , 泊 松 ( Poisson Simeon-De- 
nis,1781 一 1840) 是 巴黎 综合 工程 学 校 教授 ,1837 年 发 表 的 著名 论 
文 《 关 于 判断 的 概率 之 研究 》 中 ,还 提出 泊 松 分 布 ,他 的 主要 工作 是 
数学 物理 ,例如 他 在 1835 年 的 专著 《热学 的 数学 理论 》 是 19 世纪 
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热学 研究 集大成 之 作 。 

1 世纪 后 期 .概率 论 的 主要 成 就 是 中 心 极限 定理 .主要 人 物 
是 俄国 的 切 比 雪夫 ,他 于 1866 年 建立 的 独立 随机 变量 的 大 数 定 
律 ,使 伯 努 利和 泊 松 的 大 数 定律 成 为 其 特例 ,他 还 把 棣 莫 弗 与 拉 普 
拉 斯 的 极限 定理 推广 成 一 般 的 中 心 极限 定理 。 

1899 年 ,法国 科学 家 贝 特 朗 (]. Bertrand) 提 出 了 针对 古典 概率 
中 的 含糊 与 矛盾 的 所 谓 " 贝 特 朗 悖 论 ": 在 半径 为 的 珊 0 内 随机 
地 选择 弦 , 求 弦 长 超过 贺 内 接 正 三 角形 的 边 长 之 概率 。 

{1) 画 呵 的 切线 及 过 切 点 4 的 等 边 内 接 三 角形 ,如 图 9.3(a) 


所 示 , 在 1, 2, 攻 3 中 来 的 弦 各 占 以 4 为 端点 的 全 体 纺 的 于, 而 
-人 中 舍 的 弦 为 所 求 , 故 所 求 概率 为 本。 

(2) 在 0 中 面 一 个 以 邓 为 半径 的 同心 加 ( 见 图 9.3(5)), 况 
的 中 心 沙 在 小 四 内 时 ,其 弦 长 超过 中 0 内 接 正三 角形 之 边 长 ,而 
小 加 面积 是 @O 面积 的 十, 故 所 求 概率 为 庄 。 


(3) 作 加 0 直径 女 ,4,C,E,8,F,D 为 @0 的 六 等 分 点 ( 见 
9.3(c)) ,与 48 正 交 的 全 体 弦 的 一 半 落 在 平行 线 CD 与 EF 之 


间 , 所 以 所 求 概率 为 证 。 


B 
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由 于 “任意 随 择 "的 不 同 理解 ,造成 “一 题 多 解 ”, 出 现 了 不 唯一 
的 答 数 ! 拉 普 拉 斯 在 《概率 的 分 析 理 论 》 与 《概率 的 哲学 导论 》 中 关 
于 古典 概率 的 含糊 概念 陷入 严重 危机 之 中 。 

为 了 克服 古典 概率 的 缺点 ,人 们 开始 从 创建 概率 的 公理 系统 
人 和 卑 来 改造 古典 概率 , 例如 俄国 数学 家 伯 恩 斯 坦 (C.H. 
Fepwreiis ,1880 一 1968) ,奥地利 数学 家 汉 ' 米 西 斯 CR. Von Mises。 
1883 一 1953) 等 ,提出 了 一 些 公理 作为 概率 论 的 源头 命题 ,但 都 不 
够 完善 。1905 年 法 国 数学 家 波 莱 尔 (Borel Emile, 1871 一 1956) 用 他 
创立 的 测度 论语 言 来 表述 概率 论 ,为 克服 古典 概率 的 弱点 打开 了 
大 门 。 波 莱 尔 是 法 国 数学 家 班 勒 卫 的 学 生 ,1920 年 曾 随 班 勒 卫 来 
中 国 讲 学 ,他 把 康 托 尔 的 集合 论 与 古典 分 析 相 结合 ,对 实 变 函 数论 
有 重要 贡献 ,例如 建立 了 有 限 履 盖 定 理 和 测度 理论 等 。1921 年 之 
后 ,他 投身 政界 , 官 至 市 长 .议员 和 法 国 海 军 部 长 等 。 

从 20 世纪 20 年 代 起 ,苏联 的 大 数学 家 柯 尔 莫 琳 洛 夫 开始 从 
测度 论 的 途径 来 改造 概率 论 。1933 年 他 以 德 文 出 版 了 经 典 名 车 
《概率 论 基础 》 ,他 作为 莫斯科 函数 论 学 派 领袖 鲁 金 (1883 一 19%50) 
的 学 生 ,有 雄厚 的 数学 实力 运用 测度 来 搞 概 率 , 他 的 这 本 名 著 中 建 
立 了 柯 尔 莫 哥 洛 夫 公理 化 概率 论 。 

1934 年 , 柯 尔 昔 哥 洛 夫 的 学 生 辛 钦 (A.R. Xnnvuas, 1894 一 
1959) 提 出 所 谓 " 平 稳 过 程 "理论 ,所 谓 平稳 过 程 是 指 随机 现象 中 其 
统计 性 质 不 随时 间 变 化 的 随机 过 程 。 

1942 年 ,日 本 数学 家 伊 芯 清 引进 了 随机 积分 与 随机 微分 方 
程 ,为 随机 分 析 的 建立 莫 定 了 基础 。 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 (A.H-.KoanMoropoa, 1903 一 1987) ,是 20 世纪 最 
伟大 的 数学 家 之 一 ,他 的 母亲 柯 尔 莫 哥 洛 娃 出 身 贵族 , 柯 尔 英 哥 洛 
夫 出 生 10 天 其 母 即 去 措 , 他 由 姨 母 抚养 .1963 年 柯 尔 莫 哥 洛 大 在 
他 的 文章 《我 是 如 何 成 为 数学 家 的 》 中 说 :“ 五 .六 岁 时 ,我 就 领受 数 
学 发 现 之 乐趣 ,我 观察 到 


1= 了 
1+3=2 
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1+3+5=2 
1+3+5+7=2 
等 ,我 发 明了 一 个 算术 问题 ,要 固定 一 个 有 由 孔 的 扣子 要 用 线 缝 
合 两 个 孔 , 问 有 多 少 种 不 间 的 固定 方法 ?”1920 年 , 考 人 莫斯科 大 
学 物理 数学 系 ,1922 年 ,他 只 是 一 个 大 三 的 学 生 ,构造 了 一 个 几乎 
处 处 发 散 的 铺 里 叶 级 数 而 扬名 世界 ,1926 年 ,他 又 发 现 了 一 个 处 
处 发 散 的 傅 里 叶 级 数 。1925 年 成 为 便 金 的 研究 生 , 与 鲁 金 的 另 一 
学 生 辛 软 一 起 从 事 概率 论 研究 。1934 年 获 苏联 首 批捕 士 学 位 。 
1931 年 任 莫斯科 大 学 教授 ,1933 年 任 莫斯科 大 学 数学 力学 研究 所 
所 长 。1939 年 任 苏联 科学 院 院 士 。1980 年 获 沃 尔 夫 (WoliD) 奖 。 他 
在 国内 得 的 大 奖 有 十 几 项 ,是 美 . 英 .法 、 德 等 十 几 个 国家 科学 院 院 
士 。 重金 学 派 培 养 了 举世 闻名 的 一 大 批 数 学 大 师 , 柯 尔 莫 哥 洛 夫 
是 其 中 最 杰出 的 代表 。 他 写 了 488 篇 论文 ,几乎 遍及 一 切 数学 领 
域 ,是 20 世纪 最 有 影响 的 少数 几 个 数学 家 之 一 。 
1929 年 , 柯 尔 莫 副 洛 夫 的 论文 《概率 论 与 测度 论 的 一 般 理 
论 》, 首 次 给 出 了 测度 论 为 基础 的 概率 论 公理 结构 。1930 年 他 的 
作品 《概率 论 中 的 解析 方法 》 开 创 了 无 后 区 随机 过 程 一 般 理论 ( 即 
马尔 科 夫 过 程 )。 
1939 年 柯 尔 莫 哥 洛 夫 还 把 概率 统计 应 用 于 生物 学 ,用 统计 学 
. 的 理论 验证 了 基因 遗传 的 孟 德尔 定律 。 值 得 佩服 的 是 他 的 这 种 成 
果 是 在 当时 苏 共 已 经 宣布 “基因 "与 孟 德 尔 (Mendle) 律 是 “唯心 主 
义 " 的 “ 反 科 学 ”的 学 说 的 社会 背景 之 下 提出 的 。 
1949 年 , 柯 尔 莫 哥 洛 夫 与 格 涅 坚 科 含 作 写 出 《独立 随机 变量 
和 极限 分 布 } 一 书 , 成 为 弱 极 限 理论 的 经 典 著作 。 
20 世 纪 50 年代 中 期 , 柯 尔 葛 哥 洛 夫 与 他 的 学 生 阿 诺尔 德 以 
及 美国 数学 家 莫 泽 (J. Moser) 合 作 , 研 究 微 扰 之 下 的 Hamilton 系统 
的 动力 学 基本 问题 ,建立 了 著名 的 KAM 定理 。 
1956 年 , 柯 尔 莫 哥 洛 夫 证 明 :任何 一 个 4 个 变量 的 连续 函数 
皆 可 表 成 3 个 变量 的 连续 函数 的 登 合 : 阿 诺 尔 德 也 参加 了 这 项 工 
作 。 他 们 和 否定 了 希 尔 伯 特 第 13 问题 中 的 猜想 :P+ + + 下 + 
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1=0 的 解 所 xz,y,z) 不 能 借助 仅 含 两 个 变 元 的 连续 函数 解 出 。 柯 
尔 莫 哥 洛 夫 还 得 到 如 下 精美 的 结论 ; 

对 任意 整数 n=2, 必 有 [0,1] 上 连续 的 函数 族 | 王 ;(')|, 使 
[0,1J* 上 任 一 连续 西数 可 以 表 成 


! an 
fris x a) = Dp Wl)) 
1 


其 中 gui(") 是 实 连 续 函 数 。 

这 一 定理 已 成 为 人 工 神经 网 络 设计 的 理论 基础 。 

20 世 纪 50 年 代 , 柯 尔 莫 哥 洛 夫 开 创 了 “演算 信息 论 " 和 “演算 
概率 论 ” 两 个 新 分 支 ,讨论 了 恕 何 判 定 一 个 二 进 数 列 是 随机 的 。 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 对 数学 概念 的 发 现 极 富 敏感 性 ,苏联 著名 数学 
家 亚历山大 罗 夫 说 过 ,数学 天 才 有 人 敏捷 型 与 迟缓 型 两 种 , 柯 尔 莫 可 
洛 夫 属于 前 者 ,而 希 尔 伯 特 属于 后 者。 柯 尔 莫 哥 洛 夫 的 工作 特点 
是 ,关心 各 个 领域 ,从 中 发 现 基本 问题 ,首先 创建 若干 基本 原理 , 接 
着 让 他 的 学 生 继 续 研究 ,逐渐 吸引 大 量 人 员 参 加 ,他 是 他 的 学 生 领 
导 的 许多 学 派 的 莫 基 人 。 

柯 尔 莫 麻 洛 夫 淡泊 名 利 ,从 不 夸 杞 自己 的 头衔 和 成 就 ,更 不 看 
重金 钱 , 他 把 巴尔 么 奖 等 国际 国内 大 奖 的 奖金 捐 给 学 校 图 书馆 ,而 
沃 尔 夫 奖 的 奖金 他 干脆 放弃 。 

下 面 简单 谈 一 下 数理 统计 的 历史 。 

近代 统计 学 的 发 展 起 源 于 20 世纪 初 ,是 在 概率 论 的 基础 上 发 
展 起 来 的 ,但 统计 性 质 的 工作 可 以 追溯 到 远古 的 “ 结 强 记 事 ” ,和 
《二 十 四 史 》 中 大 量 的 关于 我 国人 口 .钱粮 ,水文 .天文 ,地震 等 资料 
的 记录 。 西 方 则 把 收集 和 整理 国情 资料 的 活动 称 为 统计 ,统计 一 
词 (Statistics) 正 是 由 国家 (State) 一 词 演 化 面 来 的 。 

1662 年 ,英国 统计 学 家 天 格兰特 组 织 调查 伦敦 的 人 口 死亡 
率 ,并 发 表 专 著 《 从 自然 和 政治 方面 观察 死亡 统计 表 》, 格 兰 特 还 对 
保险 统计 、 经 济 统计 进行 了 数学 研究 , 称 其 学 问 为 "政治 算术 "。 他 
发 现 和 人口 出 生 率 与 死亡 率 相对 稳定 ,提出 了 “大 数 便 静 定律 ”, 之 后 
统计 学 的 数学 性 质 逐 渐 加 重 。 
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1763 年 ,英国 统计 学 家 贝 叶 斯 (T. Bayes) 发 表 《 论 机 会 学 说 问 
题 的 求解 》, 给 出 * 贝 叶 斯 定理 ”, 从 结果 去 对 原因 进行 后 验 概率 的 
计算 ,可 袖 为 最 早 的 数学 化 的 统计 推断 。 

19 世纪 初 ,高 斯 和 勒 让 德 建立 "最 小 二 乘法 ", 且 用 之 于 分 析 
天 文 观测 的 误差 ,成 为 数理 统计 之 中 的 重要 方法 ， 

19 世 纪 中 叶 , 比 利 时 统计 学 家 A. 凯 特 勒 和 英国 生物 学 家 S. 
高 尔 顿 在 数理 统计 方面 的 工作 对 现代 数理 统计 的 发 展 影 响 甚大 。 
凯特 精 把 统计 方法 应 用 于 天 文 数学 .气象 .物理 .生物 和 社会 学 ， 
且 强 调 了 正 态 分 布 的 用 途 ,他 曾 长 期 进行 比利时 国力 调查 且 组 织 
国际 统计 工作 ,使 数理 统计 方法 被 方方面面 的 科学 技术 领域 所 接 
受 和 重视 。 高 尔 顿 于 1889 年 出 版 数理 统计 著作 《自然 的 遗传 》, 引 
入 回归 分 析 方 法 ,他 给 出 回归 直 线 和 相关 系数 的 重要 概念 。 在 同 
一 时 期 ,爱尔兰 经 济 学 家 E.Y. 埃 奇 活 思 引 入 方差 概念 。 

从 9 世 纪 末 到 第 二 次 世界 大 战 结束 ,数理 统计 得 到 医 描 发 展 
并 日 玻 成 熟 。 这 一 时 期 ,英国 数学 家 .皮尔 偿 用 数理 统计 的 方法 
得 出 生物 统计 学 和 社会 统计 学 的 基本 法 则 ,进一步 发 展 了 回归 分 
析 和 相关 的 理论 ,他 于 1900 年 提出 检验 拟 合 程 度 的 六 统计 其 和 
好 分布, 建立 了 X? 检验 法 。1908 年 ,英国 科学 家 页 .S. 戈 塞 特 导 
出 大 统计 量 及 其 精确 的 分 布 , 建 立 了 + 检验 法 。 姜 塞 特 是 皮尔 过 
的 学 生 , 所 以 戈 塞 特 发 表 :分布 时 以 “学 生 " 为 笔名 ,+ 分 布 称 为 
“学 生 分 布 "。X? 分 布 讨论 的 是 总 体 概念 与 群体 现象 ,: 分 布 则 讨 
论 小 样本 理论 与 随机 现象 。 

作为 一 门 独立 的 学 科 ,现代 数理 统计 的 莫 基 人 是 英国 数学 家 
和 生物 学 家 费 希 尔 ( Fisher Ronald Aylmer, 1890 一 1962) ,他 生 于 伦 
教 , 卒 于 奥 大 利 亚 ,毕业 于 剑桥 大 学 , 教 过 中 学 ,长 期 在 农业 试验 站 
摘 生物 实验 ,先后 任 伦敦 大 学 和 剑桥 大 学 教授 ,1929 年 ,当选 皇家 
学 会 会 员 。1922 年 出 版 了 他 的 现代 统计 的 基础 性 著作 《理论 统计 
的 数学 基础 》, 对 统计 中 的 多 元 分 析 ,相关 系数 .样本 分 布 及 其 在 生 
物 遗 传 与 优生 方面 的 应 用 ,进行 了 系统 深入 的 阐述 。 他 的 主要 贡 
献 在 估计 理论 .假设 检验 .实验 设计 和 方差 分 析 等 方面 。 他 领导 的 
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伦敦 大 学 数理 统计 学 派 在 20 世纪 30 年 代 到 4 年 代 , 在 世界 数理 
统计 界 占 主导 地 位 。 

1940 年 ,瑞典 数学 家 克拉 默 (H. Cramer) 发 表 《 统 计 学 的 数学 方 
法 》, 运 用 测度 论 方法 总 结 数 理 统计 的 成 果 ,使 现代 数理 统计 趋 于 
成 熟 ， 

第 二 次 世界 大 战 期 间 , 美 籍 罗 马 尼 亚 数学 家 真 尔 德 (A. Wald， 
1902 一 1950 ) 为 解决 军 方 提出 的 军需 验收 的 实际 问题 提出 * 序 贯 抽 
样 "方法 。1947 年 ,他 的 专著 《 序 贯 分 析 ? 出 版 ,使 序 贯 分 析 成 为 数 
理 统计 的 一 个 新 分 支 ,所 尔 德 的 思路 是 : 先 抽 少 量 样 本 ,根据 分 析 
结果 决定 是 否 继续 抽样 以 及 再 抽取 多 大 的 样本 ,直至 一 定 精度 而 
止 。 

瓦尔 德 还 用 博弈 的 观点 看 待 数理 统计 ,定义 统计 推断 的 风险 
函数 ,于 1950 年 名 版 他 的 名 著 《 统 计 决 策 函 数 》 一 书 ,同年 因 飞 机 
失事 身亡 。 

与 现代 数理 统计 有 密切 关系 的 一 门 重要 学 科 是 “博弈 论 "或 称 
“对 策 论 "。 瓦 尔 德 用 与 大 自然 对 策 的 观点 研究 数理 统计 ,使 各 种 
统计 问题 统一 起 来 ,促进 了 数理 统计 的 发 展 。 

对 第 论 是 研究 由 一 些 带 有 竞争 性 质 的 个 体 构成 的 体系 的 理 
论 ,讨论 在 竞争 中 是 否 存 在 制胜 的 策略 以 及 如 何 找到 这 种 策略 的 
理论 。 其 萌芽 可 以 追 湖 到 中 国 的 “田鼠 与 齐 王 赛马 "”, 现 代 博 弈 论 
则 起 源 于 下 棋 或 赌博 等 游戏 。1921 年 法 国 数学 家 波 莱 尔 (Borel) 
提出 “最 小 最 大 解 "的 原始 理论 ,1928 年 , 冯 . 诺 依 曼 发 表 《 游 乐 场 
中 的 博弈 理论 ;一 文 ,首次 提出 策略 的 概念 和 两 人 零 和 博弈 模型 。 
对 策 论 的 另 一 研究 的 起 点 是 数理 经 济 学 ,1944 年 , 汉 ' 诺 依 受 (Von- 
Neumann) 和 和 0. 葛根 斯 特 恩 (0.Morgensterm) 合 作出 版 《博弈 论 与 经 
济 行为 一 书 ,把 对 策 论 成 功 地 用 于 经 济 学 研究 ,为 福 弈 论 莫 定 了 
基础 。 

第 二 次 世界 大 战 期 间 ,对 策 论 广泛 镍 于 军事 问题 ,促进 了 这 一 
学 科 的 发 展 。 战 后 ,这 一 学 科 又 广泛 地 用 于 经 济 学 ,心理 学 政治 
学 等 领域 ,取得 了 令 世 人 瞩目 的 重要 成 果 。 近 年 来 ,数理 经 济 学 中 
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关于 竞争 平衡 的 问题 ,经 济 增长 与 资本 积累 问题 ,都 因 采 用 对 策 论 
的 研究 方法 而 受益 颇 丰 。 这 方 而 的 突出 人 物 有 John Nash, Selton， 
Harsanyi, James A. Mirlees, William Vickrey。 

美国 数学 家 John Nash 生 于 1928 年 ,他 的 主要 成 就 是 给 出 非 
零 和 一 般 不 合作 博弈 Nash 均衡 存在 定理 (实质 上 是 一 种 不 动 点 定 
理 ) ,区 分 不 合作 与 合作 两 类 博弈 以 及 所 谓 “ 谈 判 问题 "的 研究 ， 

20 世 纪 50 年 代 中 后 期 ,德国 人 Selton 提出 子 博弈 的 概念 , 精 
炼 了 Nash 均衡 与 其 他 动态 博 赛 。 美 籍 匈 牙 利 人 Harsanyi 提出 
Bayes Nash 均衡 理论 与 其 他 不 完全 信息 博弈 。 

Nash, Selton 和 Harsanyi 三 位 于 1994 年 一 起 获 诺 贝尔 经 济 学 
奖 , 他 们 的 工作 形成 现代 博弈 论 的 骨 于 内 容 。 

本 .Nash 于 1959 年 患 精神 分 裂 症 ,但 其 学 术 成 就 影响 巨大 ,后 
继 者 众 , 至 今 他 仍 健在 人 世 , 深 受 数学 界 .经 济 学 界 和 一 般 民众 之 
葡 仲 ,美国 大 片 《美丽 心灵 》(A Beautiful Mind) 就 是 以 Nash 的 人 生 
为 题材 拍 成 的 , 获 2001 年 奥斯卡 最 佳 影片 奖 。 

Selton 是 数学 家 出 身 , Harsanyi 是 经 济 学 家 ,但 他 们 的 工作 成 
果 主 要 是 草 数 学 与 统计 方法 取得 的 。 

1996 年 的 诺 贝尔 经 济 学 奖 得 主 是 英国 数学 家 Jarnes A.Mimlees 和 
美国 数学 家 而 ]liam Vickrey, 他 们 的 成 果 亦 是 与 博弈 论 相关 的 所 谓 信 
息 经 济 学 。Vickrey 在 获奖 后 第 三 天 因 激 动 而 谢世 , 亡 年 到 岁 。 

1997 年 诺 贝 尔 经 济 学 奖 得 主 是 美国 数学 家 Roben Merton 和 经 
济 学 家 Myron Seholes, 他们 用 统计 与 计算 机 研究 数理 金融 学 。 

从 诺 贝尔 经 济 学 奖 的 得 主 的 情况 看 ,只 懂得 经 济 学 ,不 懂得 数 
学 是 很 难得 此 殊荣 的 。 

1973 年 ,F.Black 和 M.Scholes 把 期 权 定 价 问题 归结 为 随机 微 
分 方程 的 解 , 解 得 著名 的 期 权 定价 公式 ,后 被 R.Merton 进一步 完 
善 ,他 们 的 工作 不 仅 在 金融 界 行 之 有 效 , 有 巨大 的 经 济 价值 ,而 且 
对 随机 分 析 、 随 机 控制 和 数理 统计 以 及 偏 微分 方程 的 发 展 也 有 推 
动作 用 ,1997 年 ,Meron 与 Scholes 获 诺 贝尔 经 济 学 奖 ,此 项 成 果 的 
主要 人 物 之 一 下. Black 不 幸 于 颁奖 前 两 年 去 逝 。 
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2 分 形 与 混沌 


2.1 分 形 与 分 数 维 


1967 年 ,法 国 数学 家 莹 德尔 布 罗 ( Benoit B. Mandelbrot) 在 《 科 
学 》 上 发 表 《 英 国 的 海岸 线 有 铬 长 ?》 的 论文 ,提出 "分 形 "这 个 新 名 
词 。 分形 : Fractal, 有 “ 碎 化 分裂 "的 含义 。1982 年 ,他 又 出 版 关于 
分 形 的 新 书 《 自 然 界 中 的 分 形 几何 》, 当时 有 人 说 他 是 标 奇 立 蜡 , 现 
在 他 的 分 形 思想 已 发 展 成 一 门 叫 敌 “ 分 形 几何 "的 新 的 数学 分 支 。 

海岸 线 问 题 由 来 已 久 , 早 在 19 世纪 , 人们 就 发 现 西班牙 . 葡 
萄 牙 .比利时 .荷兰 等 国 的 海岸 线 测量 数据 与 其 真实 长 度 偏差 其 
大 ,超过 了 人 允许 误差 。1904 年 ,瑞典 数学 家 柯 克 ( 下 . Yon Koch) 发 
明了 一 种 “ 柯 克 曲线 ”"。 蒙 德尔 布 罗 认为 海岸 线 测 不 准 与 海岸 线 
破碎 的 不 规则 形状 有 关 , 他 想 用 状 如 柯 克 曲 线 似 的 曲线 来 逼近 
海岸 线 。 

所 谓 柯 克 曲 线 , 是 形 如 图 9.4 的 一 种 曲线 ,由 柯 克 首 先 提出 ， 
皮 亚 拿 与 希 尔 伯 特 等 大 数学 家 都 参与 过 此 类 曲线 的 研究 。 


把 一 线段 的 中 间 寺 自用 以 它 为 底 向 “外 " 作 的 正三 角形 的 两 腰 


替代 ;得 到 的 各 条 线段 再 如 此 “以 两 腊 蔡 代 中 同 却 段 "的 办 法 “向 外 
凸 起" ,依次 类 推 地 外 凸 无 穷 次 形成 的 曲线 称 为 柯 克 贞 线 。 所 谓 
“外 ”是 是 沿 原来 曲线 从 左 向 右 运行 时 左手 边 为 “外 ”。 

设 原来 的 线段 长 1, 则 柯 克 则 线 长 为 


im($) = +» 
如 果 从 一 个 正三 角形 三 边 各 向 外 颌 柯 克 曲线 , 则 总 长 度 仍 汐 
+ mm ,但 它 所 会 的 面积 却 是 有 限 的 ,而 且 该 曲线 点 点 不 光滑 ,是 连 
续 而 点 点 不 可 微 的 又 一 美丽 实例 。 
蒙 德尔 布 罗 说 :自然 界 的 许多 东西 都 是 由 简单 步骤 的 重复 而 
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图 9.4 


产生 出 来 的 ,使 用 分 形 ,我 们 可 以 


解释 为 什么 相对 少量 的 遗传 物 


质 ,可 以 发 育成 复杂 的 结构 ,如 肺 , 大 脑 万 至 整个 抠 体 ;也 可 以 解释 
生物 “魔术 "是 如 何 用 只 占 人 体 体 积 5% 的 血管 布 满 人 体 的 每 一 部 


分 。 


蒙 德 尔 布 罗 发 现 了 柯 克 曲 线 等 怪异 曲线 的 “ 自 相似 "性 , 即 其 


整体 与 部 分 相似 的 无 限 层次 的 嵌 了 


套 结 构 。 蒙 德尔 布 罗 对 这 种 曲线 


引 人 “ 维 数 ”, 他 考虑 到 例如 柯 克 曲线 如 此 之 复杂 ,在 腿 范围 内 有 
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无 穷 长 ,说 它们 如 -- 般 曲线 段 一 样 是 1 维 的 似 不 准确 。 他 定义 了 
新 的 维 数 如 下 : 


如 果 某 图 形 可 由 其 缩小 成 二 的 上 个 自 相似 的 图 形 拼 成 , 则 相 
位 性 维 数 定义 为 


例如 柯 克 曲线 ,5 =4,a =3, 于 是 
D( 柯 克 是 线 ) = 于 =1. 2618… 


即 柯 克 曲线 不 是 1 维 的 。 

1977 年 , 蒙 德尔 布 罗 把 有 分 数 维 的 奇怪 图 形 称 为 分 形 。 

早 在 1919 年 ,德国 著名 的 犹太 数学 家 豪 斯 道夫 { Hausdorf Fe- 
lix,1868 一 1942 ) 就 提出 了 非 整 数 维 的 概念 ,其 中 有 一 种 维 数 的 定 
义 为 ; 

把 到 划 分 成 楼 长 为 s 的 m 维 小 方 盒 , 再 统计 有 界 集 SCE" 所 
占据 的 非 空 方 盒 ( 即 方 盒 中 至 少 有 一 个 S 中 的 点 ) 的 个 数 w(e )， 
虽 定 义 5 的 维 数 为 


InN(e) 
1 


Do =lim 
€ 
由 此 种 维 数 定义 可 求 得 线段 是 1 维 的 ,正方 形 是 2 维 的 ,立方 
体 是 三 维 的 。 
例如 康 托 尔 尖 集 (一 线段 三 等 分 弃 中 的 无 限 实施 而 得 } 的 维 数 


是 


Do(Cantor) = iim: = = 招 = 0. 6309297… 


1977 年 , 蒙 德 尔 布 罗 又 出 了 一 本 新 书 《 分 形 : 形 ,机 会 与 维 
数 》, 分 形 几 何 引起 了 学 术 界 的 极 大 关注 。 
1980 年 , 蒙 德尔 布 罗 从 复数 Zo 开始 ,用 迭代 公式 
ZI= ZaA+C 
进行 移 代 描 点 (在 亿 MM 公司 用 计算 机 绘制 ), 其 中 C 是 复 常数 ,得 
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到 了 绰号 "数学 恐龙 "的 蒙 德尔 布 罗 点 集 , 见 图 9.5。 


图 9.5 


2.2 洛 伦 兹 方程 与 混沌 


1963 年 ,美国 气象 学 家 洛 伦 兹 (Jorenz) 研 究 大 气 对 流 ,建立 了 
大 气 运动 的 所 谓 深 伦 兹 方程 组 


%= -toy 


了 = 
和 = -p+xy 
其 中 x 正比 于 对 流 运 动 的 强 谋 ,y 正比 于 水 平方 向 温度 变化 ,z 正 
比 于 竖 直 方向 温度 变化 。 
当年 洛 伦 效 取 a= 10,B= 号, = 28, 于 是 


£= -10x+10y 
y=28x -ya 
z= 32+ 


这 个 方程 组 有 3 个 奇 点 : 0 《0,0,0), 4 (6 2,6Y2,27)， 
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B( -6Y2, -6Y2,27),0 点 的 特征 根 为 
1(0) = -名 ,42(0) = 11.83,43(0) = -22.83 

4 与 8 点 的 特征 根 为 

A1= -13.85,42,3=0.094+ 10.19i 
0,A4,B 3 个 奇 点 都 有 正 实 部 的 特征 根 ,从 而 都 不 是 稳定 琳 点。 由 
于 线性 常 系数 方程 组 亡 = 4X 的 解 是 

4 

en = 5 [E+ 1(4 - AF) +#(4 XB + 
全 ! 


如- (4 - XE)"-]] Eh 
Cm- D! i de 
其 中 n; 是 特征 根 Ai 的 重 数 ,? = + v2 + VE Vio 
V={El(A-AE)"E=0,8EB! 
上 是 特征 根 的 数目 , 令 上 = 3, ml = na = ma = 1,21,22,23 是 相应 的 
竺 征 向 量 , 故 


EM = Eyl + elztpa + chat 
对 于 0(0,0,0) ,新 线 e-$v1 与 6-2. wy 收敛 到 0 点 ,而 另 一 鸭 线 
el 离开 0 点 而 远 行 , 0 点 为 鞍 一 结 式 相 图 ,对 于 4 与 8, 相 
应 的 轨 线 e -085 表明 相应 于 At = - 13. 85 的 特征 线 上 ,有 向 4 
与 8 收 合 的 轩 线 ,而 相应 于 42,3 =0.094+ 10. 19i, 由 于 0.094 >0， 
形成 与 mm 正 交 的 平 而 上 的 投影 为 发 散 螺 线 的 办 线 ,于 是 在 4 与 8 
点 附近 形成 结 一 焦 式 相 图 ,在 奇 点 附近 的 相 图 如 图 9.6 所 示 。 
取 李 雅 普 诺 夫 函数 

V= 14x2+5y +5(z -56) 
则 


8 6272 
-10[28x2+ y+-287- |] = 
BY oar ov 


(Be ay Be (72) 
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图 9.6 
于 是 在 精 球 面 
8 + (8 


的 外 面 ,得 <0, 在 此 椭 球 面 外 面包 围 此 椭 球 的 某 闭 曲 面 上 的 轨 线 
皆 走 人 椭 面 内 部 , 取 一 个 这 种 曲面 
14xz2+572+5(z- 56)? = 18000 

则 奇 点 0,4,8 包围 在 这 一 曲面 内 部 区 域 D 内 。D 区 域 是 洛 伦 兹 
方程 组 加 线 的 “ 捕 提 区 " ,在 只 内 有 了 骸 引子 。 

有 了 上 述 定性 分 析 , 心 中 有 数 之 后 , 洛 伦 兹 在 计算 机 上 进行 了 
他 的 方程 组 的 具体 数值 解 计算 ,发现 D 内 有 一 个 吸引 子 ,其 维 数 
是 2.06, 洛 伦 兹 称 其 为 奇怪 吸引 子 ;其 相 图 如 图 9.7 所 示 。 从 0 
点 出 发 的 罗 线 UV'o 绕 4 附近 若干 图 后 下 沉 , 顺 着 Uo 的 走向 甩 到 左 
例 ,继而 在 8 点 附近 绕 若干 圈 再 下 沉 , 顺 的 走向 甩 到 右 侧 ,如 
此 忽 左 忽 右 地 往复 徘徊 , 且 每 次 在 4 点 与 8 点 附近 之 绕 行 图 数 是 
随机 的 (从 0 点 出 发 的 轨 线 Uo 的 运行 情况 与 V's 的 运行 情况 相 
似 ) ,他 的 数值 计算 的 结果 还 发 现 此 轨 线 下 沉 前 的 历次 最 大 值 xm 
的 相关 点 聚 图 形 如 图 9.8。 
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ze 


图 9.8 
洛 伦 兹 方程 的 奇怪 吸引 子 状 似 一 只 晴 矶 。 


图 9.8 的 分 布 图 恰似 所 谓 三 角 帐 篷 映射 人 
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加 加 


4 的 选 代为 
2 和 0 所 六 < 十 
ytl= 


2-2y, Tenel 
丛 似 从 z 人 到 zz 的 点 聚 图 9.8。 

为 研究 上述 选 代 形 成 的 轨道 性 质 , 首 先 讨 论 与 之 有 关 的 
Bemoulli o(x*) 的 选 代 : 


2x» Osx<7 
a(x)= 


2z -1 derel 
任 取 xoE [0,1] ,在 二 进 制 之 下 ， 
xo0=0. a10203 "onan41"', 0: E10,11 
于 是 
1 = 0°(x0) =0. qs + 1042" 
即 e 的 作用 是 把 二 进 制 小 数 后 第 一 位 ( 头 位 ) 的 数字 删除 , 故 俗称 
0 为 * 砍 头 上 映射 ”。 
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用 数学 归纳 法 可 以 证 明 4" = he" -'。 
4 的 选 代 算法 是 ,0<y。 < 二 时 ,%， 1 就 是 yn 的 w" 砍 头 映射 


之 结果 ;二 二 ys1 时 ,加 由 以 下 3 步 得 到 ; 
(小 数 点 向 右 移 一 位 。 
(2) 拒 小 数 前 的 非 零 码 删除 。 
(3) 把 小 数 点 后 的 0 与 1 互 换 , 即 0 改写 成 1,1 改写 成 0。 
事实 上 ,二 pel 时 ， 


加 = 二 + 去 + 名 让 tt 直 0 
2-2y, =2-2( 寺 +oa 吉 + 四 二 + 去 +)= 


1- (az 去 + 四 直 + + 了 + = 


1, &=0 
可 见 上 述 步骤 (1) (2) (3) 是 正确 的 。 
4 交代 (从 而 洛 伦 兹 的 zw) 有 以 下 3 个 主要 性 质 。 
(1) 4 对 初 值 敏感 依赖 
在 二 进 制 中 取 两 个 十 分 靠近 的 初 值 
= 和 alaz man-10 asrlany2 
x'o=0. A122 "An -1 0 Ca 
其 中 or 天 as, 于 是 
Ar(x0) = Mg lxe)= 4(0.0ansytany2 ) =0. anr 1an+2' 


A(x'0) =0. a 10n+2” 
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可 见 入 的 n 次 作用 后 ,结果 之 差 为 上 。 即 本 来 两 个 相差 极 小 的 初 
值 ,经 4 选 代 之 后 可 以 产生 士 分 可 观 之 偏离 。 

(2)4 的 指 扑 传递 性 

任 取 xu =0.8162…5。…, mp1, 再 任 取 xoE (0,1), 可 设 xo 是 
无 理 数 ,由 于 [0,1] 区 间 内 几乎 所 有 的 无 理 数 在 二 进 制 表示 中 可 以 
无 限 次 找到 事先 任意 指定 的 由 0 与 1 组 成 的 数字 段 B52… ba; 所 
以 不 妨 设 ( 任 取 10,1] 内 一 点 xo 为 无 理 数 的 概率 为 1)。 

zx0=0. angle an O06 ba boa":0b1 B27" bare 
于 是 
A x0) = Ao"(x0) =0.5152 pm 

1 
入 
可 见 ,从 (0,1) 内 取 无 理 数 xo, 从 xo 出 发 的 办 道 

aor(xo) = xo,0 (XI) = X10 (x0) = x2 ,0 (0) = xn 
中 有 无 穷 项 与 指定 的 点 1€[0,1] 之 距离 小 于 直 ,m>1,m 任 取 
定 。 即 从 xo 出 发 的 轨 线 有 拓扑 传递 性 ,此 罗 线 可 以 走访 每 个 点 
E [0, 刀 无 穷 次 ,可 与 x 之 距离 任意 小 , 即 轨道 对 [0,1] 上 的 每 个 点 
无 穷 次 聚 散 。 

《3)A 的 周期 点 在 [0, 蕊 荆 处 处 稠密 

任 取 xl =0.ataa…an… 和 [0,1], 考 虑 加 =0.0ci…d 则 

A(xo) =0.dtez…an0 
Arrl(A(z0))= 4 (4(xzo))= 
A(xo) 


1A"+(xo) 一 91 < 


即 A(xzo) 是 4 的 周期 点 ,而 
14(x0) -as 二 age1 


可 见 L0,1] 上 和 任 一 点 的 任意 今 域 中 皆 有 4 的 周期 点 , 即 4A 周期 点 
在 [0,1] 上 处 处 稳 密 。 


392 


洛 伦 兹 从 此 发 现 {z%"} 序 列 是 具有 以 上 3 种 怪异 性 质 的 京 
动 ,他 称 这 种 现象 为 蝴蝶 效益 ,日 形 象 地 说 : "巴西 的 一 只 蚁 蝶 扇 动 
翅膀 ,可 以 引发 德 克 萨 斯 州 的 一 场 龙卷风 。” 

上 述 A 迁 代 时 在 183? 年 就 已 由 荷兰 数学 生物 学 家 弗 尔 哈 斯 
特 (Verhulst) 引 出 ,他 研究 人 口 问题 时 ,使 用 了 选 代 

Por1= pal -pn) 
称 这 一 迁 代 为 “逻辑 斯 蒂 " 迁 代 , 当 =4 时 , 则 变 成 
Natl1=4xn(1 — xn) 

令 x =sim( 到 】 ,YE [0,1] , 则 

ai 于 让 = Asi (Ep ) [1 ain (Fy))] =si2(ry) 
于 是 x .1=4x。(1 zx) 等 价 于 
27, 0<ys< 到 
Yat= 1 
2-2%, F<h<l 

A 映射 的 实际 模型 是 局 师 的 “ 捉 面 ", 把 一 根 一 定 长 度 的 用 精 
制 面粉 做 的 面 泥 条 拉 长 成 原来 长 的 2 倍 , 且 拉 挤 是 均匀 的 ,把 右手 
的 一 端 交 给 左手 ,右手 抓 住 中 点 ,继续 拉 长 成 2 倍 ,依次 反复 进行 
拉 伸 折 肥 n 次 。 由 于 A 有 拓扑 传递 性 ,可 以 把 面条 中 的 水 分 等 各 
种 分 布 搞 得 很 均匀 。1998 年 ,中 国 中 央 电 视 台 播 出 一 位 高 级 厨师 
的 挤 面 表演 ,把 一 根 面条 拉 伸 折合 了 50 个 回合 , 面条 拉 成 原来 的 


去 那么 细 , 比 头发 丝 还 细 , 创 立 了 一 项 吉 尼 斯 世界 记录 。 


拉 伟 折 登 这 种 简单 而 确定 的 运动 反复 多 次 之 后 ,产生 了 激烈 
的 预想 不 到 的 变化 ,这 就 从 数学 上 严格 地 揭示 了 大 量 的 非 线性 系 
统 ,如 果 存在 混沌 运动 , 则 不 可 长 期 预报 了 ! 

1814 年 , 拉 普 拉 斯 时 代 尚 无 混沌 理论 ,他 在 《概率 的 哲学 导 
论 ? 中 说 ;如果 有 一 位 智慧 之 神 , 在 给 定时 刻 能 够 识别 出 赋予 大 自 
然 以 生机 的 全 部 的 力量 和 组 成 万 物 的 个 别 位 置 , 面 且 他 有 足够 深 
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租 的 容 智 能 够 分 析 这 些 数据 ,那么 他 将 把 宇 害 中 最 微小 的 原子 和 
庞大 的 天 体 运动 都 包括 在 一 个 公式 之 中 ,没有 什么 东 药 是 不 确定 
的 ,未 来 就 如 同 过 去 那样 是 完全 确定 无 颖 的 。” 
洛 伦 效 发现 泥 沌 之 后 ,美国 科学 家 詹姆斯 ' 格 莱克 说 ;混沌 学 
排除 了 拉 普 拉 斯 决定 论 的 可 预 油 性 的 狂想 。 但 爱 因 斯 坦 仍 不 太 理 
解 混沌 的 本 质 , 他 坚持 说 :我 无 论 如 何 深信 上 帝 不 是 在 掷 假 子 。 
20 世 纪 70 年代 以 来 ,在 生态 . 超 导 .催化 反应 ,心血 管 疾病 、 
非 线性 振动 .三极管 电路 ,大气 运动 ,天 体力 学 和 人 类 社会 活动 等 
领域 都 发 现 了 混沌 现象 , 即 运动 对 初 值 敏 感 依赖 , 且 有 处 处 稠密 的 
周期 点 和 拓扑 传递 (遍历 ) 性 。 在 确定 的 规律 支配 下 ,众多 非 线性 
系统 中 发 生 不 可 预期 的 魔鬼 般 变 化 。 
1964 年 ,乌克兰 数学 家 沙 可 夫 斯 基 { Sarkovski) 创立 了 著名 的 
沙 可 夫 斯 基 定理 : 
设 f 是 [0,1]>E 的 连续 映射 ,有 m 周期 点 , 则 了 有 Sarkovski 
序列 中 m 之 后 的 一 切 自 然 数 为 周期 的 周期 点 ,Sarkovski 序列 指 


35,7, ,BX 5 x2 DS XP, 
计数 列 2 必 奇 数 丙 如 仿生 数列 


ee 机 2 23 22,2;1 

ry A 

此 定理 指出 车 连 续 映 射 /:[0,1]- 一 玉 有 3 周期 点 , 则 有 任意 
周期 点 ,EFI 。 

A 选 代 序列 就 是 对 Sarkovski 定理 的 一 个 很 具体 的 例证 。 

20 世 纪 60 年 代 ,美国 数学 家 斯 梅 尔 (Smale Stephen,1930 一 ) 
发 明了 一 种 所 谓 Smale 马蹄 映射 p ,制造 了 一 个 奇怪 不 变 集 4o， 
9(4o) = Ao,Ao 的 维 数 是 


-如 

Pp 对 Ao 的 映射 造成 的 轨道 有 三 角 帐篷 映射 4 的 那 3 条 性 
质 :对 初 值 敏感 依赖 ,拓扑 传递 性 和 周期 点 处 处 稠密 。 

Smale 奇怪 不 变 集 4o 的 制作 过 程 如 下 。 

斯 梅 尔 考虑 二 维 映 射 
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P:R 
其 中 下 是正 方形 |0 志 x 志 1,0 专 yY 志 11,q 是 把 此 正方 形 屎 在 y 方 
向 拉 长 彤 倍 (> 2) ,在 x 方向 上 压缩 售 (X < 十 ), 形 成 一 个 竖 直 
长 方形 ,然后 把 此 长 方形 变 成 马蹄 形 ,把 “马蹄 " 压 在 让 上 ,使 马蹄 


与 RR 之 交 是 两 个 全 等 长 方形 ,其 边 与 坐标 轴 平 行 , q 称 为 斯 梅 尔 
马蹄 映射 , 见 图 9. 10。 


“1 
"0 


W040. 1 
0 


OL 


On: 
四 


图 9.10 


这 种 映射 又 是 拉 伸 与 折 丢 , 它 的 反复 实施 造成 混沌 。 
令 V=p(RINR= mA 们 所 = 区 
V 的 逆 像 
U=9- (WW= DoUD Donm = 
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竖 坦 长 条 多 与 狼 , 水 平 长 条 06 与 的 宽度 都 小 于 二 , 当 ja =1 
时 , Uo, 1, Vo, VW 是 4 个 全 等 形 , 它 们 的 交 是 4 个 小 正方 形 : 
= 9 (RINRN 9(R) 
对 Uo, U1, Vo, Pi 分别 编 码 "0,*1,0*,1: ,相应 地 ,4 个 小 正方 
形 分 别 编 码 0.0,0*1,1:0,1*1。 
Al=(0°0,0°1,1°0,1°1) 
因为 p(A1)= 中 们 gp( 中 ) 门 g*(R)CR, 即 4 在 ?9 的 作用 下 跑 不 
出 下 ;同样 地 ,gp-'(A1)C 有 中, 即 A 在 2 -1 作用 下 也 留 在 六 上 。 
再 作 giC 忆 ), 它 与 下 门 p( 尼 ) 交 于 4 条 竖 条 ,类 似 地 记 之 为 
RN p(R)N G(R) = (00 ,01: ,10: ,11:) 
它 是 由 Y 中 两 竖 条 经 g 作用 后 生成 的 ,同样 此 4 竖 条 经 p 的 作 
用 生成 4 横 条 记 成 
9 (RN GRINR= (00, .01,*10,*11) 
4 坚 条 与 4 横 条 交 出 16 个 小 正方 形 组 成 集合 A 
As= 9 (RNgp (RNRN G(R)N pCR)= 
(00°00,00-01,00-11,00-10,10:00,10-01,10-11, 
10:10,11*00,11°01,11°11,11*10,01*00,01:01, 


01:11,01°10) 
42 上 的 点 经 9,g?,p-1,p 下 的 必用 仍 在 尼 上 。 
依次 类 推 得 集合 


=p "(RNpg N(R)N NN pg RINEN YR) 
Ne:(R)- NN gr(R) 
As 出 2 个 小 正方 形 组 成 ,每 个 小 正方 形 用 一 个 0-1 数 申 表示 成 
Gn (nD ai" 

4r 上 的 点 经 9p 的 关 信 映射 与 过 隐身 仍 在 天 上 , 令 n 一 
+ 多 ,得 g 的 不 变 集 

ho- 加 

46 上 的 点 不 论 映射 或 送 映射 多 少 次 , 仍 贸 在 下 上 ,Ao 是 无 穷 点 
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集 , 每 个 点 由 0- 上 双向 无 穷 码 串 表示 , 它 有 分 数 维 , 例 如 py = = 
5 时 ,其 维 数 是 
Do(40 = 如 


Ao 是 个 奇怪 不 变 集 , 且 从 4 42,… 的 编码 过 程 可 知 ,p 对 4o 的 
作用 就 是 "小 数 点 "向 右 移 位 ,可 以 类 似 于 映射 a(x) 相 似 地 证 明 gp 
是 4e 上 的 混沌 映射 。 

斯 梅 尔 马 蹄 映射 在 微分 动力 系统 中 是 考察 是 否 混沌 的 一 个 极 
有 力 的 工具 。 

斯 梅 尔 是 美国 有 名 的 现代 数学 家 ,1930 年 生 于 密 敬 根 州 弗 林 
特 ,1952 年 毕业 于 密歇根 大 学 ,1956 年 获 博士 学 位 ,1961 年 任 密 吹 
极 大 学 教授 , 因 研 究 微 分 拓扑 学 取得 极 重要 成 果 而 获得 1965 年 的 
维 布 伦 奖 和 1966 年 的 非 尔 兹 奖 , 是 现代 抽象 动力 系统 创始 人 之 
一 。 他 在 应 用 数学 方面 的 成 果 亦 为 世人 锯 目 ,例如 对 力学 统计 力 
学 . 注 流 .生物 学 .运筹 学 和 数理 经 济 学 ,都 有 不 平凡 的 成 果 。 

1975 年 ,中 国 数学 家 李 天 岩 和 美国 数学 家 约克 (York) 对 混 汪 
给 出 如 下 的 定 文 ,首次 使 用 混沌 (Chaos) 一 词 : 

车 /:X->X 是 连续 映射 ,XX 是 紧 的 度量 空间 , 且 /的 周期 集 
p(1) =11, 又 存在 SoCX -per 站) ,满足 

(CD limsup d (F(x) ,PCy))>0YxvyESox 天 yi 

(2) timinf d APO) Fy)) =0, YX,yE So; 

(3} lmsup d (F(x) Fp)) >0,Y XE So0, Y PEper(f} ,其 中 
per( 六 是 了 的 局 期 点 集 , 则 称 So 是 混沌 集 ,/ 是 XY 上 Li-York 意义 
下 的 混沌 映射 ,其 中 df ，) 是 了 上 的 距离 。 

同年 李 天 岩 和 约克 证 明了 下 面 的 定理 : 

设 f:1>f 的 连续 映射 ,1=[0,1]],f 有 周期 3 的 点 , 则 

(UP =H 《P( 门 是 /的 周期 集 )。 

(2) 存 在 不 可 数 集 SoC 了 -per( 站 ,满足 
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Dlim sup EF' (4) -PP(y)1>0,YxyESoxz 天 7 

Olim inf F(x) -PIT=0 Y ,rE So: 

Olim sap JAD -fp)1 >0,¥ «ES0, VpEPer(f), 

这 个 定理 指出 有 周期 3 的 到 自身 的 连续 映 墓 则 意味 着 混沌 。 

车 D 是 紧 度量 空间 ,f: D 一 DD 是 连 绪 映射 , 且 (1)f 对 初 值 敏 
感 依赖 ;(2)F 有 拓扑 传递 性; (3)f 的 周期 点 在 D 内 外 处 稠密 , 则 称 
了 是 Devaney 意义 下 的 混沌 。 

197 年 ,国际 第 一 居 混 沌 会 议 在 意大利 召开 ,标志 着 新 的 数 
学 分 支 混沌 正式 诞生 。 

1963 年 , 梅 尔 尼 科 夫 (Melnikov) 对 于 平面 哈密 顿 系 统 微 扰 后 是 
否 产生 混沌 给 出 了 解析 判 据 。 

梅 尔 尼 科 夫 研究 方程 

t= (x) + ECz 《9.1) 


其 中 
JiCu,v) 


= 
fr uo) 


(的 

ee 人 js 
4 是 的 同类 为 7。 * “0 时 方 可 9 1) 为 哈密 
系统 , 即 存在 哈密 顿 函数 (uv)E Cr, 使 得 人 = 台 , 六 = -对 


9 


且 e=0 时 ,方程 (9.10) 有 坑 点 po, 以 及 连接 po 的 同 宿 轨 线 gr?( 14) 
= 《ud(2) ,v9(1))。 梅 尔 尼 科 夫 给 出 所 谓 梅 尔 尼 科 夫 函 数 


M0) = {Ag to) Aal gt), 
若 M(t0) 有 不 依赖 于 的 零点 与 = r, 即 W(r)=0,r 与 e 无 关 , 且 
局 = 是 W( 四) 的 音量 零点 , 即 3M 在 = < 处 不 为 堆 , 则 方程 


(9.1) 的 雪线 会 出 现 混沌 运动 。 
梅 尔 尼 科 夫 函 数 是 迄今 为 止 最 像样 的 混沌 判别 法 之 -…, 它 通 


| jsc 


B21(u, vt) 
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过 g,f,g 的 一 个 解析 式 的 积分 来 计算 是 否 有 混沌 轨 线 ,此 方法 
有 解析 表达 的 优势 ,其 中 运算 “人 "规定 为 


CI 02 


车 a= (a1,a2),6= (bj2), 则 aAb = bb 


2 
如 果 e =0 时 ,(a) 有 个 鞍点 pi pz,… ,pasn>2, 从 pi 到 
Ps 有 轴线 oC) ,i =1,2,…,n -1, 队 ps 到 pl 有 轴线 go(), 形 
成 一 个 异 宿 圈 . 梅 尔 尼 科 夫 得 出 关于 第 i 条 异 窒 轨 线 的 梅 尔 尼 科 
夫 栈 数 如 下 
Mi(10) = | A gt) Ag I) ,+ 名 由 


当 用 (to0) 有 单 重 零点 时 ,会 出 现 轨 线 的 混沌 运动 。 


第 十 章 ”数学 史 的 启示 


至 今 已 有 25 个 世纪 之 久 的 这 段 时 期 ,数学 家 们 一 直 
在 改正 他 从 的 错误 ,而 且 看 到 了 这 门 学 科 钦 欣 向 荣 而 不 
是 相 竟 磊 败 ,这 使 得 他 们 对 未 来 充满 希望 。 


布尔 巴 基 
1 数学 的 源泉 与 数学 文化 


数学 概念 是 从 哪里 来 的 ? 著名 数学 家 汉 ' 诺 依 坚 答 日 :数学 
的 概念 来 源 于 经 验 。 数 学 的 历史 证 实 诺 依 曼 的 回答 是 正确 的 。 但 
他 作为 一 个 伟大 的 数学 家 ,同时 对 数学 的 本 质 做 了 深刻 的 剖析 ,他 
指出 ,数学 是 人 类 智能 的 中 心 领 域 , 不 是 一 门 经 验 科学 ,但 与 自然 
科学 和 生活 实际 的 特有 联系 ,是 数学 的 特点 之 一 ,例如 几何 学 ,我 
们 已 经 看 到 , 它 起 源 于 自然 和 经 验 ;古巴 比 伦 人 , 古 希 腊 人 , 古 中 
人 和 十 印度 人 等 ,他 们 谁 人 没有 看 见 图 图 的 月 亮 和 平静 的 水 面 ,在 
生活 中 他 们 把 石头 打磨 成 各 种 形状 的 工具 , 手 里 拿 的 或 许 是 某 一 
种 多 面体 ,尼罗河 泛 泪 过 后 要 重新 丈 基 和 划分 土地 等 。 于 是 人 们 
有 了 和 多边形 .多 面体 ,图 和 球 等 经 验 ,但 这 还 不 是 数学 ,只 有 欧 几 里 
得 把 这 些 经 验 进 行 “ 数 学 弛 加 工 ”, 例 如 他 把 圈定 义 成 “ 辆 是 这 样 的 
平面 图 形 , 它 包含 在 一 条 曲线 (把 它 叫 做 圆周 ) 的 内 部 ,从 图 形 内 某 
一 点 到 这 曲线 上 ( 苛 周 上 ) 所 有 各 点 的 直线 段 彼此 相等 〈 见 《几何 
原本 》 卷 一 定义 15)}。 欧 几 里 得 搞 出 来 的 这 个 定义 来 源 于 自然 ,但 
与 自然 界 的 圆 形 物 有 本 质 区 别 , 因为 欧 几 里 得 的 “数学 圆 " 是 抽 银 
的 ,严格 的 ,高 度 概 括 的 , 欧 几 里 得 定义 的 “数学 图" 与 现实 的 圆 东 
西 是 不 一 样 的 ,难道 自然 界 真 的 存在 严格 准确 的 圆 吗 ? 欧 几 里 得 
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的 公理 化 处 理 使 几何 进 一 步 脱离 经 验 向 前 跨 了 一 大 步 , 这 一 步 正 
是 值得 庆祝 足 数 学 进步 。 但 应 承认 .从 数学 概念 的 形成 ,到 其 公理 
(理论 ) 体 系 的 建立 ,都 是 由 人 类 的 经 验 促成 的 ,这 里 显示 了 数学 的 
两 面 性 ,一 面 是 源 于 经 验 ,一 面 是 脱离 经 验 。 

数学 史上 回答 数学 从 哪里 来 的 这 一 问题 的 另 一 个 非 平凡 的 史 
实 是 微 积分 的 诞生 。 微 积分 的 重要 性 ,对 它 作 任 何 估价 ,都 不 会 认 
为 是 过 高 的 。 微 积分 的 起 源 显 然 是 经 验 的 ,中 国人 日 :一 民 之 极 ， 
日 取 其 半 ,万 世 不 竭 *" 是 一 种 层次 不 低 的 经 验 , 刘 微 与 祖 旺 “其 才 
即 等 , 则 其 积 不 容 异 "的 等 蹇 等 积 定理 源 于 经 验 ; 阿 基 米 德 对 画 柱 
及 其 肉 切 球 以 及 一 个 高 与 底 半 径 等 于 球 直 径 的 圆锥 的 联合 体 的 
“切片 平衡 法 " 求 得 球体 积 的 高 明 的 力学 方法 也 是 积分 的 经 验 之 
源 。 微 积分 的 那些 主要 成 果 确 实 起 源 于 物理 学 ,“ 流 数 ” 本 质 上 是 
为 学 的 思考 。 微 积分 和 力学 ,由 于 两 者 密切 结合 而 共同 得 到 发 展 ， 
初期 的 微 积分 的 陈述 是 用 半 物 理 的 方式 给 出 的 ,一 个 明确 无 误 的 
同 答 是 牛顿 的 微 积分 起 源 于 经 验 和 自然 科学 。 

虽然 对 牛顿 与 莱 布 尼 兹 的 微 积分 没有 数学 家 排斥 它 , 但 它 确 
实 距 数学 意义 下 的 抽象 性 和 严格 性 还 差 得 很 远 ,可 以 说 并 不 及 格 。 
只 有 到 柯 西 .外 尔 斯 特 拉 斯 等 给 出 "e - 68"“e - N" 等 极限 、 连 续 、 
导数 ,微分 积分 等 严格 定义 之 后 , 才 取 得 了 数学 合格 证 。 

综 上 可 知 ,数学 之 源 是 经 验 与 自然 科学 ,但 必须 经 过 数学 家 
(有 时 是 几 代 数学 家 ) 严 格 的 精细 加 工 。 这 种 加 工 是 高 度 抽象 的 思 
维 加 工 ,使 之 概念 明确 ,推理 严格 ,整体 内 容 无 示 盾 才 称 得 起 是 数 
学 。 

值得 注意 的 是 ,有 些 数学 内 容 ,已 经 很 难 相信 它 是 起 源 于 经 验 
或 自然 科学 了 , 它 的 非 数 学 的 经 验 与 自然 科学 的 源泉 已 是 不 可 追 
淹 的 ,如 果 一 定 要 追 淹 的 话 ,也 是 相当 之 间接 甚至 无 从 查找 了 , 例 
如 矩阵 的 行列 式 及 其 特征 根 .二 1 =i 超越 数理 论 等 。 可 见 , 数 
学 科学 自身 的 需求 也 是 数学 的 一 种 源泉 ,当然 这 种 内 容 不 是 数学 
的 兽 批 概念 ,所 以 可 以 认为 是 原始 概念 经 验 源泉 的 入 生物 ,其 “ 祖 
先 " 也 源 于 经 验 。 对 这 些 内 容 ,我 们 称 之 为 数学 发 明 , 其 余 的 内 容 
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则 是 数学 发 现 。 

现代 数学 当中 创造 性 的 内 容 , 或 者 说 " 发明" 的 内 容 之 比重 越 
来 越 多 ,例如 我 们 可 以 说 罗 巴 切 夫 斯 基 发 明了 非 欧 几何 , 希 尔 伯 特 
发 明了 Hilber 空间 ,如 果 改 称 " 发 现 ”, 则 明显 不 妥 。 

自前 纯 数 学 之 发 展 有 越 来 越 不 通俗 ,离开 经 验 源泉 越 来 越 远 
的 倾向 。 对 此 ,不 少数 学 家 已 经 有 所 注意 ,例如 治 ' 诺 依 受 说 :" 数 
学 概念 来 源 于 经 验 , 尽 管 有 时 其 系谱 是 长 远 的 和 曲折 的 ;一 旦 它们 
被 想 出 来 ,这 个 主题 便 按 自 己 特有 的 活力 生长 ,并 且 在 几乎 完全 按 
美学 动机 创造 。 但 是 我 们 需要 进一步 强调 ,如 果 一 门 数学 学 科 远 
离 它 的 经 验 来 源 , 或 者 说 ,如 果 仅 仅 是 间接 地 来 自 “ 现 实 性 ", 是 由 
现实 激励 生成 的 第 二 代 和 第 三 代 学 科 的 话 , 这 是 一 个 最 大 的 危险 ， 
它 将 变 得 人 鳄 来 盖 美 学 化 , 愈 来 全 艺术 化 。 如 果 某 个 领域 是 由 相关 
联 的 仍然 与 经 验 紧密 相 联 的 学 科 围绕 着 的 话 ,这 不 是 坏事 ,但 是 有 
一 种 重大 的 危险 ,学 科 只 沿 着 远离 根源 的 流 一 直 持 续 展 开 下 去 ,并 
且 分 割 成 多 种 没有 意义 的 分 枝 , 该 学 科 将 变 成 一 种 繁 烦 的 堆积 。 
换言之 ,远离 经 验 来 源 , 一 直 处 于 “抽象 的 "近亲 交配 之 中 ,一 门 数 
学 学 科 将 有 赔 化 的 危险 。 开 始 时 ,人格 是 古典 的 , 当 它 显示 出 怪异 
时 ,危险 就 来 了 。 不 管 它 已 达到 什么 阶段 , 仅 有 的 补 教 办 法 是 回复 
到 源泉 去 ,把 它 或 多 或 少 地 重新 对 应 到 经 验 概念 中 去 ,这 些 要 求 过 
去 是 保持 学 科 的 生气 勃勃 和 有 效 性 的 必要 条 件 , 今 后 , 它 同 样 将 仍 
然 是 正确 的 。 

这 位 计算 机 之 父 * 又 说 ," 最 大 的 灵 繁 来 源 于 自然 科学 。 数 学 
方法 渗透 和 支配 着 自然 科学 的 许多 “理论 ”分支 。 在 现代 经 验 科学 
当中 ,能 和 否 接受 数学 方法 或 与 数学 相近 的 物理 方法 ,已 您 来 合成 为 
该 学 科 成 功 与 否 的 主要 标准 。 自 然 科 学 被 打上 数学 的 烙印 ,几乎 
和 科学 进步 的 理念 一 伊 , 变 得 越 来 越 明 显 了 ,人 们 必须 理解 它 , 接 
爱 它 ,并 且 把 它 吸收 到 自己 正在 思考 的 主题 中 去 。 

以 上 谈 的 就 是 数学 的 源泉 ,数学 脱离 实际 的 发 展 以 及 数学 的 
归宿 。 汉 : 诺 依 曼 的 观点 是 积极 的 可取 的 。 

数学 不 是 实用 主义 的 奴仆 和 工具 , 它 是 独立 的 一 种 科学 和 一 


402 


种 文化 。 例 如 我 们 不 能 责问 “证 明 费 马 大 定律 有 什么 实用 价值 "这 
种 任 质 的 问题 。 事 实 上 ,提出 数学 问题 ,促进 数学 篆 茉 是 古今 数学 
的 生命 线 , 没 有 需要 解决 的 数学 问题 ,数学 的 生命 就 寿终正寝 了 。 
为 了 一 个 数学 难题 的 解决 ,往往 要 发 明 一 系列 数学 概念 与 定 至 ,所 
虚 重 大 数学 难题 是 “会 下 金 蛋 的 狼 "。P.A. 格 列 非 斯 称 , 数 学 在 人 
类 科学 文化 当中 ,已 经 从 伙计 变 成 了 伙伴 。 高 斯 说 :数学 是 科学 
的 女皇 。"A.N. 人 怀 德 海 则 说 ;" 纯 数学 这 门 科学 在 其 现代 发 展 阶段 . 
可 以 说 是 人 类 精神 之 最 具 独 创 人 性 的 创造 。 柏 拉 图 毫 不 客气 地 说 : 
“如 果 谁 不 知道 正方 形 的 对 角 线 与 其 过 是 不 可 通 约 的 量 , 那 他 就 不 
配 人 的 称号 。” 

数学 的 历史 告诉 我 们 ,数学 也 是 一 种 文化 。 

美国 数学 史家 Mi. 克 莱 因 说 ;数学 一 直 是 形成 现代 文化 的 主 
裹 力量 ,是 文化 的 极其 重要 的 因素 "事实 上 ,数学 不 仅仅 是 对 科学 
家 .工程 师 或 经 济 学 家 才 有 用 的 一 种 技术 与 工具 , 它 在 形成 现代 思 
想 和 文化 生活 当中 起 着 越 来 越 大 的 作用 ,由 于 人 们 在 学 校 里 受过 
科班 的 数学 教育 ,使 得 人 们 的 思维 习惯 与 语言 表达 趋 于 严密 和 精 
炼 ,在 辩论 与 法 律 活动 中 ,推理 无 懈 可 击 。 数 学 家 超脱 的 性 格 和 丰 
窗 的 想象 力 ,使 数学 概念 充满 着 史诗 般 的 艺术 性 。 美 学 原则 几乎 
成 了 判断 一 个 数学 成 果 优 劣 的 准则 之 一 ”罗素 说 :“ 数 学 ,如 果 正 
确 地 看 待 它 , 则 发 现 它 具有 至 高 无 士 的 美 ,一 种 冷色 而 严肃 的 美 ， 
这 种 美 没 有 音乐 或 绘画 那 般 华丽 的 装饰 , 它 可 以 纯净 到 崇高 的 地 
步 ,能 够 达到 只 有 最 伟大 的 艺术 才能 显示 的 那 种 完美 的 境地 ;一 种 
真实 的 喜悦 的 精神 ,一 种 精神 上 的 亢奋 ,一 种 高 于 普通 人 的 意识 ， 
这 些 至 善 至 美的 标准 ,能 在 诗 里 得 到 ,也 能 在 数学 里 得 到 .事实 
上 , 当 我 们 研究 柯 克 曲线 时 , 当 我 们 研究 极限 环 时 , 当 我 们 研究 图 
的 着 色 和 拉 姆 赛 数 时 , 当 我 们 研究 每 一 个 数学 分 支 中 的 每 个 非 平 
凡 的 问题 时 ,我 们 那 种 精神 上 的 享受 和 感情 正 是 数学 这 种 高 文化 
的 美学 效应 ,数学 确 为 一 种 具有 特有 的 完美 性 的 艺术 。 

实用 的 科学 的 ,美学 的 和 哲学 的 因素 ,共同 促进 着 数学 的 发 
展 , 例 如 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 这 种 非 平凡 的 成 就 正 是 数学 中 充满 想 
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象 .逻辑 .哲学 和 美学 的 文化 特征 的 体现 。 

数学 的 另 一 个 文化 气质 是 它 的 语言 之 极端 简洁 和 绝对 准确 ， 
而 语言 是 否 简 洁 与 淮 确 是 一 种 文化 质量 高 低 的 体 吏 。 例 如 甲 说 : 
“有 一 个 直角 三 角形 , 画 两 个 以 该 三 角形 的 直角 边 为 其 边 的 正方 
形 ,再 画 一 个 以 该 三 角形 斜 边 为 边 的 正方 形 ,那么 第 三 个 正方 形 的 
面积 就 等 于 前 面 两 个 正方 形 面积 的 和 。" 乙 (是 一 位 数学 家 ) 则 说 ， 
“直角 三 角形 直角 边 的 平方 和 等 于 斜 边 的 平方 。 我 们 从 此 已 经 真 
切 看 到 乙 的 话 是 多 么 简洁 而 准确 ,因为 乙 讲 的 是 数学 语言 。 

数学 是 一 种 理性 的 精神 , 它 并 不 排斥 异 已 , 欧 氏 几何 与 非 欧 几 
里 得 几何 同时 存在 ,双方 都 视 对 方 为 科学 ,这 种 互相 包容 的 精神 是 
现代 文明 的 特征 之 一 。 一 个 时 代 的 总 的 文化 特征 在 很 大 程度 上 与 
这 个 时 代 的 数学 活动 密切 相关 。 数 学 的 黄金 时 代 不 是 欧 几 里 得 时 
代 , 面 是 我 们 这 个 时 代 ,我 们 会 看 到 现在 这 个 时 代 的 科学 与 文化 是 
如 何 爱 惠 于 数学 。 


2 数学 的 严格 性 和 3 个 数学 学 派 


数学 主要 是 从 经 验 与 直觉 中 抽象 出 来 的 ,但 它 的 研究 对 象 是 
抽象 出 来 的 不 可 触摸 的 抽象 概念 ,如 果 用 直觉 的 办 法 去 研究 ,而 不 
是 用 严格 的 公理 一 定义 一 定理 一 证 明 的 数学 方法 来 研究 ,会 得 出 
荒诞 的 结果 。 数 学 有 数学 的 “游戏 规则 ”, 它 不 同 于 物理 ,更 不 同 于 
技术 。 例 如 赁 我 们 的 直觉 ,我 们 岂 能 相信 点 点 不 可 微 的 连续 函 教 
之 存在 呢 ! 但 是 我 们 看 到 了 不 少 可 以 严格 证 明 其 点 点 不 可 导 却 是 
连续 函数 的 实例 。 直 觉 为 什么 能 欺 驴 我 们 呢 ? 事实 上 ，, 赁 想象 ,我 
们 怎么 想 也 想 不 出 一 条 没有 粗细 和 宽度 的 划 线 ! 更 有 甚 者 ,我 们 
又 该 怎样 想象 一 1 这 个 数 呢 ?1 必须 先 有 原始 定义 和 公理 系统 ， 
再 经 逻辑 的 严格 推理 ,才能 是 称 得 起 为 数学 的 数学 ,在 推理 中 禁止 
诉 诸 直观 。 但 是 直觉 是 数学 的 命根 ,例如 : 

(1) 等 于 第 三 个 量 的 两 个 量 相等 。 

(2) 若 一 定理 对 数 1 为 真 ,假设 它 对 n 为 真 ,如 果 我 们 能 证 明 
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它 对 = +1 亦 真 , 则 它 对 -- 切 自然 数 钾 真 。 

(3) 设 在 一 直线 上 , C 点 在 4 点 与 B 点 之 闻 , 了 D 点 在 4 点 与 C 
点 之 间 , 则 DD 点 在 4 点 与 B 点 之 间 。 

我 们 知道 ,(1) (2) (3) 都 是 数学 中 的 著名 公理 ,它们 的 成 立 
皆 依 靠 直觉 而 无 需 证 明 ,可见 直觉 是 数学 的 源头 。 庞 加 莱 说 :" 纯 
逻辑 永远 也 不 能 使 我 们 得 到 任何 新 东西 ,任何 科学 也 不 能 仅仅 从 
它 产生 出 来 。 

不 进行 严格 的 推理 ,产生 数学 谨 论 与 笑话 的 事 层出不穷 , 兹 举 
例如 下 。 

(1) 交 错 级 数 

1-1+1—1+1-1+" 

在 微 积分 的 初期 ,数学 家 由 于 没有 严格 的 级 数 收敛 性 概念 , 曾 认为 
此 级 数 的 和 是 0, 二 和 1: 
1-1+1-1+1-1+…=(i-Dr(-D+-D+…=-0O+o+…=0 
1-1+1-1+1-1+…=1-(0-D-G-D-(-D-…=1 
ee 1 的 可 能 性 一 样 ,所 以 其 


“， 
wb. 郝 + 范 + …, 这 个 级 数 确实 收敛 ,但 若 不 严格 推 
理 , 则 会 得 出 1 = 二 之 识 : 
1 1 1 
S=T.3+35+57+ = 
EE (人 -全 + = 
2 2 3 3_ 4 


由 于 除 第 一 项 外 ,其 余 各 项 省 消去 了 .所 以 5 =1。 


1 11 lil- 
5=2(1-3)+2(3-5)+2(3 77) +" 
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由 于 除 第 一 项 之 外 ,其 余 各 项 省 消去 了 .所 以 5= 方 ,从 而 得 5=1= 
] 


二 
1 1 工人 1 1 加 
G3) 十 qx -= -二 | -= - 2 ,但 二 >0, 所 以 此 积分 不 应 为 
x x|-1l x 
负数 。 
(4) 解 方程 2 -5= 各- 和。 
解 由 2- 5- 《x+5)=Sx -7) _4x~ 40， 
入 一 了 7T-x 
只 需 解 方程 
4x-4 和 0 4z -和 
7-x 13-x 
由 于 上 式 分 子 一 样 ,所 以 分 母 亦 应 相等 , 故 得 
7-x=13-x 
7=13 


《5) 定理 ” 车 a 与 5 是 两 个 自然 数 , 且 maxfa,bi=n, 则 a 
= 

证 n=1 时 , 即 maxia,bi=1, 又 a 与 6 是 自然 数 , 所 以 a= 
5b ,定理 成 立 。 

假设 n= 时 定理 已 成 立 , 下 证 n= 上 +1 时 ,定理 亦 成 
立 。 

事实 上 , 令 a=a-1,8=6-1, 由 于 max|a,b|=k+1, 则 max 
ic ,8 = 大 ,由 归纳 法 很 设 ,a = 8, 进 而 a +1= 有 +1, 即 a=5, 由 数 
学 归纳 法 知 ,定理 成 立 ,证 毕 。 

(OW Lv -iv DD i -1 
=ii= -1, 所 以 -1=1。 

可 见 ,在 数学 工作 当中 , 稍 不 严谨 ,就 会 酿 成 大 错 ,逻辑 不 严密 
是 十 分 要 命 的 事 。 

数学 符号 的 发 明 与 运用 对 数学 也 是 至 关 重 要 的 , 正 是 依靠 这 
些 数学 符号 ,使 数学 家 在 进行 复杂 运算 与 思考 时 能 应 对 自如 , 它 使 
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数学 语言 内 涵 丰 富 而 无 歧义 。 例 如 逻辑 符号 A,V ，] ,积分 号 
， 。 

[ ,微分 七 业 , 求 和 号 > 等 。 数 学 符号 的 使 用 使 数学 的 多 辑 严 
密 性 发 展 到 形式 化 公式 化 的 程度 。 

1902 年 罗素 提出 的 关于 集合 论 的 悖 论 ,使 对 数学 严密 性 与 数 
学 基础 十 分 关心 的 数学 家 们 从 不 同 的 角度 来 审视 数学 ,他 们 希望 
数学 在 慰 辑 上 不 要 再 出 问题 ,但 观点 各 有 不 同 , 主 要 的 有 3 种 不 同 
的 观点 ,形成 逻辑 主义 ,直觉 主义 和 形式 主义 三 大 学 派 。 

到 辑 主义 的 代表 人 物 是 罗素 和 怀特 黑 德 (A. Whitehead,1861 一 
1947)。1903 年 ,罗素 出 版 的 《数学 的 原理 ?和 1910 年 一 1913 年 二 
人 合 著 的 3 卷 集 (数学 原理 》 是 逻辑 主义 的 集大成 。 怀 特 黑 德 是 英 
数学 家 . 暂 学 家 和 数理 逻辑 学 家 。 罗 素 直 言 :“ 数 学 就 是 逻辑 。” 
怀特 黑 德 说 ," 纯 数学 这 门 科学 在 其 现代 发 展 阶段 ,可 以 说 是 人 类 
精神 之 最 具 独 创 性 的 创造 "怀特 黑 德 强调 对 数学 要 从 哲学 与 亚 辑 
上 进行 研究 ,他 批评 许多 数学 家 “只 知道 他 们 所 研究 的 东西 的 细 
节 , 但 对 于 表述 数学 科学 的 哲学 特征 却 毫 无 所 知 "。 昧 辑 主义 学 庆 
主张 全 部 数学 由 逻辑 推导 出 来 ,数学 概念 可 以 依 显 辑 叔 念 来 定义 ， 
数学 定理 可 以 由 逻辑 公理 按 逻 辑 规 则 证 明 出 来 , 即 从 一 些 不 定义 
的 逻辑 概念 和 逻辑 公理 出 发 ,通过 数学 符号 (逻辑 符号 ) 的 形式 演 
算 来 构建 整个 的 数学 逻辑 体系 。 虽然 罗 素 与 怀特 黑 德 的 这 种 逻辑 
主义 的 理想 一 直 不 能 实现 ,但 他 们 对 现代 数理 逐 辑 的 发 展 做 出 了 
下 大 贡献 。 事 实 上 ,罗素 与 怀特 黑 德 等 把 数学 等 局 于 轴 辑 是 偏激 
的 ,与 数学 之 丰富 .之 灵活 和 与 实际 联系 之 密切 不 完全 相符 。 

直觉 主义 学 派 的 代表 人 物 是 荷兰 著名 数学 家 布 劳 威 尔 和 庞 加 
莱 , 德 国 数学 家 克 罗 内 克 则 是 直觉 主义 学 派 的 先驱 者 。 

布 劳 威 尔 (L.E.S.Brouwer, 1881 一 1966) 是 有 名 的 拓扑 学 家 , 脸 
和 炙 人 口 的 Brouwer 不 动 点 定理 是 数学 史上 的 性 作 , 它 指出 :若是 
从 一 个 闭 三 角形 区 域 A? 到 自身 的 连续 映射 , 则 了 有 不 动 点 xo6 
A?, 即 f(x0) = xo。 (此 定理 的 一 个 巧妙 证 明 见 王 树 禾 著 《 图 论 及 
其 算法 》。) 
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布 劳 威 尔 生 于 荷兰 的 鹿特丹 ,1897 年 考 人 阿姆斯特丹 大 学 攻 
读数 学 ,1907 年 获 博士 学 位 ,学 位 论文 正 是 直觉 主义 的 代表 作 《 论 
数学 基础 》。 他 倾向 庞 加 菜 的 直觉 主义 观点 而 不 赞成 罗素 与 希 尔 
伯 特 的 观点 。 从 1912 年 起 , 布 劳 威 尔 开始 系统 地 研究 数学 基础 ， 
发 表 了 一 系列 研究 成 果 , 用 直觉 主义 的 观点 对 经 典 数学 作 了 详尽 
的 批判 ,寻求 构造 性 数学 的 基本 概念 。 他 的 基本 思想 是 构造 性 的 ， 
主张 数学 独立 于 逻辑 ,信奉 克 罗 内 克 “ 上 帝 创 造 了 整数 ,所 有 其 余 
的 数学 都 是 人 造 的 ”的 主张 。 构 造 性 是 直觉 主义 学 派 的 指导 忠 想 
和 数学 的 行为 准则 , 按 他 们 的 主张 ,证 明 一 个 数学 对 象 存在 或 数学 
性 质 成 立时 ,必须 证 明 它 可 以 在 有 限 步 又 之 内 构造 出 来 才 算 成 功 。 
他 们 不 承认 反 证 法 的 有 效 性 ;只 承认 可 构造 移 无 穷 集 合 , 而 按 弃 例 
如 “所 有 集合 的 集合 "这 种 无 法 构造 的 东西 ,从 而 不 会 产生 罗素 悖 
论 之 类 的 危机 ,直觉 的 构造 才能 作为 数学 的 基础 ,他 们 的 数学 纲领 
是 : 

自明 的 原始 概念 一 初始 直觉 一 构造 数学 ,决定 概念 是 否 正确 
和 可 接受 性 的 是 直 党 ,而 不 是 逻辑 。 形 式 逻 辑 仅仅 是 描述 的 手段 ， 
不 是 数学 的 基础 , 布 劳 威 尔 的 名 言 是 : 

“是 逻辑 依赖 数学 ,而 不 是 数学 依赖 逻辑 。” 

1919 年 , 布 劳 威 尔 给 出 了 测度 的 构造 性 理论 , 1923 年 他 提出 

布 劳 威 尔 在 拓扑 学 上 的 贡献 是 出 色 的 。 他 的 突出 贡献 是 不 动 
点 定理 : 维 球 内 映射 到 自身 的 任意 连续 映射 至 少 有 一 个 不 动 点 ; 
而 且 ,1913 年 ,他 还 建立 了 拓扑 空间 维 数 的 严格 定义 。1907 年 ,他 
研究 了 希 尔 伯 特 第 5 问题 ,得 到 一 定 进 展 , 由 于 他 的 突出 的 成 就 ， 
当选 为 荷兰 皇家 科学 院 院 士 ,1919 年 , 当选 为 德国 科学 院 院 士 ， 
1943 年 ,当选 为 美国 数学 会 会 员 ,1948 年 ,当选 为 英国 伦敦 皇家 学 
会 会 员 。 

直觉 主义 思想 的 一 个 典型 的 例子 是 : 若 令 x = ( -1)*, 其 中 义 
是 x 的 十 进 制 表 示 中 第 一 个 零 的 位 数 , 这 个 零 之 后 连续 出 现 1,2， 
3,…,9; 如 果 不 存在 这 样 的 零 , 则 令 + =0。 大 多 数 数学 家 认为 x 
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是 已 经 被 定义 好 了 的 一 个 数 。 
的 定义 ,他 们 坚持 说 ,能 把 x 


但 直觉 主义 者 却 不 轻易 接受 这 个 x 


第 一 串 “0123…9%” 找 出 来 才能 承认 


x=(-])#*, 而 “x=@ 的 真 假 则 难以 确定 , 因为 不 能 保证 用 有 限 步 
又 确定 x 中 数 串 0123…9 的 不 存在 性 。 
自沉 主义 先驱 者 克 罗 内 克 (L. Kronecker, 1823 一 1891) 是 德国 


著名 数学 家 ,犹太 人 , 生 于 德 


利 格 尼 蔬 。1841 年 考 人 柏林 大 学 ， 


师 从 狄 利克 震 . 雅 可 比 和 施 素 纳 (Steiner) 等 一 代数 学 大 师 ,1845 年 


以 《 论 复 单位 元 》 的 论文 获 博 二 


上 学 位 。 此 后 在 家 乡 做 了 8 年 商人 、 


银行 家 和 地 主 ,使 他 为 日 后 专心 数学 研究 积 插 了 必要 的 资金 。 


1861 年 , 克 罗 内 克 当 选 柏林 科 


学 院 院 上 ,1868 年 任 格 丁 根 大 学 教 


授 , 接 蔡 高 斯 与 狄 利克 雷 的 职位 。1868 年 当选 巴黎 科学 院 院士 ， 


1884 年 ,当选 为 英国 皇家 学 会 


会 员 ,被 尊称 数学 界 的 “无 冕 之 王 "。 


克 罗 内 克 主 张 从 代数 到 分 析 ,要 把 所 有 数学 算术 化 ,一 个 最 
的 存在 性 证 明 具 有 当 它 给 出 一 种 方法 ,通过 它 可 以 实际 地 发 现 要 


证 明 存 在 的 量 时 , 才 可 被 认为 
构造 主义 即 直觉 主义 的 思想 。 


是 完全 严格 的 "。 显 然 ,这 是 顽 因 的 


克 罗 内 克 一 生发 表 主要 论文 150 多 篇 , 尤 以 代数 与 数论 见长 。 
直 党 主义 限制 使 用 排 中 律 是 一 种 极端 偏激 的 主张 。 事 实 上 ， 


如 果 和 否认 反 证 法 ,数学 成 就 中 


将 会 有 一 大 批 成 果 成 为 牺牲 品 。 但 


直觉 主义 者 们 崇尚 构造 性 数学 ,在 当今 计算 机 科学 与 现代 数学 相 
结合 的 潮流 中 ,他 们 的 主张 大 有 充分 施展 的 前 途 。 

希 尔 伯 特 对 直觉 主义 十 分 反感 ,他 批评 说 :禁止 数 学 家 使 用 
排 中 律 ,就 像 禁 止 天 文学 家 使 用 望远镜 -- 样 。" 希 尔 伯 特 抛 出 “ 希 尔 
伯 特 纲 贷 ” ,本质 上 是 一 个 “形式 主义 网 锁 ”。 

形式 主义 的 代表 人 物 是 希 尔 伯 特 ,虽然 看 尔 伯 特 本 人 并 不 承 


认 自 己 是 形式 主义 者 。 形 式 


E 义 者 认为 ,数学 应 该 是 一 个 形式 化 


的 系统 ,通过 有 逻辑 从 一 个 确定 
的 公式 ,通过 形式 的 程序 推理 
定 第 三 个 公式 ,依次 形式 地 递 


的 用 俱 辑 符号 组 成 的 数学 语言 表述 
,确定 该 公式 蕴含 另 一 个 公式 ,再 确 
推 ,形成 一 个 公式 的 链条 ,每 一 个 数 


学 证 明 缘 为 此 种 公式 链 所 构成 ,其 中 只 讲究 逻辑 结构 ,而 不 关心 其 
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实际 内 容 。 

从 公式 到 公式 的 演绎 过 程 不 涉及 公式 任何 含义 ,是 形式 主义 
与 逻辑 主义 的 区 别 。 

“形式 主义 纲领 "的 基本 思想 是 ,数学 只 是 研究 符号 组 合 的 科 
学 , 它 的 对 象 是 虚构 的 ,不 具 客 观 性 ,数学 真理 只 表现 在 数学 理论 
的 无 矛盾 性 . 即 数学 理论 的 真理 性 无 客观 性 可 言 。 这 些 观点 显然 
是 不 能 被 大 多 数 数学 家 接受 的 。 事 实 上 ,无 着 盾 性 仅仅 是 数学 真 
理 的 必要 条 件 , 不 论 数学 如 何 形 式 化 , 它 的 结论 不 允许 与 现实 世界 
的 客观 存在 相抵 触 ,应 该 是 现实 世界 的 抽象 而 深刻 的 表现 。 

形式 主义 者 中 不 少数 学 家 例如 便 宾 孙 科恩 等 人 .对 数学 和 数 
理 逻 辑 做 出 了 不 朽 的 贡献 

哥 德 尔 的 不 完全 性 定理 使 形式 主义 岗 领受 到 了 致命 的 打击 。 
1931 年 ,可 德尔 在 论文 《 论 ( 数 学 原理 ) 及 有 关系 统 中 形式 不 可 判 
定 命题 ) 中 证 明了 如 下 定理 : 

任 一 足以 包含 自然 数 算术 的 形式 系统 中 ,如 果 是 相 容 的 , 则 它 
一 定 存在 一 个 不 可 兰 定 命题 , 即 存在 某 个 命题 4, 使 4 与 4 在 
该 系统 中 皆 不 可 证 。 

系统 中 有 不 可 判定 的 命题 时 , 称 该 系统 是 不 完全 的 。 哥 德尔 
指出 形式 化 系统 可 以 存在 不 可 判定 的 命题 ! 
哥 德 尔 深刻 指出 * 真 ”与 “可 以 证 明 " 是 两 回 事 , 真 的 命题 未 必 
可 以 证 明 。 


3 ”纯粹 数学 与 应 用 数学 
都 是 好 数学 


数学 是 研究 大 小 ,形状 和 关系 的 科学 , 它 有 不 止 一 种 分 类 的 方 
法 ,例如 可 以 分 成 初等 数学 与 高 等 数学 ,经典 数学 与 现代 数学 , 离 
散 数学 与 连续 数学 ,还 可 以 分 成 纯粹 数学 与 应 用 数学 两 类 。 什 么 
叫做 纯 粹 数学 ? 什么 叫做 应 用 数学 ? 我 们 没有 一 个 严格 的 定义 ， 
不 严格 地 讲 , 暂 时 不 能 实际 应 用 的 数学 即 纯粹 数学 ,另外 的 数学 则 
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为 应 用 数学 。 但 是 纯 惧 数学 可 以 是 实际 有 用 的 ,例如 数论 对 于 窗 
码 的 编制 与 破译 , 泛 池 分 析 对 于 物理 学 的 应 用 等 ;而 应 用 数学 可 以 
是 优美 多 姿 的 ,有 时 应 用 数学 会 表现 得 十 分 “华而不实 "。 事 实 上 ， 
应 用 数学 不 同 于 工程 学 ,应 用 数学 并 不 去 直接 设计 导弹 和 原子 弹 ， 
应 用 数学 和 纯 数学 一 样 ,也 是 一 种 数学 思维 准则 与 方法 ,而 不 是 工 
程 技术 的 一 部 分 ,应 用 数学 的 最 终日 标 是 付 诸 行 动 ,但 它 是 在 讨论 
使 飞机 起 飞 , 使 原子 弹 爆炸 中 隐藏 的 数学 原理 。 纯 数学 与 应 用 数 
学 不 易 截然 分 开 ,一 个 人 有 了 时 自己 也 说 不 清 他 是 纯 数学 家 还 是 应 
用 数学 家 ,例如 庞 加 莱 , 他 创始 的 常 微 分 方程 定性 理论 既 有 纯 数学 
的 味道 也 具 鲜 明 的 动力 学 应 用 的 味道 ,这 位 数学 家 不 能 称 为 纯粹 
数学 家 ,也 不 能 称 其 为 应 用 数学 家 。 但 有 的 数学 家 则 不 是 这 样 , 例 
如 英国 大 数学 家 哈代 (G.H. Hardy, 1877 一 1947) , 他 性 格 鲜明 地 标 
榜 自 己 是 纯粹 数学 家 。 喻 代 生 于 英国 克 兰 利 ,1896 年 考 人 剑桥 大 
学 三 一 学 院 ,1908 年 出 版 名 著 《 纯 粹 数学 教程 》, 1910 年 当选 英国 
皇家 学 会 会 员 。 

1904 年 哈代 与 ].E. 李 特 尔 伍德 (Littiewood) 结 识 ,他 们 联名 发 
表 了 约 100 篇 有 份量 的 数学 论文 。1913 年 哈代 结识 了 印度 传奇 式 
数学 家 S.A. 拉 马 努 金 (Ramansjan) ,帮助 拉 马 努 金 进行 近代 数学 研 
究 。 

哈代 对 数学 执 迷 和 热爱 是 有 志 搞 数学 的 人 的 榜样 ,他 说 :“ 数 
学 可 以 增进 和 维持 人 的 心灵 的 高 尚 ",“ 当 这 个 世界 都 疯狂 了 的 时 
候 , 数 学 家 可 能 发 现 数学 是 一 种 无 与 伦比 的 镇 定 剂 。 因 为 数学 在 
一 切 艺术 与 科学 当中 是 最 为 阳春 白雪 的 .“ 除 了 想 当 数学 家 之 外 ， 
我 不 记得 还 想 过 当 别 的 什么 人 。" 他 说 “数学 是 一 种 年 轻 人 的 游戏 。 
人 的 第 一 责任 ,至 少 对 于 年 轻 人 来 说 ,是 有 雄心 ,雄心 是 一 种 合理 
的 化 作 多 种 形式 的 高 尚 情感 。 几 乎 所 有 造福 人 类 的 实质 性 贡献 都 
是 由 满怀 雄心 的 人 做 出 的 ”他 强调 职业 上 的 自豪 感 和 智力 上 的 好 
奇 心 ,他 说 :数学 是 所 有 科学 中 最 令 人 好 奇 的 , 它 蕴藏 着 最 复杂 的 
也 是 最 迷人 的 方法 ,提供 了 无 与 伦比 的 展示 绝对 的 专业 技巧 的 机 
会 "哈代 终身 不 娶 , 把 全 部 热情 都 投 在 纯 数 学 研究 上 ,他 一 后 有 8 
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部 专著 和 350 篇 论文 发 表 ,是 20 世纪 杰出 的 分 析 学 家 , 在 解析 数 
论 . 调 和 分 析 ,函数 论 等 方面 ,都 做 出 了 重要 成 果 。 但 他 在 关于 纯 
粹 数学 与 应 用 数学 的 看 法 上 , 似 有 偏激 之 处 。 例 如 蛤 代 说 : “纯粹 
数学 总 体 而 言 显 然 比 应 用 数学 有 用 。”“ 数 学 很 少 有 实用 价值 ,有 用 
的 很 小 一 部 分 却 比较 乏味 。 数 学 定理 的 严肃 性 不 在 于 它 的 实用 效 
果 , 实 用 效果 往往 无 关 紧 要 。”“ 大 部 分 初等 数学 很 有 实际 用 处 , 初 
等 数学 包括 微 积 分 的 相当 有 用 的 知识 。 总 的 来 说 ,这 部 分 数学 是 
颇 为 死板 的 ,它们 只 是 数学 当中 最 无 美学 价值 的 那 部 分 “真正 的 
数学 家 的 真正 的 数学 ,几乎 完全 是 无 用 的 ,真正 职业 数学 家 的 一 生 
是 不 可 能 靠 其 工作 的 实用 性 来 评价 的 ”哈代 直言 :“ 我 们 面前 有 两 
种 数学 ,一 种 是 真正 数学 家 的 真正 的 数学 ,一 种 是 我 所 谓 的 不 足 称 
道 的 数学 。 不 足 称道 的 数学 总 的 来 说 是 有 用 的 ,而 真正 的 数学 总 
的 来 说 是 没有 用 的 哈代 所 称 的 真正 的 数学 即 纯 数 学 。 他 公开 
说 :有些 应 用 数学 分 支 ,其 丑陋 令 人 生 厌 ,其 乏味 无 法 忍受 。 另 一 
方面 ,不 足 称 道 的 数学 都 在 战争 中 有 许多 应 用 ,花炮 专家 和 飞机 设 
计 师 是 不 可 - .日 无 此 者 的 。” 

了 哈代 为 人 谦和 ,爱好 和 平 , 上 述 关 于 应 用 数学 的 贬 夭 性 言论 与 
他 的 反 战 情结 有 关 。 险 代 对 青年 数学 家 全 力 扶植 , 例 如 对 印度 数 
学 家 拉 马 努 爹 和 中 国 数学 家 华罗庚 的 热情 相助 和 学 业 上 的 辅导 ， 
在 数学 史上 传 为 佳话 。 

数学 史 显 示 , 纯 粹 数学 可 以 是 实际 有 用 的 ,而 应 用 数学 可 以 是 
优美 多 资 的。 美国 数学 家 P.R. 哈 尔 莫 斯 (P.R.Halmos,1916 一 ) 
说 ; “在 某 种 意义 上 ,所 有 的 数学 都 是 应 用 数学 ,而 在 茶 种 程度 上 ， 
不 易 区 分 纯 数学 与 应 用 数学 ”他 指出 :“ 应 用 数学 的 动机 是 认识 世 
界 并 且 也 许 还 要 改造 世界 ,满意 则 来 自问 题 的 解答 经 过 了 实际 的 
检验 而 且 可 以 用 来 进行 预测 。 纯 数学 的 动机 往往 只 是 好 奇 心 , 满 
意 则 来 自 解答 了 原来 似乎 相距 甚 远 的 概念 之 间 的 意 想不到 的 联 
系 。 对 纯粹 数学 家 而 言 , 他 的 学 科 是 艺术 乐趣 水 不 枯 询 的 源泉 ,不 
仅 是 难题 的 刺激 ,胜利 的 满足 ,而 最 主要 的 是 沉思 的 愉悦 。 纯 数学 
家 把 他 们 的 专业 看 作 一 种 艺术 ,在 他 们 的 语言 中 ,对 别人 的 工作 最 
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高 的 赞扬 是 “漂亮 "。 应 用 数学 家 把 他 们 的 学 科 看 成 一 种 系统 化 ， 
用 来 赞扬 一 项 工作 合适 的 说 法 是 "巧妙" 和“ 强 有 力 ”。 对 许多 纯 入 
数学 家 来 说 ,应 用 数学 只 不 过 是 一 口袋 技巧 而 已 ,而 对 许多 应 用 数 
学 家 来 说 ,许多 纯 数学 只 是 为 了 自我 欣赏 而 进行 的 无 意义 的 抽象 ， 
无 丝毫 价值 。 

我 们 认为 ,在 一 些 纯 数 学 家 与 应 用 数学 家 之 间 的 这 种 门户 相 
见 , 互 不 尊重 的 现象 是 不 可 取 的 ,关于 纯粹 数学 与 应 用 数学 的 关系 
应 该 认为 是 共生 的 ,没有 对 方 谁 也 不 能 生存 。 哈 尔 英 斯 形象 地 指 
出 :“ 应 用 数学 没有 纯粹 数学 不 能 生存 , 正如 食 蚁 兽 离开 蚂蚁 不 能 
生存 一 样 。 而 且 , 为 了 不 至 于 成 为 因循守旧 ,枯燥 无 味 , 毫 无 意义 
和 死 气 沉沉 ,纯粹 数学 需要 增 浅 活 力 ,需要 与 现实 接触 ,而 这 种 现 
实 只 有 应 用 数学 才能 提供 。 对 纯粹 数学 来 说 ,应 用 是 这 个 学 科 的 
一 个 主要 源泉 ,而 且 仍 然 是 灵感 的 经 常 的 来 源 ;对 应 用 数学 来 说 ， 
纯粹 数学 的 概念 和 方法 是 工具 。” 

应 用 数学 的 骨 于 分 支 是 微分 方程 。 事 实 上 ,我 们 必须 研究 世 
界 的 变化 与 运动 ,涉及 到 变化 的 速度 等 。 其 数学 模型 往往 是 微分 
方程 ,例如 行星 运动 ,热传导 ,反应 与 扩 数 ,波动 与 稳定 .大气 的 变 
化 等 ,都 可 以 写成 微分 方程 进行 研究 。 而 微分 方程 必须 以 拓扑 学 、 
代数 , 儿 何 分 析 与 泛 函 为 基本 数学 工具 来 研究 。 反 过 来 ,微分 方 
程 的 研究 又 促进 了 众多 纯 数学 分 支 的 发 展 ,例如 微分 动力 系统 就 
是 从 庞 加 莱 的 微分 方程 定理 理论 中 孕育 成 长 出 来 的 一 门 现代 数学 
分 支 , 它 似乎 更 像 纯 数学 。 

近年 来 ,由 于 计算 机 科学 的 塌 起 ,离散 数学 当中 的 代数 结 
数理 逻辑 ,数论 .图 论 和 组 合 论 等 一 些 十 分 抽象 的 原来 视 为 纯 数学 
的 分 支 ,在 现代 科学 中 的 应 用 日 趋 频 繁 和 重要 , 哈 尔 英 斯 说 ;“ 在 可 
以 预见 的 将 来 ,离散 数学 将 是 在 认识 世界 的 过 程 中 日 益 有 用 的 工 
具 , 而 分 析 将 因此 相形 之 下 占 次 要 地 位 。” 

普林斯顿 高 等 研究 院 的 A. 波 莱 尔 在 谈 及 纯 数 学 与 应 用 数学 
时 说 “数学 仿佛 是 冰山 ,在 下 面 的 是 纯 数学 领域 ,路 藏 于 公众 视野 
之 外 ,水 面 之 上 为 尖 点 , 那 是 我 们 称 之 为 应 用 数学 的 可 见 部 分 。 许 
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多 人 只 看 见 这 个 尖 点 ,但 他 却 没 有 意识 到 ,如 果 没 有 水 底下 大 得 多 
的 部 分 , 它 是 无 法 存在 的 。” 

现代 科学 中 许多 有 趣 的 新 型 问题 向 数学 家 进行 挑战 ,这 些 问 
题 导 致 数学 的 发 展 。 例 如 洛 伦 兹 的 天 气动 力学 研究 对 数学 家 提出 
混沌 问题 的 挑战 ;艾滋 病 的 丽 怖 性 流行 对 数学 家 提出 建立 HIV 传 
播 的 数学 模型 的 挑战 ; 自由 市 场 与 全 球 经 济 一 体 化 对 数学 家 提出 
建立 可 信 的 数理 经 济 学 与 对 策 论 新 模型 的 挑 成 等 。 数 学 的 用 场 正 
在 扩大 ,数学 的 用 处 难以 预计 ,即使 是 现在 那些 纯粹 数学 的 最 抽象 
的 研究 成 果 , 有 彰 一 日 也 很 可 能 会 回 到 实际 中 去 占用 。 

1994 年 、1996 年 和 1997 年 的 诺 贝 尔 经 济 学 奖 得 主 中 ,John 
Nash, Selton, James 和 &, Mirlees, William Vickrey, Rober Merton 等 都 是 
数学 家 出 身 , 用 他 们 掌握 的 博弈 论 等 数学 工具 研究 经 济 学 而 大 获 
成 功 。 

哈佛 大 学 教授 Kenneth Amow 也 因 用 应 用 数学 搞 经 济 学 中 的 
平衡 理论 而 获 1972 年 诺 贝尔 经 济 学 奖 。 当 哈佛 的 教务 长 把 这 一 
得 奖 的 喜讯 告诉 数学 系 一 位 同事 时 ,这 位 同事 说 Amow 用 的 数学 
是 哈佛 大 学 一 年 级 的 深度 。 可 见 价值 的 大 小 不 在 于 其 内 容 的 深 
浅 ,重要 的 或 者 说 可 贵 的 是 把 数学 与 实用 领域 有 机 结合 起 来 造成 
的 总 效益 比 两 方 之 和 的 力量 大 得 多 。 

数学 史上 还 有 一 个 应 用 数学 的 精彩 实例 是 W. Libby 在 1960 
年 荣获 诺 贝 尔 奖 , 他 的 获奖 项 目 对 地 质 学 与 考古 学 的 发 展 有 十 分 
可 贵 的 贡献 。W.Libby 根据 古人 性 穴 中 的 草鞋 (和 遗物 ) 计 算出 人 类 
是 在 11500 年 前 冰河 期 末期 从 东 半 球 来 到 阿拉 斯 加 的 ,进而 判断 ， 
那 时 白 令 海 峡 的 水 而 比 现 在 的 要 窄 许多 ,所 以 古人 能 由 亚 伯 利 亚 
步行 通过 海峡 迁 和 从 到 这 个 新 大 陆 去 。 殉 .Libby 用 微分 方程 来 推测 
古物 的 年 代 。 他 根据 高 层 大 气 中 存在 放射 性 碳 , 氧 化 成 二 氧化 碳 
后 被 植物 吸收 ,所 以 植物 以 及 吃 这 些 植物 的 动物 体内 有 了 放射 性 
碳 , 他 求 得 碳 的 半衰期 为 5600 年 ,车 洞穴 中 发 现 的 那 只 草鞋 的 放 
射 性 只 是 活着 的 同类 草 的 放射 性 之 半 , 则 草鞋 是 5600 年 前 编 成 
的 。 若 放射 性 只 有 四 分 之 一 , 则 草鞋 为 5600 x 2 = 11200 年 前 编 成 
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的 。 为 求 得 半衰期 , 设 xo 是 碳 的 初始 克 数 ,: 年 后 减 至 x(1) 克 , 则 
得 何 西 问题 


Ce 
di™ 让 


x(0)= x0 
其 解 为 x(+) = xoe-“; 设 了 是 半衰期 , 则 


名 = zoe 加 ,T=In2,T 了 -十 m2 


经 观测 得 x(10) 的 值 ,而 
x(10) = roe 
1 XD 
4=i0m x(10) 
于 是 半衰期 为 
10In2 


B21 
ln 7(10) 


1967 年 , 卡 内 基 一 梅 隆 大 学 的 科学 家 用 上 述 区. Libby 的 工作 
原理 鉴定 出 Rembradt 协会 用 17 万 美元 买 下 的 17 世纪 荷兰 名 画家 
Jan Vermeer 的 名 画 《 Fmmaus 的 信徒 们 ?是 厦 品 ! 后 经 破案 知 伪造 
者 是 法 国 三 流 画家 Van Meegeren。 用 同样 的 方法 又 查 出 Jan Ver- 
meer 的 名 画 《 洗 足 》《 读 乐谱 的 妇 人 》 和 《 弹 曼 陀 林 的 妇 人 } 也 被 人 
伪造 。 

数学 致力 于 通过 应 用 于 物理 ,生物 和 社会 科学 的 手段 而 达到 
征服 自然 和 改造 社会 的 伟大 实践 。 纯 粹 数学 与 应 用 数学 之 间 的 严 
格 界线 已 很 难 划 清 。 事 实 上 ,不 管 是 纯 数 学 还 是 应 用 数学 ,都 有 极 
重要 的 应 用 ,也 都 是 人 类 文化 的 重要 成 分 。 


4 数学 家 是 些 什么 人 


数学 家 是 指 以 纯 数学 或 应 用 数学 的 研究 和 教学 为 职业 且 公 开 
发 表 过 至 少 一 篇 有 创见 的 数学 论文 的 人 。 
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数学 家 成 长 的 决定 性 因素 是 社会 条 件 , 遗 传 并 不 起 决定 的 影 
响 。 历 史 工 , 除 伯 努 利家 族 之 外 ,很 少 发 现 数学 家 的 父 非 亦 是 数学 
家 的 例证 。 

社会 环境 的 作用 可 以 从 “ 欠 发 达 " 国 家 在 数学 史上 名 不 见 经 
传 ,没有 记载 几 个 像样 的 数学 家 看 出 来 。 一 个 国家 的 初等 与 中 等 
教育 (基础 教育 ) 水 平 是 影响 该 国 数学 家 成 长 的 重要 因素 。 如 果 一 
个 国家 的 基础 教育 不 够 现代 化 ,或 受到 宗教 或 政治 的 限制 ,即使 当 
地 的 国民 是 够 富裕 ,也 不 会 培养 出 有 作为 的 数学 家 。 例 如 中 东 一 
些 盛 产 石油 的 国家 ,人 民 不 可 谓 不 富 ,但 他 们 的 现代 数学 水 平和 数 
学 家 数量 都 明显 不 是 。 
在 一 个 各 阶层 都 有 权 接 受 教育 的 社会 中 ,数学 家 的 出 身 是 各 
不 相同 的 ,他 们 有 的 来 自 和 名门 望族 ,例如 黎 卡 提 和 达 朗 贝尔 等 ;有 
的 来 自 富有 家 庭 ,例如 笛 卡 儿 \ 费 马 , 骨 斯 卡 . 克 罗 内 克 、 若 当 、 庞 加 
莱 和 汝 . 诺 依 曼 等 ;也 有 不 少 来 自 贫寒 之 家 ,例如 高 斯 . 埃 利 * 嘉 当 、 
勒 贝 格 、 华 罗 庚 等 。 从 历史 上 看 ,大 多 数 数学 家 来 自 中 等 富裕 家 
庭 ,有 一 个 安定 温饱 的 生活 条 件 ,又 不 是 官宦 或 富商 之 家 。 

数学 史 显示 ,数学 才能 大 多 数 存 15 岁 前 后 发 现 .重大 的 数学 
成 果 大 多 是 30 多 岁 的 数学 家 搞 出 的 。 当 然 也 有 20 岁 前 后 就 做 出 
重要 成 果 的 数学 家 ,例如 帕斯卡 , 克 莱 罗 . 拉 格 朗 日 高斯. 伽 罗 瓦 、 
闵 科 夫 斯 基 、 阿 贝尔 等 。 哈 代 说 ;数学 是 年 青 人 的 玩 艺 。 但 也 有 
不 少 伟大 的 数学 家 ,例如 庞 加 莱 , 希 尔 伯 特 和 理 . 外 尔 ,50 多 岁 还 
保持 多 产 状 态 , 克 罗 内 克 、 嘉 当 、 西 格 尔 .A. 韦 伊 .I. 盖 尔 范 德 , 60 
岁 之 后 还 继续 证 出 优美 的 定理 。 但 大 多 数 数学 家 在 55 岁 或 名 岁 
之 后 ,由 于 创造 力 和 想象 力 枯竭 而 不 得 不 退 下 来 。 

数学 家 的 性 格 中 有 永 不 收 伍 的 好 奇 心 和 不 近世 俗 的 独立 思考 
的 习惯 ,他 们 能 耐 得 住 寂寞 ,对 研究 的 问题 ,只 要 得 不 出 答案 就 持 
续 思 考 。 事 实 上 ,数学 成 果 的 得 出 ,总 是 在 一 段 紧张 而 持久 的 集中 
精力 思索 之 后 才能 达到 ,有 时 甚至 要 几 年 十 几 年 如 一 日 地 干 下 去 。 
例如 陈景润 研究 哥 德 巴赫 猜想 ,即使 在 文化 大 革命 那 种 浩 动 科 学 
文化 的 年 代 , 仍 坚 持 不 懈 , 终 于 证 明了 至 今 仍 是 世界 领先 的 命 蚌 
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(1,2); 英 国 的 维尔 斯 ,从 1986 年 到 1995 年 ,用 近 10 年 的 时 间 , 终 
于 攻克 了 世界 级 难题 ,证 明 费 马 大 定理 成 立 , 即 x*+ 只 = 台 当 na 
3 时 元 下 整数 解 。 

数学 家 需要 充足 的 自己 支配 的 时 间 ,以 便 埋 头 研究 自己 的 题 
且 。 为 此 ,他 们 大 多 喜欢 在 大 学 里 巩 教 授 ,因为 在 那里 授课 占用 的 
时 间 比 其 他 单位 少 ,而 假期 等 自己 支配 的 时 间 足 够 多 ,至 于 工资 收 
入 的 多 赛 , 这 些 事业 心 极 强 的 数学 家 并 不 放 在 心 上 , 他 们 宁愿 到 工 
资 低 的 大 学 任教 也 不 在 工业 界 供职 。 历 史上 , 像 库 默 尔 .外 尔 斯 特 
拉 斯 等 大 数学 家 ,由 于 一 时 找 不 到 大 学 里 的 教 职 , 宁 可 到 中 学 教书 
也 不 去 政界 或 工商 界 干事 。 

数学 家 一 般 不 出 任 行政 管理 或 政府 要 职 ,因为 做 数学 必须 全 
神 贯 注 , 哈 代 曾 经 嘲讽 他 的 同时 代 的 一 些 数学 家 说 ,离开 数学 的 
数学 家 的 最 近 记 录 都 不 是 特别 令 人 鼓舞 的 。 

数学 家 的 宗教 信仰 和 政治 立场 多 种 多 样 , 例 如 柯 西 是 一 位 虑 
诚 的 天 主教 徒 ;而 哈代 则 是 一 位 可 敬 的 无 神 论 者 ,他 祝 上 帝 是 自己 
的 仇敌 ; 爷 罗 瓦 是 一 位 热情 的 革命 家 ;德国 数学 家 0. 泰 希 米 勒 , 尽 
管 他 具有 与 伽 罗 瓦 相 媲 美的 天 才 ,但 他 是 一 个 罪恶 的 纳粹 分 子 , 疯 
狂 追 害 他 的 犹太 师长 ,最 后 参加 党 卫 军 在 战场 上 为 希特勒 殉 蕴 ,成 
了 法 西 斯 主义 的 可 耻 炮 灰 。 

在 大 数学 家 当中 ,犹太 大 不 少 ,例如 冯 ' 诺 依 曼 、 柯 朗 (R、 
Courant) 、 爱 米 - 诺 特 (Emmy Noether, 德 国 女 数 学 家 ,号称 " 抽 象 代数 
之 母 ) , 康 托 尔 . 西 尔 维 斯 特 (J.J. Sylvester, 代数 学 家 )、 克 罗 内 克 
等 。 少 数 民 族 未 必 不 善 长 数学 。 

在 数学 史上 ,巴黎 .柏林 ,伦敦 ,纽约 等 出 现 大 批 知 名 数学 家 不 
足 为 奇 ,但 一 些小 城镇 力 至 乡村 也 会 涌现 出 不 少 大 数学 家 ,例如 哥 
尼斯 堡 城 ,著名 的 “ 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 "的 故乡 ,那里 出 生 的 数学 家 
著名 的 有 希 尔 伯 特 、 哥 德 巴赫 , 利 普 希 兹 .C.G. 诺 依 曼 、 克 莱 布什 、 
享 译 尔 , 雷 格 葵 塔 努 斯 等 ,那里 的 百姓 有 爱好 数学 的 习俗 , 真 可 谓 
人 杰 地 灵 。 

历史 上 那些 王公 贵族 或 亿 万 富 癸 的 子弟 ,尽管 有 雄厚 的 经 济 
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条 件 和 优越 的 社会 地 位 ,但 往往 春 得 不 可 救 药 ,很 少 在 数学 上 有 所 
作为 者 ,反之 ,一 些 寒门 子弟 .倒是 可 以 成 长 为 对 数学 科学 有 大 页 
献 的 人 才 , 其 中 最 典型 的 当 数 印 度 著名 数学 家 拉 马 努 金 (Ramanm- 
jan Srinivasa Aaiyangar,1887 一 1920) , 他 生 于 印度 马 德 拉 斯 省 坦 焦 尔 
地 区 贡 伯 戈 纳 姆 附近 埃 罗 得 的 一 个 极端 贫穷 的 家 庭 , 他 是 长 子 , 下 
有 二 弟 , 全 家 7 口 人 全 靠 其 父 每 月 在 一 家 布 店 打工 收入 的 20 卢比 
为 生 ,生活 上 饥寒 交迫 。 拉 马 努 爹 5 岁 上 学 ,7 岁 便 跳级 升 人 届 伯 
戈 纳 姆 中 学 ,10 岁 在 全 坦 焦 尔 地 区 初中 毕业 考试 中 名 列 第 一 名 。 
他 小 时 候 就 爱 动脑 筋 提 一 些 怪 问题 ,例如 一 次 老师 讲课 说 * 零 被 任 
何 数 除 其 商 皆 为 零 ", 拉 马 努 金立 即 起 立 提问 :“ 零 被 零 除 也 是 零 
吗 ?"12 岁 时 ,独立 地 推导 出 公式 
e” = cosY + isinx 

1903 年 考 信 贡 伯 总 纳 姆 公立 学 院 , 他 从 图 书馆 弄 到 卡尔 (Car) 的 
英文 版 (纯粹 数学 概要 》, 书 中 列 出 6165 个 定理 ,但 未 给 出 证 明 ， 
1903 年 一 1907 年 ,他 研读 了 这 本 书 ,而 且 给 出 书 中 公式 的 全 部 证 
明 , 且 加 以 推广 , 扯 憾 的 是 因为 他 文科 成 绩 太 差 而 中 途 退 学 ,未 能 
毕业 。 直 到 1911 年 ,他 没有 找到 固定 职业 ,虽然 衣食 无 着 ,但 他 对 
数学 的 兴趣 不 减 , 从 退学 到 1911 年 ,他 研究 了 幻 方 连 分 数 、 超 几 
何 级 数 .素数 .椭圆 积分 等 ,研究 成 果 记 录 了 3 个 大 笔记 本 ,但 受 当 
时 印度 数学 家 往往 只 写 结论 不 写 证 明 的 传统 影响 ,他 的 研究 结果 
也 都 未 写 出 证 明 。 

1909 年 , 拉 马 努 金 与 9 岁 的 女孩 安 马 (Janki Amma) 结 婚 ,成 家 
之 后 ,必须 出 外 为 家 庭 谋生 ,他 到 一 个 小 镇 找到 了 镇 长 R. 区 亚 尔 
(Aiyar), 艾 亚 尔 也 是 一 位 数学 爱好 者 ,看 了 拉 马 努 金 丰富 精彩 的 研 
究 成 果 很 喜欢 这 位 乞丐 才子 , 帮 他 找 了 一 份 代理 公务 员 的 工作 。 
印度 数学 学 会 的 创建 人 之 一 拉 奥 (Rao) 听 说 拉 马 努 金 的 数学 成 果 ， 
并 且 翻 看 了 已 经 揉 破 了 的 拉 马 努 爹 的 笔记 本 , 拉 奥 十 分 怜惜 这 位 
年 轻 和 人 的 才能 , 拉 奥 按时 对 拉 马 努 金 资助 一 些 生活 费 ,让 拉 马 努 金 
回 到 马 德 拉 斯 去 安心 从 事 研究 。 

一 天 ,一 位 老 朋 友 碰 到 拉 马 努 金 ,这 位 朋友 对 拉 蕊 努 金 说 :“ 现 
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在 人 们 部 称赞 你 是 数学 天 才 !" 拉 蕊 红 金 笑 道 :“ 大 才 ? 请 您 夏 看 我 
的 肘 吧 1 只 见 他 的 肘 部 皮肤 又 厚 又 黑 , 厅 来 是 他 没 钱 光 纸 来 演算 、 
只 好 在 有 板 上 用 石灰 块 来 计算 , 算 完 后 用 肘 部 一 擦 ,再 算 下 面 的 内 
容 。1912 年 , 拉 马 始 金 在 马 德 拉 斯 港务 局 找 了 一 份 月 靳 25 卢比 的 
工作 ,因为 他 不 愿 长 期 接受 别人 的 资助 ,他 从 码头 上 瓜 米 一 些 包装 
用 过 的 纸 片 做 草稿 纸 , 写 出 了 他 的 第 一 篇 论文 《 伯 努 利 数 的 一 些 性 
质 》 在 《印度 数学 会 杂志 》 上 发 表 ,接着 又 发 表 了 一 批 关于 级 数 .无 
穷 乘 积 和 的 几何 近似 方面 的 论文 。 

1913 年 拉 马 努 金 给 著名 数学 家 哈代 写 信 , 附 上 了 他 研究 出 的 
120 个 定理 与 公式 。 了 哈代 发 现 了 拉 马 努 金 是 一 个 难得 的 人 才 。 哈 
代 回 包 说 : “我 依然 满意 地 记得 我 能 够 立刻 确认 我 发 现 了 一 块 怎 样 
的 瑰宝 。 甚 至 现在 ,我 也 想象 不 出 有 人 敢 说 他 是 -个 能 有 多 伟大 
的 数学 家 。 "哈代 及 时 回信 道 请 拉 马 努 金 来 剑桥 大 学 一 起 作 研究 。 
1914 年 , 拉 马 努 金 从 印度 来 到 剑桥 三 一 学 院 , 得 到 了 剑桥 大 学 的 
奖 学 奖 。 在 欧洲 的 5 年 ,使 他 成 了 一 位 现代 数学 家 。 他 在 英国 ,法 
国 和 德国 的 杂志 上 发 表 了 21 篇 重要 论文 ,在 《印度 数学 会 杂志 》 上 
还 发 表 了 多 篇 论文 。1918 年 当选 英国 皇家 学 会 会 员 和 三 一 学 院 
研究 员 ,这 些 荣 誉 是 一 个 数学 家 所 渴望 的 最 高 荣誉 , 拉 蕊 努 金 在 
31 岁 时 就 都 得 到 了 。 
在 英国 ,他 的 生活 与 工作 仍然 异常 艰苦 ,他 是 一 个 紊 食 的 婆罗 
门 教徒 ,每 天 自己 煮 饭 ,营养 不 良 , 加 上 对 数学 废 究 忘 食 地 热情 销 
研 ,1917 年 ,终于 患 了 肺结核 。1919 年 回 到 印度 , 马 德 拉 斯 大 学 决 
定 聘任 他 为 教授 ,任期 $ 年 ,每 年 250 英 镑 的 科研 津贴 。 可 惜 这 时 
他 身体 已 极度 病弱 , 1920 年 病逝 于 马 德 拉 斯 , 亡 年 仅 33 岁 ! 他 一 
生 清贫 如 洗 , 死 后 仅 留 有 两 张 照片 和 一 个 热 数 用 的 热水袋 ,他 址 嘱 
说 ; “把 学 校 给 的 奖金 与 津贴 给 穷 孩 子 和 孤儿 做 学 费 。 

拉 马 努 金 一 生 有 4 册 笔 记 本 ,是 4 部 记录 他 的 部 分 数学 成 果 
的 数学 文物 。 其 中 第 四 本 是 他 在 病 栅 上 写成 的 。 他 死 后 50 年 失 
掉 下 落 ,被 数学 异 称 为 “遗失 的 笔记 本 ”。1976 年 在 三 一 学 院 图 书 
馆 发 现 ,之 中 记 有 600 余 条 公式 。1987 年 , 印度 总 理 把 它 公 布 于 


419 


志 。 他 的 前 3 本 笔记 本 与 第 四 本 现 已 全 部 收入 由 剑桥 大 学 出 版 社 
出 版 的 《 拉 马 努 金 全 集 》 中 , 马 德 拉 斯 大 学 建立 了 “ 拉 马 努 金 数 学 研 
究 所 ”, 以 继 节 这 位 爱 全 世界 敬仰 的 传奇 式 数学 家 的 遗志 和 事业 - 

在 评论 这 位 生活 在 极度 贫穷 落后 的 社会 环境 中 ,无 法 得 到 系 
统 严格 的 数学 教育 和 图 书 文献 的 调 才 拉 马 努 金 的 工作 时 ,哈代 说 : 
“如 果 它们 ( 指 拉 马 努 金 的 工作 成 果 ) 不 那么 古怪 的 话 ,会 更 伟大 ; 
中 所 展示 的 深刻 的 无 与 伦比 的 创造 力 无 人 能 否认 。 如 果 他 青 少 
年 时 代 就 被 发 现 并 进行 培养 ,他 会 成 为 更 加 伟大 的 数学 家 。” 他 在 
堆 锡 数论 .椭圆 函数 等 方面 的 贡献 是 数学 史上 的 重要 文献 ,他 的 
“ 穷 且 益 坚 "的 治学 精神 则 是 每 个 想 在 科学 上 干 出 成 绩 的 学 子 的 榜 
样 。 

拉 马 努 金 的 一 生 是 对 落后 的 社会 制度 与 教育 制度 抗争 的 一 
生 。 哈 代 评 论 道 :" 当 贡 伯 戈 纳 姆 大 学 拒绝 了 他 们 稼 拥有 的 一 位 伟 
大 的 人 物 时 ,损失 是 不 可 弥补 的 。 这 是 我 所 知道 的 无 能 的 、 伪 化 的 
教育 体制 造成 损害 的 最 精 糕 的 例子 。 难 以 想象 的 不 利 条 件 一 直 件 
随 着 他 ,一 个 贫穷 孤寂 的 印度 人 用 他 的 智能 与 欧洲 人 积累 起 来 的 
智慧 竞争 , 他 根本 没 受 过 真正 的 教育 , 在 印度 ,没有 一 个 人 能 使 拉 
马 努 金 可 以 从 他 那里 学 到 数学 。” 

在 回忆 拉 马 努 金 的 天 才 时 ,哈代 讲 了 下 面 的 故事 :“ 他 能 够 通 
过 一 种 几乎 难以 置信 的 方式 获得 数字 的 特性 , 利 特 尔 伍 德 曾 说 每 
一 个 正 整 数 都 是 拉 马 努 金 的 一 个 朋友 。 我 记得 他 病 倒 在 巾 特 尼 
《Pumney) 时 ,有 一 次 我 去 看 望 他 ,我 乘坐 的 出 租车 号 码 是 1729, 我 
说 这 个 数字 在 我 看 来 相当 单调 ,但 愿 它 不 是 一 个 不 幸 的 兆头 。 拉 
马 努 金 回答 : “不 , 它 是 一 个 非常 有 意思 的 数 , 它 是 最 小 的 能 用 两 种 
不 同 的 方式 表示 成 两 个 立方 之 和 的 数 。 自 然 地 ,我 问 他 是 否 能 告 
诉 我 相应 的 困 次 宕 问题 的 解 , 想 了 一 会 儿 之 后 ,他 回答 他 不 知道 明 
显 的 例子 ,但 猜测 第 一 个 这 样 的 数 一 定 非常 之 大 。” 
事实 上 ,1729 = 123 +1 = 10 + 网 。 后 来 欧 拉 发 现 

635318657 = 1584 + 59: = 1344 + 133 

是 已 知 的 关于 四 次 寡 之 和 的 最 小 的 例子 。 
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哈代 对 拉 弓 努 金 评价 很 高 ,他 说 :“ 存 过 去 50 年 中 ,有 许多 比 
拉 马 努 金 更 重要 ,我 想 有 人 -一 定 会 说 是 更 伟大 的 数学 家 .然而 没有 
一 个 人 有 勇气 在 自己 熟悉 的 领域 中 与 他 对 抗 , 如 果 他 懂得 比赛 规 
则 ,他 可 以 先 让 给 记 界 上 任何 数学 家 15 分 。” 

在 古今 数学 史上 , 尊 出 现 过 不 少 有 才华 的 女 数学 家 ,其 中 有 4 
位 是 最 具 代 表 手 的 。 一 位 是 希腊 的 许 波 提 娅 (Hyparia,370 一 415)， 
她 是 世界 上 第 一 位 女 数学 家 ,她 的 事迹 我 们 已 经 讲 过 ,这 位 聪慧 美 
丽 的 女 才 子 ,世界 著名 的 数学 家 惨死 在 罗马 帝国 宗教 狂 的 野 蜜 动 
持 与 暴力 之 下 ,尸体 被 付之一炬 ,成 为 数学 史上 的 千古 绝唱 ,她 的 
道德 文章 永垂不朽 。 另 一 位 是 号 称 " 数 学 皇后 "的 柯 瓦 列 夫 斯 卡 雅 
(Kovalevskaya,1850 一 1891), 她 在 微分 方程 方 而 有 举 程 原 式 的 贡 
献 ,是 历史 上 第 一 位 女 院 士 , 当 年 她 以 “ 假 婚 礼 "冲破 对 女性 的 歧 
视 , 坟 然 远 走 西欧 求学 的 感人 事迹 ,是 每 信 有 志 科 学 的 青年 永远 要 
继承 的 精神 遗产 。 

还 有 两 位 ,一 位 是 近代 数学 物理 的 砚 基 人 之 一 ,法 国 的 女 数 学 
家 索 菲 姓 .吉尔 曼 (Sophie Germain, 1776 一 1831); 一 位 是 德国 的 女 
数学 家 爱 米 . 诺 特 (Emmy Noether, 1882 一 1935) ,她 是 抽象 代数 的 缔 
造 者 之 一 。 

索菲娅 吉尔 最 生 于 巴黎 一 个 富有 家 庭 , 当 时 法 国 社 会 动 茵 不 
安 ,父母 对 她 采取 保护 措施 ,把 她 关 在 家 里 过 者 与 让 隔绝 的 生活 ， 
她 在 父亲 的 藏书 中 找到 一 本 数学 史 , 于 是 走 进 了 数学 的 大 门 。 案 
菲 娅 利用 隐居 的 这 段 时 间 自 学 了 代数 ,几何 和 微 积分 ,这 时 她 不 满 
18 岁 。1794 年 ,巴黎 综合 科技 大 学 创立 ,索菲娅 自信 地 去 报考 ,可 
很 学 校 当 局 拒绝 女生 报名 ,她 并 不 灰心 ,千方百计 买 到 该 学 校 的 所 
有 教材 ,她 精读 了 拉 格 朗 日 的 讲义 之 后 ,以 化 名 “ 勤 布 裔 "给 这 位 领 
袖 级 数学 大 师 拉 格 朗 日 邮 去 她 窟 的 一 篇 论文 , 拉 梅 朗 日 看 后 十 分 
欣赏 ,决定 前 去 拜访 这 位 署名 翰 布 朗 的 男 学 生 , 出 面相 迎 的 勒 布朗 
竟 是 一 位 19 岁 的 姑娘 。 在 拉 格 朗 旨 的 指导 与 鼓励 之 下 ,索菲娅 迄 
束 提 高 数学 水 平 。1801 第 ,高 斯 的 名 著 《 算 术 探 究 》 出 版 ,索菲娅 
专心 研读 , 书 中 有 正 多 边 形 作 图 可 能 性 问题 ,高 斯 证 明了 边 数 为 
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27 + 1 型 素数 的 正 多 边 形 可 用 规 尺 画 出 ,例如 17= 22” + 1, 高 斯 给 
出 正 十 七 边 形 的 做 法 。 高 斯 的 深奥 论证 素 非 姬 心领神会 ,在 这 方 
面 她 研究 出 自己 的 一 些 新 成 果 ,这 次 好 又 以 勒 布朗 的 署名 写 信 给 
索 昧 平生 的 高 斯 通报 自己 的 结果 ,高 斯 见 信 十 分 之 欣喜 ,从 此 两 人 
一 直 书信 往来 ,研讨 数论 问题 。1807 年 普法 战争 中 法 军 占领 高 斯 


” 住地 汉诺威 ,索菲娅 担心 高 斯 的 安危 , 攻 城 的 将 领 恰巧 是 索 非 娅 父 


亲 的 朋友 培 奈 提 , 索 非 娅 及 时 前 往 法 军 军营 拜见 这 位 将 军 培 奈 提 ， 
要 求 他 注意 高 斯 的 安全 , 培 奈 提 下 令 进 城 军人 不 许 损伤 高 斯 。 后 
来 高 斯 得 知 暗中 设法 保护 他 的 正 是 与 外 已 通信 和 多 时 的 勒 布朗 先 
生 , 最 后 高 斯 终于 发 现 蔓 布朗 原来 是 名 日 索菲娅 的 一 位 女 数 学 家 。 

索 非 娅 在 高 斯 的 指导 下 证 明 , 当 x,y,z 互 素 时 ,不 定 方程 

FE 

在 n < 100 时 无 正 整数 解 ,这 是 当时 对 费 马 大 定理 的 一 个 重大 突 
破 。 

德国 物理 学 家 克拉 尼 提 出 “关于 弹性 曲面 振动 "问题 ,一 维 ( 曲 
线 ) 振 动 比较 易于 求解 ,二 维 ( 曲 面 ) 振 动 问题 则 难以 求解 ,当时 很 
多 知名 数学 家 一 时 也 拿 不 出 解法 ,拿破仑 下 令 法 国 科学 院 以 金 质 
奖章 悬赏 征 解 。1811 年 一 1816 年 ,索菲娅 经 过 艰苦 细微 的 研究 ， 
终于 把 《关于 弹性 板 振动 的 研究 报告 ? 送 交 法 国 科学 院 ,正确 无 误 
地 解决 了 这 一 著名 的 数学 物理 难题 。 这 项 成 果 震 惊 了 当时 的 科学 
界 ,索菲娅 成 为 近代 数学 物理 这 门 学 科 的 葛 基 人 之 一 ,著名 数学 家 
将 扬 索 菲 娅 的 论文 说 :“ 这 是 一 项 只 有 一 个 女子 才能 完成 而 少数 几 
个 男子 能 看 仅 的 巨大 成 就 。 

但 是 ,当时 对 女性 的 社会 偏见 束缚 着 这 位 杰出 的 女 数 学 家 , 虽 
经 许多 科学 家 鼎力 推荐 ,学 术 界 的 大 门 仍然 对 索菲娅 紧 紧 关闭 ,使 
得 她 在 数学 界 找 不 到 任何 一 个 职位 ,最 后 高 斯 为 她 在 哥 廷 根 大 学 
申报 荣誉 博士 学 位 获得 批准 。 当 高 斯 把 这 一 消息 写 信 告 诉 从 未 谋 
面 的 “ 勤 布朗 "时 ,她 已 患 癌症 去 世 了 ! 亡 年 仅仅 55 岁 。 

德国 著名 女 数学 家 爱 米 ' 庄 特 生 于 厄 尔 兰 根 一 个 犹太 家 庭 ， 
其 父 是 厄 尔 兰 根 大 学 教授 ,代数 几何 学 家 。1900 年 ,她 受到 数学 
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魅力 的 吸引 ,希望 到 大 学 听 数 学 课 , 但 当时 德国 大 学 不 给 女生 学 
籍 ,她 只 好 旁听 。1903 年 ,她 转 到 哥 廷 根 大 学 旁听 希 尔 伯 特 、 克 
莱 因 .闵可夫 斯 基 等 大 师 级 数学 家 的 课 。 后 来 德国 教育 制度 改 
变 ,1907 年 , 爱 米 通 过 博 土 论文 答辩 ,取得 博士 学 位 。 博 士 论文 
题 日 是 《三 元 双 二 次 型 的 不 变量 完备 系 》, 文 章 写 得 简洁 深 之 , 通 
篇 全 为 符号 演算 ,未 用 自然 语言 , 列 出 了 三 元 四 次 型 俯 变 嫩 的 完 
全 组 清单 公式 331 个 。 但 是 ,由 于 当时 对 妇女 的 歧视 ,一 直到 第 
一 次 世界 大 战 结束 ,德国 成 立 了 共和 国 , 她 才 得 到 了 一 个 讲师 的 
职务 ,这 时 她 开始 考虑 把 数 .函数 .运算 之 癌 的 关系 ,与 特殊 的 对 
象 分 离开 来 ,表述 成 普遍 适用 的 概念 ,使 之 更 加 明朗 和 有 更 广泛 
的 应 用 。1920 年 ,她 研究 微分 算 子 环 ,首次 提出 右 理想 与 左 理 想 
的 概念 。1921 年 ,她 发 表 抽象 代数 的 经 典 理论 《 整 环 的 理想 理 
论 》, 葛 定 了 抽象 环 论 的 基础 .标志 着 抽 象 代数 的 正式 诞生 。 数 
学 家 卡 普兰 斯 基 称 爱 米 - 诺 特 为 “抽象 代数 之 母 "。 但 她 的 处 境 
并 不 顺利 ,直到 1920 年 她 才 获 得 讲课 资格 ,但 得 不 到 工资 ,只 能 
靠 听课 学 生 交 的 听课 费 维持 生活 。 在 极端 艰苦 的 生活 条 件 之 
下 ,她 仍 坚持 代数 学 研究 , 爱 米 一 辈子 没有 结婚 ,她 性 格 开朗 , 正 
址 无私。 

在 哥 廷 根 , 她 主持 代数 讨论 班 ,培养 了 大 批 数 学 家 。 例 如 
1924 年 ,22 岁 的 范 , 德 ,瓦尔 登 专程 来 哥 延 很 向 爱 米 " 湛 特 求教 。 
在 讨论 班 学 习 和 工作 的 苏联 数学 家 有 25 岁 的 乌 利 名 和 27 岁 的 亚 
力 出 大 洛 夫 等 人 ,后 来 这 些 人 都 成 了 数学 界 的 名 人 ,讨论 班 的 学 子 
们 被 称 为 “ 诺 特 的 孩子 们 ”。 中 国 的 数学 家 曾 纲 之 也 是 “ 诺 特 的 孩 
子 们 ”中 的 一 员 。 

1928 年 ,应 亚历山大 洛 夫 之 游 , 爱 米 * 诺 特 去 莫斯科 工作 ,在 
商 斯 科大 学 主攻 栅 象 代数 并 主持 代数 几何 讨论 班 ,直接 推动 了 苏 
联 栅 象 代数 与 拓扑 学 的 发 展 。 她 的 《代数 学 一 书 是 抽象 代数 权 戌 
性 著作 。20 世纪 20 年 代 , 在 哥 廷 根 学 习 的 日 本 数学 家 正 田 建 次 
朗 把 爱 米 的 代数 思想 带 回 日 本 , 末 纲 恕 一 .秋月 康夫 浅野 启 三 .中 
山 正 ,车 司 五 郎 ,永田 雅 宜 等 数学 家 继承 了 诺 特 的 传统 ,推动 了 日 
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本 导 象 代数 的 发 展 , 一 时 间 , 爱 米 ' 诺 特 成 了 享有 最 高 国际 上 声誉 的 
女 数学 家 。 

1933 年 ,希特勒 上 台 , 施行 "国家 社会 主义 "的 法 西 斯 政策 , 疯 
狂 排 狐 , 爱 米 ' 诺 特 被 剥夺 了 讲课 的 权利 ,51 岁 时 被 迫 流亡 美国 ， 
在 普宁 斯 顿 高 等 研究 院 任 职 .结交 了 外 尔 和 间 ' 诺 依 虹 等 - -大 批 大 
师 级 数学 家 。1935 年 , 亡 于 癌症 ,年 仅 53 岁 。 在 美国 布 兰 ' 毛 恩 学 
院 举行 的 追悼 会 上 ,外 尔 深 情 地 宣读 了 爱 因 斯 坦 为 爱 米 - 诸 特 写 的 
悼词 : 

她 曾 是 充满 生命 活力 的 典型 

面 对 生 活 的 考验 ， 

她 坚 教 不 层 、 勇 气 十 足 ， 

她 曾 迈 上 数学 创造 力 的 顶峰 ， 

地 那 深 遍 的 想象 力 和 永 不 疲倦 的 

实践 所 积累 的 技巧 ,达到 了 完美 的 境界 ， 
对 新 的 课题 ， 

她 如 钮 似 渴 。 

数学 史 告诉 我 们 , 女 数 学 家 事业 的 历程 是 艰难 的 。 由 于 女性 
的 细心 和 坚韧 ,可 能 比 一 般 男 性 的 数学 家 成 就 还 要 大 些 。 女 性 和 
男性 一 样 适 合 搞 数 学 ,可 以 期 望 有 和 更 多 的 女 数学 家 出 现 。 

在 数学 史上 ,不 少 大 数学 家 并 非 大 学 数学 专业 的 科班 出 身 。 
例如 咎 阁 是 物理 学 家 3 莱 布 尼 效 在 莱比锡 大 学 学 的 是 法 律 , 且 获 
得 阿尔 特 道夫 大 学 法 学 博士 学 位 ,投身 外 交界 ; 雅 各 布 : 伯 努 利 获 
得 的 是 哲学 与 神学 学 位 ;约翰 , 伯 努 利 青年 时 经 商 , 后 学 医 , 获 医 
学 博士 学 位 ;丹尼尔 伯 努 利 开始 在 大 学 里 学 的 也 是 医学 , 曾 担任 
解剖 学 .植物 学 和 物理 学 教授 ;卡尔 丹 在 帕 维 亚 大 学 攻读 医学 , 获 
医学 博士 学 位 ,行医 谋生 ; 柯 西 毕业 于 巴黎 理工 大 学 道路 与 桥梁 
专业 ,做 过 建筑 工程 师 ; 外 尔 斯 特 拉 斯 在 大 学 学 的 是 财务 管理 ; 费 
马 在 大 学 学 的 是 法 律 ,毕业 后 当 律师 ,做 议会 议员 ,是 社会 活动 
家 , 史 称 业余 数学 家 之 主 : 韦 达 普 瓦 捷 大 学 法 律 系 毕业 ,毕业 后 做 
律师 和 巴黎 法 院 审查 官 ,皇室 私人 律师 ; 黎 曼 在 哥 廷 根 大 学 学 习 
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神学 ,后 转 修 数学 ; 笛 卡 儿 在 普 拟 蒂 埃 大 学 获得 法 学 博士 学 位 ,在 
巴黎 当 律 师 ; 创 造 对 数 的 普 耐 尔 在 共事 数 学 研究 之 前 ,从 事 农业 、 
委 业 及 土地 测量 工作 ;牛顿 的 老师 巴 罗 剑 桥 三 一 学 院 毕业 后 侍 英 
国 圣 公会 牧师 ,剑桥 大 学 希腊 语 教授 ;两 法 几何 的 缔造 者 蒙 日 是 
法 国 梅 济 埃 尔 皇家 工程 学 校 旁听 生出 身 , 学 习 土 木 建筑 ; 储 里 叶 
没有 大 学 毕业 文凭 ,在 拿破仑 军 中 供职 ,做 过 地 方 宫 , 被 拿破仑 封 
为 男 器 ,射影 几何 的 莫 基 人 彰 赛 列 大 学 毕业 后 担任 拿破仑 远征 和 军 
的 工兵 中 尉 ,战败 后 被 关 入 俄国 监狱 ; 波 尔 查 诺 在 布拉格 大 学 哲 
学 院 和 神学 院 毕业 ,后 任 该 校 宗 教 哲学 教授 ; 陆 家 坟 毕业 于 东北 
师范 大 学 物理 系 ,在 包头 中 学 做 物理 教员 一 直到 去 世 ; 刘 维尔 毕 
业 于 法 国道 路 与 桥梁 工程 学 院 ; 饥 莱 学 过 法 律 , 当 过 律师 ; 冯 : 诺 
依 曼 在 柏林 大 学 和 和 苏黎世 工业 大 学 学 习 化 学 专业 ,毕业 后 任 化 学 
工程 师 。 像 上 述 这 些 大 数学 家 一 样 ,在 大 学 里 学 的 并 非 数 学 专业 
的 数学 家 还 有 很 多 ,分 析 他 们 之 所 以 能 最 终 成 为 知名 数学 家 ,可 
能 是 由 于 他 位 天 分 极 高 ,学 习 任 何 专业 也 会 出 类 拔 萃 ,但 尤其 善 
长 抽象 思维 ,对 数学 概念 与 数学 模型 的 抽象 与 建立 有 得 天 独 厚 的 
敏感 性 和 创造 性 。 学 习 非 数学 专业 并 非 与 事 无 补 ,数学 之 外 的 功 
夫 对 搞 数 学 具有 特殊 的 启发 与 借鉴 作用 , 正 所 谓 他 山 之 石 ,可 以 
攻 玉 。 数 学 功夫 可 以 来 自 数学 之 外 ,例如 哲学 的 思辩 、 医 学 的 严 
格 细致 .工程 技术 的 灵巧 等 , 恰 为 数学 家 必要 的 科学 素质 。 可 以 
预期 ,今日 非 数 学 专业 的 大 学 生 之 中 ,也 将 会 成 长 出 很 有 作为 的 
数学 家 。 

大 数 家 家 当中 ,不乏 自学 成 才 者 。 例 如 布尔 ,华罗庚 , 索 菲 姬 ， 
吉尔 曼 . 韦 达 、 巴 拿 赫 、 贝 塞 尔 , 格 林 , 柯 瓦 列 夫 斯 卡 雅 、 拉 马 努 金 
等 。 自 学 有 自学 的 好 处 ,可 以 充分 发 展 独立 思考 的 能 力 ,独立 思考 
是 创造 性 工作 的 根本 条 件 。 当 然 ,数学 史上 自学 而 有 大 成 就 的 数 
学 家 之 所 以 走 自学 之 路 ,大 都 迫 于 社会 原因 , 尚 不 知 有 多 少 极 具 数 
学 说 赋 的 天 才 少 年 ,由 于 所 处 的 社会 与 家 庭 条 件 差 而 被 埋没 , 连 自 
学 的 条 件 都 没有 ! 

数学 家 而 对 的 题目 是 人 类 智 苛 所 能 达到 的 极限 其 至 是 他 那个 
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时 代 的 数学 所 不 能 解决 的 难题 ,加 之 对 自己 所 从 事 的 事业 和 所 冲 
击 的 题目 的 喜爱 和 执着 ,其 专心 致 志 的 状态 比 废 察 忘 食 卧 薪 尝 胆 
者 有 过 之 而 无 不 及 ,终生 未 婚 的 大 数学 家 也 大 有 人 在 。 例 如 许 波 
提 娅 ( 女 )、 笛 卡 引 .牛顿 , 阿 贝 尔 . 革 布 尼 兹 .外 尔 斯 特 拉 斯 、 伽 罗 
页 , 切 比 雪夫 哈代 、 爱 米 ' 诺 特 ( 女 ) 等 ,他 们 把 毕生 的 精力 全 部 献 
给 了 人 类 的 数学 事业 ,可 歌 可 敬 ! 


5 人 悖 论 与 数学 


我 们 已 经 看 到 , 伯 克 莱 悖 论 与 罗素 悖 论 给 数学 添 了 不 小 的 麻 
频 , 但 也 促进 了 微 积分 的 严格 化 和 公理 集合 论 的 发 展 。 何 谓 悖 论 ? 
一 种 理论 系统 中 出 现 的 返 辑 矛盾 就 是 昼 论 。 它 与 泌 论 不 同 , 淫 论 
可 以 从 己 有 的 理论 中 指出 它 错 在 哪里 ,而 停 论 尽管 是 自 相 矛 盾 的 ， 
但 从 它 所 在 的 理论 体系 中 却 不 能 阐明 其 错误 的 原因 。 悖 论 的 历史 
很 长 ,大 约 在 公元 前 6 世纪 古 希 腊 就 提出 克 里 特 人 悖 论 。1947 
年 ,用 世界 上 第 一 台 计 算 机 来 判断 “说谎 者 悖 论 ”, 即 判断 

语句 :“ 这 个 语句 是 错 的 。” 

是 否 为 真 ? 结果 计算 机 交错 地 打出 yes, no, yes, no,…。 与 此 相似 
地 ,还 有 柏拉图 一 苏 格 拉 底 悖 论 ; 

柏拉图 说 :“ 下 面 苏 格 拉 底 说 的 话 是 假 的 。” 

苏 格 拉 底 说 ; “刚才 柏 拉 图 说 了 真 话 。” 

与 罗素 悖 论 有 关 的 一 个 悖 论 是 所 谓 * 理 发 师 悖 论 " :村 中 每 
个 男人 都 要 剔 须 , 仅 有 -位 男 理发 师 ,此 理发 师 约定 :“ 我 给 且 
只 给 本 村 不 自己 刊 请 子 的 男人 吻 须 。” 有 人 间 :“ 理 发 师 先 生 , 你 
自己 呢 ?” 

数学 史上 出 现 的 数学 停 论 很 多 ,我 们 选 抄 几 则 如 下 。 

1 最 大 势 停 论 

1895 年 , 康 托 尔 证 明了 如 下 定理 : 

集合 4 的 势 小 干 4 的 者 集 (以 4 的 子 集 为 元 素 的 集 )M 的 势 。 

从 此 定理 推出 没有 景 大 基数 。 
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但 是 " 取 - - 切 集合 为 元 素 组 成 一 集合 Wo. 则 Mo 的 势 应 是 最 
大 的 。 

这 个 悖 论 只 有 禁 谈 “一 切 集合 为 元 素 组 成 的 集合 "才能 排除 。 

2) 理 查 德 迟 论 

1905 年 , 理 查 德 提出 : 把 自然 数 的 各 种 性 质 记 成 el, az, a;， 
an 与 性 质 a 不 相符 的 脚 标 i 称 为 理 查 德 数 。 例 如 , 若 ay 
代表 素数 性 ,而 ?7 俭 为 素数 ,由 ? 是 “ 非 理 查 德 数 " , 若 as 代表 奇数 
性 ,8 与 ws 代表 的 性 质 不 符 ,于 是 8 是 理 查 德 数 。 

理 查 德 数 也 是 自然 数 的 一 种 性 质 ,如 果 此 性 质 记 成 ae ,上 是 
理 查 德 数 吗 ? 此 构成 一 个 悖 论 ! 

3) 阿 洛 (Amow) 选 举 导论 

设 3S= ie,b,c,…| 是 候选 人 集合 ,J = 11,2,3,…| 是 选民 集 
合 , 设 jE 了 的 投票 排序 为 p(j)(J 与 $ 背 有 限 集合 )。 设 S= la， 
b,c ,J 了 = 11,2,3| ,投票 结果 如 下 : 

p{(1) = ae,p(2) = bea, p(3)= caob 

于 是 根据 投票 结果 , a 对 说 :“1 号 与 3 号 选民 指出 我 优 干 您 ,所 
以 我 比 您 优先 ”少数 服从 多 数 , 即 a 优 于 4。68 对 c 说 ;“1 号 与 2 
号 选民 指出 我 优 于 您 ,所 以 我 比 您 优先 。”c 对 a 说 :“2 号 选民 与 3 
号 选民 指出 我 优 于 您 ,所 以 我 比 您 优先 。 于 是 造成 a 优先 于 5, 6 
优先 于 e,ce 优先 于 a 的 矛盾 。 

为 了 使 投票 排序 公平 合理 ,1951 年 ,Anow 提出 如 下 4 条 评 优 
公理 : 

公理 1 Yx,yE5, 存 在 一 种 投票 方式 ,使 得 x 优 于 7: 

公理 2 车 进 行 两 次 投票 ,第 一 次 已 判 * 优 于 y, 第 二 次 投票 
结果 ,在 所 有 的 p(j) 中 ,x 的 序号 未 增 大 ,其 他 候选 人 的 次 序 不 
变 ,那么 第 二 次 投票 亦 应 判 * 优 于 y。 

公理 3 SC3S ,在 两 次 投票 中 .每 个 选 员 对 Si 中 的 候选 人 顺 
序 不 变 ,那么 两 次 判决 中 , St 中 候选 人 的 先后 顺序 不 变 。 

公理 4 对 于 任何 一 对 候选 人 x,y€ 3, 仅 当 p(%) 中 判 x 优 
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于 y ,才能 最 后 判 x 优 于 y, 则 锋 J。 

Anmow 证 明 ,遵守 上 述 4 项 人 人 大 沸 认 同 的 公平 合理 的 选举 是 不 
存在 的 (1S1z3,17Iz2)。 即 十 全 十 美的 民主 选举 原则 上 是 不 可 
实现 的 。1972 年 ,Anow 获 诺 贝 尔 经 济 学 奖 , 他 在 其 研究 成果 中 联 
系 了 上 述 选举 问题 。 

4) 芝 诺 型 悖 论 


一 球 在 4 盘 中 停 1 分钟 传 到 日 盘 ,在 8 盘 停 省 分 钟 传 回 4 


盘 , 在 4 并 停 上 分钟 传 到 昌 盘 ,在 8 盘 停 记分 钟 传 回 4 歼 , 依 次 
传递 ,最 后 球 在 哪个 盘子 里 ? 

5) 苑 头 悖 论 与 模糊 数学 

一 位 中 年 人 头发 岗 多 ,无 人 称 他 是 “ 秀 子 ”, 当 他 的 头发 脱落 一 
根 之 后 .仍然 不 是 项 子 , 于 是 他 结论 说 :个 人 不 是 秃子 ,减少 一 
根 头发 ,他 仍然 不 是 秃子 "接着 他 又 说 “我 不 是 子 ,所 以 我 减少 
一 根 头发 仍 不 是 秃子 ;我 头 上 的 头发 是 有 限 的 ,每 减 一 根 我 并 不 
秃 ,所 以 减少 有 限 次 ,当心 头 上 一 根 头发 也 没有 时 ,我 仍然 不 是 贡 
车 。 这 就 是 "秃头 起 论 "。 

1965 年 ,美国 加 里 福 尼 亚 大 学 控制 论 专家 工 . A. 札 德 (1. A. 
Zadeh) 发 表 论文 (模糊 集合 》, 开 辟 了 研究 类 似 人 是 否 下头 这 类 模 
糊 事物 的 数学 分 支 一 模糊 数学 。 对 于 经 典 的 集合 4， 一 个 元 素 
< ,或 者 属于 集合 4 ,或 者 不 属 丁 4 ,二 者 必 居 其 一 ,了 是 可 以 定义 
集合 4 的 特征 函数 


1， 当 x€4 
Xal(x)= 人 xh 

4 的 特征 函数 的 值 域 为 ;0,11。 札 德 把 集合 的 特征 函数 改造 成 所 
谓 “ 隶 属 函数 ya(x)”, pa(x) 的 值 域 为 闭 区 间 [0,1], yatxo) 称 为 
xo 对 于 集合 4 的 隶属 度 , 即 xo 属于 集合 4 的 程度 之 大 小 。 例 如 
4 是 秃子 集合 ,Am( 张 三 ) = 0.8, 表 明 张 三 八成 是 个 秃子 。 这 样 ,不 
是 截然 把 秃 与 不 邢 分 开 , 而 是 谈 人 们 秃 的 程度 ,就 可 以 排除 “秃头 
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性 论 " 了 。 
例如 设 4 是 青年 人 集合 ,4 下 方 的 ~ 号 表示 4 是 一 个 模糊 集 
合 , 应 该 建立 一 个 元 素 属于 4 的 隶属 哺 数 .对 于 年 龄 1,2,…,200， 
通过 对 实际 情形 的 调查 与 拟 合 ,得 出 4 的 隶属 前 数 为 
1， 0<xs25 


AAA(Cx) = 1+( 二 23)] , 25<x<50 


0, S0< x<200 
如 果 一 位 24 岁 的 研究 生 ,他 属于 青年 集合 的 隶属 度 为 100% ; 而 一 
位 65 岁 的 教授 ,他 隶属 于 青年 集合 4 的 隶属 度 为 0% , 即 根 村 不 
是 年 青 人 ,而 一 个 40 岁 的 人 ,他 属于 青年 集合 4 的 隶属 度 为 
[+( 和 3)] 0.1 
即 40 岁 的 人 仅仅 有 10% 的 隶属 度 , 他 不 属于 青年 集合 的 可 能 已 经 
是 90% 了! 

1967 年 , 析 德 提出 高 阶 模糊 集 的 概念 : 若 模 糊 集 4 的 隶属 函 
数值 xaC*) 是 一 个 模糊 集 , 则 称 4 是 一 个 二 阶 模 糊 集 。 

1978 年 ,机 德 发 表 了 重要 论文 《以 模糊 集合 为 可 能 性 理论 的 
基础 》, 讨 论 与 概率 论 相 似 的 一 种 “可 能 性 理论 ”。 

一 种 新 的 概念 与 理论 出 现 之 初 ,免不了 有 人 说 些 难听 的 闲话 ， 
这 在 数学 史上 已 屡见不鲜 , 模糊 数 学 也 不 例外 。 例 如 有 人 认为 "使 
模糊 住 客观 化 ,由 于 缺乏 这 样 的 方法 ,模糊 集合 仍然 只 能 是 一 个 形 
而 上 学 的 小 玩 艺 几 。” 

出 于 模 贿 数学 在 人 工 智 能 和 专家 系统 等 方面 的 广泛 应 用 , 值 
得 它 来 了 个 炸 爆 性 的 发 展 ,如 今 已 出 现 模 糊 拓 扑 模糊 群 论 、 模 糊 
测度 与 积分 ,模糊 图 论 等 各 种 模糊 数学 的 发 展 方向 ,目前 它 的 理论 
尚 不 够 成 熟 , 方 法 上 也 不 统一 ,可 以 预期 , 随 着 信息 与 计算 机 科学 
的 发 展 .模糊 数学 必 将 得 到 进一步 的 发 展 。 

数学 史上 的 有 名 停 论 启发 我 们 , 悖 论 未 几 是 坏 东西 , 它 倒是 可 以 
点 燃 数 学 改革 与 完善 的 火炬 ,预示 和 语 劲 更 新 的 创造 与 光明 的 前 程 。 
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6 社会 文明 与 数学 


数学 的 高 水 平 发 展 ,是 一 个 国家 发 展 高 水 平 社会 文明 的 必要 
条 件 。 事实 上 ,数学 本 身 就 是 一 种 文化 , 它 的 准确 性 ,严格 性 和 应 
用 广泛 性 ,是 现代 社会 文明 的 重要 思维 特征 ,数学 是 促进 社会 物质 
文明 与 精神 文明 的 最 重要 的 力量 之 一 。 反 之 ,一 个 物质 文明 与 精 
神 文明 都 足够 的 社会 是 数学 藉以 发 展 的 基本 条 件 。 这 种 数学 与 社 
会 发 展 的 一 致 性 ,从 数学 史上 数学 发 展 中 心 的 转移 可 以 看 得 很 清 
楚 , 中 心 转移 序列 如 下 : 

(1 希腊 一 (2) 中 国 “(3) 意 大 利 一 (4) 英 国 ~(5) 法 国 一 (6) 德 
国 一 (7) 美 国 。 

事实 上 ,相应 的 历史 事实 是 (1 希腊 是 古代 奴隶 制 社会 最 发 达 
的 地 区 ;(2) 到 了 封建 制 社会 ,中 国 则 是 政治 经 济 繁荣 昌盛 的 中 心 ; 
(3)15 世纪 之 后 欧洲 资产 阶级 革命 兴起 ,16 世纪 至 17 世纪 意大利 
是 文艺 复兴 的 圣地 ; (4)17 世纪 后 英国 的 资本 主义 发 展 建立 了 有 
海上 霸权 的 日 不 落 帝 国 ;(5)18 世纪 法 国 的 大 革命 在 “平等 .自由 、 
请 爱 ” 的 旗帜 下 ,巴黎 成 了 世界 的 中 心 城市 ;(6)19 世纪 ?0 年代， 
德国 统一 使 之 成 为 欧洲 首 强 ;(7) 希 特勤 户 心 病 狂 , 德国 成 了 第 二 
次 世界 大 战 的 战败 国 ,美国 政治 ,经 济 ,军事 跃升 为 世界 第 一 。 

由 于 数学 终究 是 一 个 以 个 人 独立 思考 为 主 的 学 科 , 与 技术 型 
学 科 或 试验 型 学 科 不 一 样 , 所 以 也 有 与 上 述 主流 趋势 不 一 致 的 反 
例 , 例 如 社会 动 葛 的 中 国 魏 晋 南北 朝 时 代 却 出 现 了 刘 徽 与 祖冲之 、 
祖 虑 等 世界 级 数学 素 斗 ,而 大 唐 盛 世 数 学 上 却 成 绩 平平 ;欧洲 小 
国 波兰 捷克 , 包 牙 利 ,瑞士 ,荷兰 也 出 现 过 多 位 了 不 起 的 数学 家 ， 
例如 波兰 的 巴 拿 赫 ,捷克 的 波 尔 查 诺 和 机 德尔 , 爸 牙 利 的 厄 尔 多 斯 
和 汉 诺 依 曼 ,瑞士 的 欧 拉 和 伯 努 利家 族 , 荷 兰 的 布 劳 威 尔 等 。 


附 录 


1 数学 史 大 事 年 表 
“- "号 表示 公元 前 ) 
-5 亿 万 年 左右 。 ”太阳 创始 。 
-50 亿 年 左右 地 球 创始 。 
-200 万 年 左右 。 人 类 创始 。 
- 3000 年 左右 埃及 十 进 制 记 数 ,象形 数字 。 


-2400 年 一 - 1600 年 


-2200 年 左右 
- 1850 年 一 - 1650 年 


-1400 年 一 - 1100 年 
- 600 年 左右 


- 540 年 左右 


- 500 年 左右 


-380 年 左右 
- 465 年 左右 


巴比伦 泥 扳 槐 形 文字 ,60 进位 制 记 数 
法 , 勾 股 定理 与 若干 组 勾 股 数 。 

中 国 发 明 洛 书 与 河 图 。 

埃及 纸 草书 (莫斯科 纸 草 与 莱 因 德 纸 
草书 ) 使 用 十 进 记 数 法 与 分 数 。 

中 国 商 高 知 勾 三 股 四 改 五 。 甲 骨 文 中 
有 十 进 制 记 数 法 。 

希腊 泰勒 斯 开始 命题 证 明 。 中 国 陈 子 
已 知 勾 股 定理 -- 般 形式 。 

希腊 毕 达 哥 接 斯 学 涛 提出 “万 物 皆 
数 ” ,发 现 且 证 明 勾 股 定理 , 且 发 现 
无 理 数 ,引发 第 一 次 数学 危机 。 
印度 《 强 法 经 ) 中 给 出 如 的 近似 值 ,并 
知 勾 股 定理 。 

希腊 柏拉图 给 出 勾 股 数 公式 。 

希腊 伊 诺 皮 加 斯 使 用 无 刻 直 尺 与 圆规 


-460 年 左 在 


- 350 年 左右 
-340 年 左右 


- 300 年 左右 


- 250 年 一 - 212 年 


- 230 年 左右 
- 225 年 左右 
- 150 年 左右 
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进行 几何 作风 。 
希腊 知人 学 派 等 提出 化 贺 为 方 .三 等 分 
角 和 倍 立 方 二 大 几何 作 图 问题 。 

希腊 门 奈 莫 斯 开 始 研究 加 锥 曲线 。 

希腊 亚 里 十 多 德 葛 定 壳 辑 学 基础 ,提出 
定义 . 公 蛙 ,公设 的 观念 。 
希 
建 
希 


沽 欧 几 里 得 车 《 几 何 原本 }》, 用 公理 法 
立 了 第 一 个 公理 演绎 数学 体系 。 

漠 阿 基 米 德 用 力学 平衡 法 和 穷竭 法 求 
得 国 面积 ,球体 积 . 件 合 方 盖 体 积 等 多 种 
几何 图 形 的 面积 与 体积 , 含有 定 积分 的 
原始 思想 。 

希腊 埃 拉 托 塞 尼 发 明 质 数 " 筛 法 "。 

希腊 阿波 罗 尼 奥 斯 著 《圆锥 曲线 论 》。 
1983 年 湖北 江陵 出 土 中 国 最 早 的 数学 
书 《算数 书 》。 


- 100 年 左右 


人 2 年 左右 


150 年 左右 


250 年 左右 
263 年 


3 世纪 初 
300 年 左右 


320 年 左右 


中 国 《 周 佣 算 经 } 成 书 ,《 九 章 算术 》 基 本 
上 定型 。 

希腊 海伦 给 出 二 角形 面积 的 海伦 公式 和 
平方 根 近似 求法 。 

希腊 托 勒 密 著 《天 文学 大 成 》, 发 展 了 三 
角 学 。 

希腊 到 番 图 著 《 算 术 》, 解 不 定 方程 - 

中 国 刘 徽 注 ( 九 章 算术 》, 用 割 贺 术 求 r， 
包含 极限 思想 。 
中 国 赵 殉 证明 勾 股 定理 。 
中 国 《孙子 算 经 成书, 书 中 出 现 “ 物 不 知 
数 "问题 ,为 中 国 剩余 定理 之 萌芽 。 

希腊 由 波斯 著 《 数 学 汇编 》, 总 结 古 希腊 
的 数学 成 果 。 
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410 年 左右 


462 年 左右 


499 年 

6 世纪 

724 年 

820 年 

870 年 

980 年 左右 
1050 年 左右 
1247 年 
1248 年 
1250 年 
1280 年 


13083 年 


14 世纪 
1424 年 


希腊 许 帕 提 娅 注释 欧 几 里 得 、 丢 番 图 等 人 之 著 
作 , 是 历史 上 第 一 位 女 数学 家 。 
中 国 祖冲之 求 得 r 在 3. 1415926 与 3.1415927 
之 间 , 以 如 为 约 率 ,3 为 密 率 , 称 为 率 , 查 是 
提出 “等 舌 则 等 积 ”的 原理 , 求 得 牟 合 方 盖 体 
印度 阿 耶 波多 著 ¢ 阿 耶 波多 历数 书 》, 提 出 x = 
3.1416, 以 及 连 分 数 、 弦 度 制 等 。 

中 国 《 五 草 算 经 》《 夏 侯 阳 算 经 》 《五 经 算 木 》、 
《 张 乒 建 算 经 ?成 书 ,《 张 丘 建 算 经 ?中 提出 “ 百 
鸡 问 题 "。 

中 国 -- 行 提出 不 等 距 内 插 法 。 

阿拉 伯 花 拉 子 米 著 《 代 数学 》, 给 出 二 次 方程 求 
根 公式 。 

印度 使 用 数码 零 和 十进制 数码 ,后 传 入 欧洲 ,部 
今日 之 印度 一 阿拉 伯 数 字 的 原形 。 : 

阿拉 伯 艾 希 瓦 德 制 作 间 也 10 的 正弦 与 正切 函 
数 表 。 

中 国 要 宕 给 出 二 项 式 展开 系数 表 ( 要 完 


中 国 秦 九 韶 著 《 数 书 九 章 》, 创 解 一 次 同 余 方程 
组 的 “大 衍 求 -- 术 ”。 

中 国 李 冶 著 《 测 圆 海 镜 》, 创 立 天 元 术 。 

中 国 杨辉 给 出 “杨辉 三 角 ”, 且 研究 纪 方 。 

中 国 郭 守 散 、 王 愧 创 二 次 内 插 法 。 

中 国 朱 世 杰 著 《 四 元 玉 鉴 》, 创 四 元 术 与 高 阶 等 
差 

珠 

向 : 


算 在 中 国 普及 。 
拉 伯 卡 西 著 《 圆 周 论 )》 , 求 得 r 的 17 位 小 数 。 


1489 年 
1S45 年 


1557 年 
1575 年 
1585 年 
1591 年 
1592 年 
1593 年 
1606 年 


1609 年 
1614 年 
1615 年 


1617 年 
1623 年 
1629 年 
1637 年 
1637 年 
1640 年 
1642 年 
1655 年 


1657 年 


1665 年 


1666 年 
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捷克 籍 德国 数学 家 维 德 曼 首 次 使 用 符号 + 、- 。 
意大利 卡尔 丹 著 《数学 大 典 ? 又 译作 《 太 术 》)》 ,给 出 
三 次 ` 四 次 方程 的 解法 ,讨论 了 负 根 与 虐 数 ;卡尔 丹 
间 年 写 了 《游戏 机 过 的 学 说 ,是 概率 论 的 先 声 。 
英国 雷 科 德 用 ”= "表示 相等 。 
意大利 毛 罗 利 科 最 早 使 用 数学 归纳 法 。 

荷兰 斯 蒂 文 创立 十 进 小 数 的 记 法 。 

国 韦 达 著 《分 析 方 法 入 门 》, 创 立 韦 达 定理 。 

中 国 程 太 位 著 《 直 指 算法 统 宗 》. 详 述 珠算 口 识 。 

法 国 韦 达 给 出 r 的 第 一 个 解析 表达 式 。 

中 国 徐光启 与 意大利 利 玛 塞 合 作 把 欧 几 里 得 《几何 
原本 ?前 6 卷 译 成 中 文 。 
德 
类 
德 


Bi 


国 开 普 蔓 建 立行 星 椭 图 轨道 理论 。 

国 负 皮尔 创立 对 数 。 

国 开 普 勒 著 《 酒 桶 新 立体 几何 》, 拒 阿 基 米 德 的 求 
方法 推 向 近代 积分 的 边缘 。 

布 里 格 斯 制作 第 一 个 常用 对 数 表 。 

国 岗 特 设计 对 数 计算 尺 。 

兰 吉 拉 尔 提出 代数 基本 定理 。 

国 笛 卡 儿 的 《几何 学 》 出 版 ,创立 解析 几何 。 

国 费 马 提出 “ 费 马 大 定理 ”。 

国 柏 斯 卡 著 《 圆 锥 砷 线 论 )》。 

国 由 斯 卡 发 明 加 减 机 械 计算 机 。 

国 沃 利 斯 著 《 无 穷 算 术 》, 引 人 无 穷 级 数 与 无 穷 冬 
,首创 符号 m。 

兰 惠 更 斯 著 《 论 赌博 中 的 计算 》, 是 概率 论 早期 名 


旗 半 并 消 


应 关 斑 斑 琉 薄 


| 


国 牛 顿 手稿 中 出 现 “ 流 数 " 概 念 ,为 微 积分 最 早 文 


改 改 并 褒 部 


国 菜 布 尼 兹 著 《 组 合 的 艺术 》, 孕育 了 数理 轨 辑 思想 ， 
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1670 年 
1673 年 
1680 年 
1684 年 


1687 年 


1690 年 
1691 年 
1696 年 
1696 年 


1713 年 


1715 年 


1718 年 


1722 年 


1730 年 
1734 年 


1736 年 
1742 年 


1742 年 


1744 年 


英国 巴 罗 在 《几何 学 讲义 》 中 引信“ 微分 三 角形 ”。 
德国 莱 布 尼 兹 制 成 四 则 运算 计算 机 。 

日 本 关 学 和 引 人 行 列 式 概念 ， 

德国 全 布 尼 兹 发 表 第 一 篇 微 积分 论文 《一 种 求 极 大 
极 

英 


小 和 切线 的 新 方法 》。 

国 牛顿 的 《自然 哲学 的 数学 原理 ?出 版 ,是 微 积分 
的 开山 之 作 。 

瑞士 雅 各 布 . 伯 努 利 提出 “ 悬 链 线 问题 "。 

法 国 罗 尔 提出 罗 尔 定理 。 

瑞士 约 输 , 伯 努 利 提出 “ 速 降 线 问题 "导出 变 分 法 。 
法 国 洛 必 达 出 版 (无 穷 小 分 析 》 ,建立 求 极限 的 洛 必 
达 法 则 ， 

瑞士 雅 各 布 . 伯 努 利 ( 猜 度 术 》 出 版 .创立 伯 努 利 大 
数 律 。 

英国 泰勒 出 版 正 的 和 反 的 增 量 方法 》, 书 中 载 有 
1712 年 他 发 现 的 泰勒 展开 式 。 

法 国 棣 莫 弗 出 版 (机 会 论 》, 给 出 独立 事件 的 乘法 定 
理 和 二 次 分 布 。 

法 国标 莫 弗 给 出 公式 (cosg + iiing)" = eos ngp 
+ isin np 。 

英国 斯 特 灵 给 出 a1 的 斯 特 灵 公式 。 

英国 伯 克 菜 出 版 (分析 学 家 》, 指 出 微 积分 中 的 逻辑 
陷 ,引发 第 二 次 数学 危机 。 

瑞士 欧 拉 解 决 哥 尼斯 堡 七 桥 问题 ,创立 图 论 。 

英国 马克 劳 林 出 版 ( 流 数 通 沦 》 ,给 出 马克 劳 林 级 数 
展开 式 。 

德国 哥 德 巴赫 与 瑞士 网 拉 通 信 , 提 出 哥 德 巴赫 狂 
想 。 

瑞士 欧 拉 著 《寻求 具有 某 种 极 大 或 极 小 性 质 的 曲线 
的 技巧 》, 变 分 法 省 生 。 


党 


1747 年 


1748 年 一 1770 年 


1750 年 


1761 年 
1777 年 


1779 年 


1794 年 


1795 年 


1797 年 


1797 年 


1799 年 


1799 年 


1799 年 一 1825 年 


1801 年 


1807 年 
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法 国 达 六 贝尔 发 表 《 琢 振动 研究 》, 建 立 弦 
振动 方程 ,成 为 偏 微分 方程 的 开端 。 
瑞士 欧 拉 出 版 《无 穷 小 分 析 》《 微 分 学 原 


理 》 必 积分 学 原理 》。 


瑞士 克 莱 姆 给 出 解 代数 方程 组 的 克 莱 姆 


法 则 。 


德国 兰 伯 特 证 明 x 与 e 是 无 理 数 。 

法 国 蒲 丰 提 出 投 针 问题 , 且 从 中 求 得 x 的 
近似 值 ,开始 了 几何 概率 的 研究 。 

法 国 贝 祖 著 《代数 方程 的 一 般 理论 》, 系统 
论述 消 元 法 。 


翰 让 德 《几何 学 基础 出 版 ,是 当时 标 
的 几何 教科 书 。 


页 论 文 》, 是 微分 几何 的 先驱 性 工作 。 
拉 格 朗 日 著 《 解 析 函 数论 》, 提 出 以 餐 


法 
准 
法 国 蒙 日 发 表 《 关 于 把 分 析 应 用 于 几何 的 
活 
法 


级 数 为 基础 建立 微 积分 。 

挪威 韦 塞 尔 发 表 论 文 《方向 的 解析 表 
示 ,特别 应 用 于 平面 与 球面 多 边 形 的 
测定 》, 首 次 给 出 复数 的 几何 表示 。 

法 国 蒙 日 出 版 《 画 法 几何 学 》, 开创 三 法 几 
何 这 一 新 分 支 。 


国 高 斯 给 出 代数 基本 定理 第 一 个 证 明 。 
拉 普 拉 斯 5 卷 巨 著 《 天 体力 学 ?出 版 ， 


中 含 拉 普 拉 斯 方程 .位 势 函 数 等 重要 贡 


研究 。 
传 里 叶 研 究 热 线 导 方程 ,提出 葬 数 的 
里 叶 级 数 表示 法 。 


德 
法 
献 
德国 高 斯 出 版 《算术 研究 》, 开始 了 近代 数 
论 
法 
铺 
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1810 年 


1812 年 


1814 年 


1817 年 


1818 年 


1821 年 


1822 年 


1824 年 


1826 年 


1826 年 


1828 年 


1829 年 


1829 年 


国 热 尔 岗 创办 《纯粹 与 应 用 数学 年 刊 》, 这 是 
早 的 数学 专刊 。 

国 拉 普 拉 斯 著 《概率 的 分 析 理 论 》, 给 出 古典 
概率 的 定义 ,把 分 析 理论 引 人 概 率 论 。 

法 国 柯 西 宣读 复 变 玉 数 论 首 篇 沦 文 ( 关 于 积分 
理论 的 报告 》, 开创 了 复 变 函 数论 的 研究 。 

捷克 波 尔 查 诺 著 《纯粹 分 析 的 证 明 》, 首 次 给 出 
连续 性 与 导数 的 恰当 定义 ,提出 级 数 收敛 性 判 
别 准则 。 

法 国 泊 松 导出 波动 方程 解 的 泊 松 公式 。 

法 国 柯 西 出 版 分析 教 程 ), 独立 于 波 尔 查 诺 提 
出 极限 .连续 .导数 等 定义 和 级 数 收敛 判别 法 ， 
是 分 析 严 格 化 的 第 一 部 影响 深远 的 著作 。 

法 国 彭 斯 列 著 《 论 图 形 的 射影 性 质 》 ,奠定 射影 
几何 的 基础 。 

据 威 网 贝尔 证 明 一 般 五 次 方程 不 可 能 用 
根 式 求解 ,两 年 后 他 的 论文 《高 于 四 次 的 
一 般 方程 的 代数 求解 之 不 可 能 性 的 证 
明 》 发 表 。 

俄国 罗 巴 切 夫 斯 基 著 《 附 有 平行 线 定理 的 一 个 
严格 证 明 的 几何 学 原理 简 述 》, 首 次 阐明 罗 巴 
切 夫 斯 基 几 何 。 

挪威 阿 贝尔 著 《 关 于 很 广 一 类 趋 越 函 数 的 … 个 
一 般 性 需 》, 开 创 了 精 贺 函数 论 。 

德国 高 斯 著 《 关 于 曲面 的 一 般 研 究 》, 开 创 曲 面 
内 萄 几何 研究 。 

德国 雅 可 北 著 ( 椭 圆 函数 论 新 基础 ,是 椭 贺 函 
数论 莫 基 性 著作 。 

法 国 斯 图 姆 解决 在 给 定 范围 内 实 系数 代 
数 方程 实 根 个 数 问题 。 


落 向 焉 


1829 年 一 1832 外 


1832 年 


1834 年 


1836 年 
1837 年 


1840 年 


1841 年 一 1856 年 


1843 年 


1843 年 


1845 年 


1847 年 


1847 年 


1847 年 


1849 年 一 1854 年 
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法 国 合 罗 多 彻底 解决 了 代数 方程 的 根 式 
可 般 性 问题 ,确立 了 群 论 的 基本 概念 。 

名 牙 利 波 尔 约 发 表 《 绝 对 空间 的 科学 》, 独 
立 于 高 斯 和 罗 巴 切 夫 斯 基 提 出 非 欧 几何 。 
俄国 奥 斯 特 洛 格拉 德 茨 基建 立 三 重 积 
分 与 曲面 积分 关系 的 公式 。 
法 国 刘 维 尔 创办 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》。 
德国 狄 利 克 曙 发 表 第 一 篇 解析 数论 
的 论文 ,证 明了 a 与 5 互 康 时 ,la 
+ 巧 1 序列 中 有 无 穷 个 素数 ;提出 车 
名 的 狄 利克 雷 函 数 x (x )。 

法 国 柯 西 证 明 微分 方程 初 值 问题 解 
的 存在 性 。 

德国 外 尔 斯 特 拉 斯 进行 分 析 严密 化 工作 ， 
提出 -6 定义 和 一 致 收 化 概念 ,同时 提 
出 在 短 级 数 基础 上 建立 复 变 函数 论 。 

英国 哈密 顿 发 明 四 元 数 。 

法 国 洛 朗 著 《 柯 西 定理 的 推广 》, 建 立 了 洛 
朗 级 数 展开 理论 。 

国 勒 威 耶 和 英 国 亚当 斯 同时 用 微分 
程 推算 出 当时 尚未 发 现 的 海王 星 的 


国 利 斯 廷 出 版 《拓扑 学 初步 》, 首次 
bi “拓扑 "这 一 术语 , 且 完 成 了 拓扑 
的 一 些 葛 基 性 工作 。 

国 布尔 出 版 《逻辑 的 数学 分 析 》, 建 立 布 


装 料 性 部 夯 记 过 芷 


By 


bb 


国 德 .摩根 著 《 形 式 逻 辑 》, 对 数理 
辑 的 发 展 起 了 很 大 推动 作用 。 
凯 莱 提出 抽象 群 概念 。 


六 后 
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1851 年 
1855 年 
1858 年 
1858 年 
1859 年 
1859 年 
1859 年 
1861 年 
1863 年 
1865 年 
1866 年 
1868 年 
1868 年 


1870 年 
1871 年 


1872 年 


1872 年 


1873 年 
1873 年 


1874 年 


黎 曼 著 《 单 复 变 函 数 的 一 般 理论 》, 创 立 黎 曼 曙 
凯 莱 引信 矩 阵 的 概念 与 运算 。 

黎 遇 给 出 函数 的 积分 表示 和 黎 虹 猜想 。 

墨 比 乌 斯 发 现 单 侧 曲面 ( 墨 比 乌 斯 带 )。 

切 比 雪夫 创立 函数 逼近 论 。 


李 善 兰 与 英国 伟 烈 亚 力 台 译 《 代 数学 》?《 代 微 


日 


拾级 》 以 及 《几何 原本 》 后 9 卷 。 


李 善 兰 建 立 著名 的 组 合 公式 一 一 李 善 兰 恒 等 


由 丑 湛 千 闽 宕 讲 并 怠 以 


亩 尝 团 鹿 


外 和 尔 斯 特 拉 斯 给 出 连续 但 点 点 不 可 微 的 函数 
狄 利克 雷 出 版 解析 数论 的 经 典 著作 《数论 讲 


上 第 一 个 数学 会 伦敦 数学 会 成 立 。 


+ 


St 


切 比 雪夫 建立 独立 随机 变量 序列 的 大 数 律 。 
利 贝 尔 特 拉 米 著 《 论 非 欧 几 何 学 的 解释 》。 
黎 曼 发 表 论 文 《用 三 角 级 数 表示 函数 的 可 表示 


六 碍 高 油 郝 寻 关 训 冯 导 


车 当 闭 群 论 经 典 《置换 与 代数 方程 》。 


德国 康 托 尔 在 三 角 级 数 表示 的 唯一 性 研究 中 
首次 引 人 集 合 概 念 。 


学 
康 托 
分 割 
法 | 


克 莱 因 发 表 《 埃 朗 根 纲领 ), 以 群 论 统一 几何 


尔 . 戴 德 金 和 外 尔 斯 特 拉 斯 分 别 以 基本 序列 、 
和 单调 序列 的 方法 建立 实数 理论 。 

厄 米 特 证 明 e 的 超越 性 。 

李 普 希 兹 改进 柯 西 关于 微分 方程 柯 西 癌 题解 


的 存 


在 唯一 性 定理 ,提出 李 普 希 慈 条件。 


挪威 李 开 创 连续 变换 群 研究 ( 李 群 )。 


1875 年 


1879 年 


1881 年 


1886 年 
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国 柯 瓦 列 夫 斯 卡 雅 证 明 拟 线 性 偏 微分 
组 的 解 的 存在 唯一 性 定理 。 

国 弗 雷 格 出 版 《概念 语言 》, 建 立 量 
理论 ,给 出 严密 的 逻辑 公理 体系 。 
庞 加 菜 发 表 《 关 于 由 征 分 方程 确定 的 


让 布 过 效 


1881 年 


1882 年 
1887 年 


1889 年 


1889 年 


1890 年 


1892 年 


1892 年 


1892 年 一 1894 年 


1895 年 


1895 年 


1895 年 


1895 年 


1897 年 


线 》, 便 立 微 分 方程 定性 理论 。 

国 吉 布 斯 发 表 《 向 量 分 析 基 础 ,开始 向 
分 析 研 究 。 

国 林 德 曼 证 明 x 的 超越 性 。 

国 达 布 著 《曲面 的 一 般 理论 》, 发 展 了 活 
动 标 架 法 。 

意大利 皮 亚 拿 著 《 算 术 原 理 》, 建 立 自 然 数 
公理 体系 。 

国 高 尔 顿 在 统计 学 中 引 人 相 关 与 回归 
等 概念 ,开创 生物 统计 学 。 

法 国 比 卡 创立 逐次 加 近 法 证 明 微 分 方程 
解 的 存在 性 。 

德国 巴赫 曼 发 表 《 无 理 数 的 性 质 》, 创 立 区 
间 套 原理 。 

俄国 李 雅 普 诺 夫 创 立 微 分 方程 稳定 性 理 
论 。 

法 国 庞 加 莱 出 版 《6 天 体力 学 新 方法 》, 总 结 
研究 三 体 问题 的 许多 新 的 数学 方法 。 

国 施加 莱 著 《位 置 几 何 学 》, 为 组 合 拓 扩 
基 。 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 开始 群 表 示 论 的 系统 


以 浴 肝 北 孜 这 


站 


油 


余 弹 履 恰 斑 


柯 特 维 格 和 法 国 德 弗 里 斯 建立 孤立 
KdV 方程 。 
康 托 尔 发 表 《关于 超 限 数理 论 的 基础 》， 


八 儿 让 1 


导出 
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1897 年 
1897 年 
1898 年 
1899 年 
1899 年 


1900 年 


1901 年 
1902 年 


1903 年 
1904 年 
1904 年 
1904 年 


1906 年 


1906 年 
1907 年 


1907 年 
1908 年 


1908 年 
1908 年 


开创 了 超 限 数理 论 。 
伯 恩 赛 德 发 表 《 有 限 阶 群 论 》, 是 有 限 群 的 代表 


类 

作 

第 一 届 国 际 数学 家 大 会 在 瑞士 苏黎世 举行 。 
英国 皮尔 逊 创立 描述 统计 学 。 
法 
理 
德 


贝 朗 特 提出 概率 的 “中 朗 特 悖 论 ”, 促 使 概率 公 


希 尔 伯 特 出 版 4 几何 基础 》 
完备 的 儿 何 公理 系统 。 
德国 希 尔 伯 特 在 巴黎 第 二 届 国 际 数学 家 大 会 上 作 
《数学 问题 ?的 报告 ,提出 23 个 著名 数学 问题 。 

法 国 庞 加 莱 开 创 丢 番 图 方程 有 理解 的 研究 。 

国 勒 贝 格 发 表 《 积 分 、 长 度 与 面积 》, 建 立 勒 贝 格 
度 与 勒 贝 格 积分 等 现代 积分 理论 。 

罗素 所 出 “罗素 悖 论 ”, 引发 第 三 次 数学 危机 ， 
进 了 数学 基础 的 研究 。 

勒 贝 格 证 明 ; 有 界 孙 数 黎 曼 可 积 的 充 要 条 件 是 
连续 点 构成 一 个 零 测 集 。 

皮尔 逊 用 统计 方法 研究 人 的 智力 遗传 性 。 

典 柯 克 发 明 " 柯 克 曲 线 ”。 
国 弗 雷 吹 引 人 函 数 空间 概念 ,定义 度量 空间 , 引 
泛 函 概念 ,给 出 泛 菠 连续 性 与 可 微 性 的 定义 。 
马尔 叮 夫 提 出 马尔 可 夫 链 概念 。 

兰 布 劳 威 尔 提出 直觉 主义 数学 ,是 构造 性 数学 的 
端 。 
国 庞 加 莱 证 明了 复 变 函数 的 共 形 映照 定理 。 

策 墨 罗 建 立 第 一 个 公理 集合 论 公理 系统 ,后 经 
伦 克 尔 改 进 成 ZF 公理 系统 。 

享 泽 尔 出 版 《代数 数论 }。 

会 恩 弗 利 斯 提出 点 集 拓扑 概念 。 


给 出 历史 上 第 一 个 


旗 敲 盖 请 内 并 关东 遍 关 党 薄 


密 右 涝 右 下 沁 


1909 年 


1909 年 


1910 年 


1910 年 
1911 年 
1911 年 
1911 年 一 1925 年 
1911 年 
1913 年 
1914 年 
1916 年 
1917 年 
1918 年 
1918 年 
1919 年 
1919 年 


1920 年 
1920 年 
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国 朗 道 出 版 4 素数 分 布 讲义 》， 首次 系统 
述 解析 数论 。 

牙 利 里 斯 建立 “里 斯 表示 定理 ”, 是 泛 函 
析 的 一 个 里 程 碑 。 

国 罗素 和 人 怀特 海 的 4 数学 原理 ?出 版 , 担 
另 一 类 集合 论 公理 系统 ,促进 了 数理 逻 


沪 划 后 沉 志 神曲 绪 
汪 
测 


兰 布 劳 威 尔 提出 不 动 点 理论 ,引入 映射 
折 扑 度 概 念 。 

国 伯 轧 斯坦 证 明了 画 数 遏 近 论 中 的 
轧 斯 坦 不 等 式 。 

兰 布 劳 威 尔 证 明了 第 一 个 不 动 点 定理 。 
国 费 希 尔 建立 点 估计 理论。 

国 希 尔 伯 特 提 出 希 尔 伯 特 空间 概念 。 
国 嘉 当 提出 旋 量 概念 和 正 交 群 的 李 代 
表示 。 

国 豪 斯 道夫 《 集 论 ?出 版 ,提出 拓扑 空间 
公理 系统 , 葛 定 点 集 拓扑 基础 。 

德国 比 伯 巴赫 提出 关于 单 叶 函 数 系数 的 
比 伯 巴 替 猜想 。 

苏联 伯 轧 斯 诅 担 出 最 早 的 概率 公理 化 问 
题 。 

荷兰 布 劳 威 尔 建立 直觉 主义 学 派 。 

丹麦 埃 尔 谓 提 出 排队 论 。 

法 国米 利 亚 开创 复 变通 数 的 辐 角 分 布 理 
论 。 

德国 豪 斯 道夫 提出 分 数 维 数 。 

德国 希 尔 伯 特 创立 证 明 论 。 

挪威 布 伦 创 布 伦 钱 法 ,推进 了 哥 德 巴 幸 猜 
想 的 证 明 ,证 明了 (9,9)。 


喜庆 部下 


密 海 束 以 激 


1921 年 


美国 维 纳 发 展 了 函数 空间 的 测度 论 ,为 随机 微分 方 
程 葛 基 。 

德国 希 尔 伯 特 提出 * 希 尔 伯 特 纲领 ”开始 搞 数学 形 
式 化 工作 。 


英国 费 希 尔 《 理 论 统计 的 数学 基础 》 出 版 ,是 现代 数 
理 统计 的 莫 基 之 作 。 

奥地利 哈恩 提出 线性 赋 范 空间 ,证 明了 共鸣 定理 。 
美国 伯 克 霍 夫 把 不 动 点 定理 推广 到 无 穷 维 函 数 空 
间 。 
德国 诺 特 发 表 《 环 的 理想 论 》, 开始 抽象 代数 的 现代 
化 工作 。 

美国 伯 克 雹 夫 把 不 动 点 定理 用 于 函数 方程 解 的 存 
在 性 研究 。 

波兰 巴 拿 赫 提出 巴 拿 赫 空间 (完备 赋 范 空间 ) 的 概 
念 。 

波兰 巴 拿 赫 证明" 分 球 怪 论 ”。 

美 籍 名 牙 种 人 冯 ' 诺 依 虹 发 展 了 希 尔 伯 特 空间 的 自 
共 轮 算 子 的 谱 理 论 。 

德国 诺 特 把 组 合 拓扑 学 建立 在 群 论 的 基础 上 ,开创 
代数 拓扑 学 。 

奥地利 阿 延 解决 了 希 尔 伯 特 第 17 问题 。 
奥地利 阿 廷 解决 了 希 尔 伯 特 第 9 问题 。 

美国 怕 克 霍 夫 开辟 动力 系统 的 新 时 代 。 

诺 特 建立 非 交换 代数 理论 、 

籍 德国 人 库 良 提出 解 偏 微分 方程 的 差分 方法 。 

希 尔 伯 特 著 《 数 理 逻 辑 基础 》 一 书 出 版 。 

国泰 曼 建立 假设 检验 的 严格 数学 理论 。 

苏联 柯 尔 莫 戈 洛 夫 发 表 《 测 度 的 一 般 理论 和 概率 
论 》, 在 测度 论 基础 上 建立 概率 的 公理 体系 。 

美国 伯 克 霍 夫 建 立 格 论 。 


德 
美 
德 
美 


1930 年 
1930 年 
1930 年 
1930 年 
1931 年 
1931 年 
1931 年 
1932 年 
1932 年 
1933 年 
1933 年 
1934 年 
1934 年 
1935 年 
1935 年 
1935 年 


1936 年 
1936 年 
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美国 布什 等 人 发 明 积分 仪 ,是 第 一 台电 子 模拟 计算 
机 。 
美国 道格拉斯 解决 且 推 广 了 极 小 曲面 问题 , 获 1936 
年 第 一 次 颁发 的 非 尔 效 奖 。 

波兰 武 卡 谢 维 奇 创立 多 什 迎 辑 。 

美 籍 奥地利 人 可 德尔 证 明 一 阶 谓词 系统 的 完全 性 。 
苏联 柯 尔 莫 戈 洛 夫 《概率 论 的 解析 方法 》 出 版 , 闸 述 
无 后 效 随 机 过 程 理论 。 

美 籍 奥地利 人 可 德尔 发 表 论 文 (数学 原理 及 有 关系 
统 中 的 形式 不 可 判定 命题 ,对 数理 逻辑 有 划时代 
的 意义 。 

荷兰 范 德 瓦 尔 登 6 近 世代 数 》 册 版 。 

波兰 巴 拿 赫 ( 线 性 运算 还 论 ? 出 版 ,现代 泛 函 分 析 成 
熟 。 

苏联 亚 历 山 德 洛 夫 创立 代数 拓扑 。 

苏联 柯 尔 莫 戈 洛 夫 《概率 论 的 基础 概念 》 册 版 ,建立 
概率 论 严格 的 公理 系统 ;部 分 解决 了 希 尔 伯 特 第 6 
问题 。 

苏联 辛 欣 《概率 论 的 极限 定理 》 出 版 ,创建 平稳 过 程 
理论 。 

苏联 格 尔 丰 德 解决 了 希 尔 伯 特 第 ? 问题 的 后 半 部 
分 。 

美国 诺尔 斯 《大 范围 变 分 法 ) 出 版 ,开创 大 范围 分 析 
理论 。 
美国 惠 特 尼 给 出 微分 流 形 的 一 般 定义 ,提出 纤维 从 
概念 。 

美国 夺权 建立 区 间 估 计 理论 。 

芬兰 网 尔 福 斯 提出“ 覆 瘟 面 理论 ”, 效 菲 尔 效 疾 。 
苏联 案 伯 列 夫 引信 广 义 函 数 概念 。 

英国 图 灵 .美国 丘 奇 - 克 林 建立 通用 计算 模型 ,定义 
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1937 年 


1937 年 


1938 年 
1938 年 


1939 年 
1939 年 
1939 年 


1940 年 


1941 年 


1942 年 


1942 年 
1942 年 


1943 年 


1943 年 


1944 年 


1944 年 


了 算法 ,为 计算 机 科学 莫 定 了 数学 基础 。 

苏联 维 诺 格 拉 多 夫 证 明 奇 数 哥 德 巴赫 猜想 :每 一 充 
分 大 的 奇数 缘 可 表 成 三 个 素数 之 和 ， 

苏联 安 德 罗 诺 夫 和 庇 特 列 雅 金 创 立 微分 方程 结构 
稳定 性 理论 。 

美国 尚 农 建立 开关 网 络 理论 ,为 有 限 自动 机 莫 定 基础 。 
中 国 华罗庚 证 明 * 几 乎 全 体 偶 数 都 能 表示 成 两 个 素 
数 之 和 ”。 

罗马 尼 亚 瓦 尔 德 开创 统计 决策 理论 。 

法 国 布尔 巴 基 学 派 《数学 原理 》 开 始 出 版 。 

苏联 康 脱 洛 维 奇 发 表 《 组 织 和 计划 生产 的 数学 方 
法 》, 为 线性 规划 理论 莫 基 。 

法 国 谢 瓦 莱 和 中 国 段 学 夏 用 李 代数 方法 讨论 特征 
为 零 的 任意 域 上 的 线性 代数 群 ,为 线性 代数 群 理论 
莫 基 。 

中 国 华罗庚 著 《 堆 急 素 数论 》, 是 20 世纪 数论 经 典 之 
作 。 


莱 夫 谢 芯 《 代 数 拓扑 学 出 版 ,第 一 次 出 现代 数 
拓扑 这 一 名 词 。 

中 国 陈省身 作出 大 范围 微分 几何 的 前 驱 工 作 。 
美国 莫 奇 利 提 出 “高 速 电子 管 计算 装置 的 使 用 "的 
报告 ,是 第 一 个 成 功 的 通用 电子 计算 机 方案 。 

美国 填 碧 为 “Nadk -7 了 "计算 机 编制 程序 ,开拓 计算 机 
语言 学 科 。 

中 国 陈省身 首创 把 纤维 从 用 子 微分 几何 ,推动 大 范 
围 微分 几何 的 研究 。 

美 籍 匈牙利 人 池 ' 诺 依 虹 《对 策 论 与 经 济 行为 》 出 
版 ,奠定 对 策 论 的 基础 ,对 数理 经 济 学 产生 重大 影 
响 。 

美国 艾 肯 制 成 世界 上 第 一 台 通用 自动 计算 机 ,是 现 


1945 年 
1945 年 
1946 年 
1946 年 
1946 年 
1947 年 
1947 年 
1948 年 
1948 年 


1948 年 


1948 年 
1950 年 


1951 年 


1953 年 


1956 年 
1956 年 


1956 年 
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信和 数 这 并 牙 机 的 先 瑟 。 

施 瓦 尔 兹 《广义 函数 论 》 出 版 ,广义 隙 数论 成 为 
和 

美 籍 甸 牙 利 人 冯 : 诺 依 坚 提 出 离散 变量 自动 电子 计 
算 机 设计 方案 。 

莫 奇 利和 小 埃 克 特等 制 成 第 一 台电 子 计 算 机 
ENIAC。 

法 国 韦 伊 《代数 几何 学 基础 》 出 版 ,为 代数 几何 学 的 
进一步 发 展 葛 定 了 严格 的 代数 基础 。 

瑞典 克拉 默 尔 《统计 学 的 数学 方法 ?出 版 ,标志 数理 
膛 辑 进 人 成 就 阶 段 。 

才 齐 克 首 次 提出 “线性 规划 "这 一 名 词 , 创 建 单 
纯 形 方法 ,为 线性 规划 奠基 。 

马 尼 亚 瓦尔 德 序 贯 分 析 》 出 版 ,为 序 贯 分 析 莫 


及 明 


维 纳 《控制 论 ) 出 版 ,为 控制 论 莫 基 。 

尚 农 《 通 信 的 数学 理论 ) 发 表 ,为 信息 论 莫 基 。 
中 国 吴 文 揽 给 出 微分 流 形 切 从 的 斯 蒂 菲 尔 一 囊 特 
尼 示 性 类 的 吴 公式 。 

中 国 钱 伟 长 首创 系统 摄 动 法 处 理 非 线性 方程 。 

图 灵 《 计 算 机 能 思考 吗 ?} 发 表 ,是 人 工 智能 的 
典 论 文 。 

莫 尔 斯 等 < 运筹 学 方法 》 出 版 ,运筹 学 成 为 数学 


贝尔 曼 《 动 态 规划 理论 导 引 ?发表 ,提出 “动态 
划 " 这 一 学 科 的 名 称 , 且 阐述 了 它 的 最 优化 原理 。 
王 元 证 明 哥 德 巴 替 猜 想 之 命题 (2,3) 。 

惠 特 尼 《几何 积分 法 ?出 版 ,开拓 了 微分 拓扑 学 
新 领域 。 

嘉 当 和 美国 艾 伦 伯 格 《同调 代数 学 》 出 版 ,是 该 


pi 
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学 科 的 经 典 著作 。 
贝尔 曼 《动态 规划 》 出 版 ,标志 该 学 科 
创立 。 


1963 年 


19%65 年 


1966 年 
1967 年 


1954 年 一 1967 年 


19%63 年 


钱 伟 长 建立 广义 变 分 原理 , 为 有 限 元 
的 应 用 蓝 基 。 

国王 元 和 潘 承 润 各自 证 明了 哥 德 巴赫 猜 
想 之 命题 (1,5) 和 (1,4), 王 元 又 证 出 (1,3)。 
国 汤普森 和 菲 特 证 明了 代数 学 的 伯 恩 
赛 德 猪 想 ,是 有 限 单 群 分 类 的 重大 突破 。 
美国 洛 伦 兹 研究 气象 学 提出 洛 伦 兹 方程 
发 现 了 轨 线 运动 的 混沌 现象 , 洛 伦 兹 被 称 
为 
了 


的 
美国 鲁 宾 逊 建立 非 标准 分 析 。 
法 


“混沌 之 父 ", 他 提出 “蝴蝶 效应 ,发现 
洛 伦 兹 方程 的 奇怪 吸引 子 。 

梅 尔 尼 科 夫 给 出 判别 平面 哈密 顿 系 
微 拢 后 是 否 混沌 的 判 据 梅 尔 尼 科 夫 函 


国 札 德 《模糊 集合 ?发 表 , 开 创 模糊 数学 


陈景润 证 明 哥 德 巴赫 猜想 之 命题 (1,2)。 
蒙 德尔 布 罗 发 表 《 英 国 海岸 线 有 多 
长 ?》 的 论文 ,提出 “分 形 "新 名 词 。 

1954 年 苏联 柯 尔 莫 哥 洛 夫 ,1963 年 苏联 阿 
诸 德 ,1967 年 美国 莫 塞 建立 KAM 定理 ,给 
出 近似 的 可 积 哈 密 顿 系统 的 轨 线 分 布 癌 
题 ,回答 了 何 时 受 扰 运 动 仍 在 环 而 上 运动 
这 个 重要 问题 ,是 20 世纪 最 重要 的 定理 之 
美国 中 塔 朗 菲 《一 般 系 统 论 的 基础 、 
发 展 和 应 用 》 出 版 ,创建 一 般 系统 论 。 


应 


1969 年 


1969 年 


1972 年 


1972 年 
1975 年 


1976 年 
1976 年 
1976 年 
1977 年 


1977 年 
1977 年 


1978 年 


1982 年 


1981 年 
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比利时 普 里 区 金 《结构 . 耗 散 和 和 生命) 发表, 创立 耗 
散 结构 理论 。 

法 国 托 姆 (生物 学 中 的 拓扑 模型 > 出 版 ,首次 提出 突 
变现 象 的 数学 模型 ,后 来 创立 了 突变 论 。 

加 拿 大 库 克 与 卡 普 提 出 NP - 完全 性 问题 (NPC) 的 
概念 ,并 用 图 灵机 证 明了 "满足 问题 "SAT) 是 NPC 
集合 中 的 一 员 ,建立 NP - 完全 性 理论 ,论证 了 NPC 
中 问题 在 时 间 复 杂 度 意义 下 的 共 命 运 性 质 。 提 出 
NP 是 否 等 于 P 的 问题 。 
美国 M. 克 莱 因 《古今 数学 思想 》 出 版 。 


中 国 李 天 岩 和 英国 约克 给 出 混沌 的 李 一 约克 定义 ， 
第 一 次 在 杂志 上 使 用 “混沌 "这 一 专用 名 词 , 且 证 明 
了 [0,1] 区 和 阁 到 自身 的 连续 映射 有 周期 3 时 就 产生 
L- YY 混沌 。 
中 国 丘 成 桐 证 明了 微分 几何 中 的 “卡拉 比 猜想 "。 
美国 阿 佩 尔 和 哈 肯 用 计算 机 证 明了 四 色 猜 想 成 立 。 
德国 哈 肯 《协同 学 导论 》 出 版 ,开创 协同 学 。 

奈 第 一 届 混 沌 会 议 在 意大利 举行 ,混沌 学 科 诞 


美国 帕 里 斯 等 人 发 现 算术 中 存在 不 可 判定 的 命题。 
中 国 吴 文俊 发 表 《 初 等 几何 判定 问题 与 机 械 化 证 
明 》, 给 出 定理 机 器 证 明 的 “ 吴 方 法 ”。 

中 国 丘 成 榈 与 美国 合 恩 用 微分 几何 方法 证 明了 广 
义 相对 论 的 正 质量 猜想 。 

法 国 莹 德尔 布 罗 著 《自然 界 的 分 形 几何 》 出 版 ,分 形 
几何 诞生 。 
许多 国家 上 百名 数学 家 努力 ,完全 解决 了 有 限 单 群 
的 分 类 问题 , 即 找 出 有 限 单 群 的 所 有 同 构 类 ,这 是 
当代 数学 的 一 个 非 平凡 的 成 就 ,此 项 成 果 由 500 篇 
论文 组 成 , 占 杂 志 15000 页 的 版 面 ,是 数学 史上 最 庞 
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大 的 定理 。 
1994 年 ”英国 维尔 斯 完成 费 马 大 定理 的 证 明 。 
1994 年 ”美国 于 Nash ,德国 Selton、 美 国籍 匈牙利 人 Harsanyi 
著 数 理 经 济 学 诺 贝 尔 奖 。 
1996 年 、 英 国 J.Mimlees、 美 国 W. Vickrey、 获 数理 经 济 学 诺 贝 
尔 奖 。 
1997 年、 美国 R.Merton 和 M.Scholes 获 数 理 经 济 学 诺 贝尔 奖 。 
2002 年。 第 24 届 国际 数学 家 大 会 在 北京 举行 。 


2 ”国际 数学 家 大 会 与 
世界 级 数学 奖 
力 国际 数学 家 大 会 的 年 民 及 主办 地 


1897 ,瑞士 ,苏黎世 。 
:1900, 法 国 , 巴 黎 。 
1904, 德 国 ,海德 驮 。 
:1908, 意 大 利 ,罗马 。 
1912, 英 国 ,剑桥 。 
1920, 法 国 ,斯 特 拉 斯 堡 。 
1924, 吉 拿 大 ,多 伦 多 。 
1928, 意 大 利 , 波 伦 亚 。 
1932, 瑞 士 ,苏黎世 。 
1936, 挪 威 ,只 斯 陆 。 
1950, 美 国 , 坎 布 里 奇 。 
:1954, 荷 兰 , 阿 姆 斯 特 丹 。 
:1958, 英 国 , 爱 丁 堡 。 
:1962, 瑞 由 ,斯 德 可 尔 摩 。 
:1966, 苏联 ,莫斯科 。 
:1970, 法 国 , 尼 斯 。 


十 寺 六 点 涛 出 下 以 


t 


十 
加 本 可 


汕 滑 波 间 灌流 小 洪 泪 波 演进 波 波 沾 滥 
秽 迎 于 迎 冯 部 调 迎 训 加 济 名 知 敌 高光 


阔 出 


| 
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第 十 七 届 :1974, 加 拿 大 ,温哥华 。 
第 十 八 届 :1978 ,分 兰 , 蔡 尔 辛 基 。 
第 十 九 届 :1983, 波 兰 ,华沙 。 
第 二 十 居 :1986, 美 国 ,伯克利 。 
第 二 十 一 届 :1990, 日 本 ,京都 。 
第 二 十 二 届 :1994, 瑞士 , 苏 黎 1 
第 二 十 三 届 :1998 ,德国 ,柏林 。 

第 二 十 四 届 :2002, 中 国 , 北 京 。 

上 际 数学 家 大 会 是 规模 最 大 、 水 平 最 高 的 全 球 性 数学 学 术 会 
议 , 一 般 每 4 年 举行 一 次 ,大 会 邀请 的 报告 反映 近期 数学 科学 研究 
中 的 重要 成 果 ,开幕 式 上 举行 * 非 尔 茧 瞻 " 颁 奖 仪式 。 每 届 与 会 数 
学 家 平均 3000 名 。 大 会 由 国际 数学 联盟 主办 ,1996 年 中 国 加 入 国 
际 数学 联盟 。 


2) 菲 尔 兹 奖 


非 尔 兹 (J.C. Fields, 1863 一 1932) 是 加 拿 大 多 伦 多 大 学 教授 ， 
1924 年 , 任 第 七 居 国际 数学 家 大 会 主席 ,会 后 他 建议 利用 大 会 经 
费 的 余额 为 基金 设立 一 项 国际 性 数学 奖 。1932 年 , 非 尔 兹 不 幸 病 
故 , 他 遗 电 把 自己 的 积蓄 捐赠 给 这 项 国际 奖 。1932 年 第 九 届 国 际 
数学 家 大 会 通过 设立 此 项 数学 国际 奖 ,命名 为 “ 非 尔 慈 奖 ”。 

此 奖项 只 奖 予 和 0 岁 以 下 的 有 突出 成 就 的 青年 数学 家 。 非 尔 
兹 奖 是 一 项 崇高 的 荣誉 ,有 “数学 诺 贝尔 奖 " 之 誉 ,由 国际 数学 联盟 
评选 。 

下 面 是 非 尔 兹 奖 得 奖 榜 ( 姓 名 , 国 别 ,成 果 领 域 ,年 代 )。 

阿尔 福 斯 (L.VY .Ahlfors) ,芬兰 一 美国 , 复 分 析 ,1936。 

道格拉斯 (J.Douglas) ,美国 , 极 小 曲面 ,1936。 

施 瓦 获 (L. Sehwanz) ,法 国 ,分 布 理 论 , 泛 函 分 析 , 概率 论 ， 

1950。 
赛 尔 伯 格 (A.Selberg) ,挪威 一 美国 ,解析 数论 ,抽象 调和 分 析 ， 
1950。 


庄 
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小 平 邦彦 (Kodaira Kunihiko) ,日 本 ,代数 几何 ,1954。 

塞 尔 (J,P.Sere) ,法 国 , 代 数 拓扑 ,代数 几何 ,1954。 

托 姆 (R. Thom) ,法 国 ,代数 拓扑 ,微分 拓扑 ,1958。 

罗斯 (K.F. Roth) ,英国 一 德国 ,解析 数论 ,1958。 

米尔 诺 (J. 吏 .Miinor) ,美国 ,微分 拓扑 ,代数 拓扑 ,1962。 

赫 尔 曼 德 (L. Homnander) ,瑞典 , 偏 微分 方程 ,1962， 

阿 带 亚 (M.F. Atiyah) ,英国 ,代数 几何 ,代数 拓 扩 ,1966。 

柯 恩 (P.J.Cohen) ,美国 ,连续 统 假设 ,抽象 调和 分 析 ,1966。 

格 罗 腾 迪 克 {A.Grothendieck) ,法 国 ,代数 几何 , 泛 函 分 析 , 同 

调 代 数 ,1966。 

斯 梅 尔 (S.Smale) ,美国 ,微分 拓扑 ,微分 动力 系统 ,1966。 

贝克 (A. Baker) ,英国 ,超越 数论 ,代数 数论 ,1970。 

广 中 平 社 (Hironaka Heisuke), 日 本 ,代数 几何 , 奇 点 理论 ， 

1970, 
诺 维 可 夫 (S.P.Novikov) ,苏联 ,微分 拓扑 ,代数 拓扑 ,孤立 子 理 
论 ,1970。 

汤 普 撑 (J.G.Thompson) ,美国 ,有 限 群 论 .1970。 

邦 别 里 (了 .Bombieri) ,意大利 ,解析 数论 , 极 小 曲面 ,有 限 群 论 ， 
1974。 

曼 福 德 (1D.B.Mumford) ,美国 ,代数 几何 ,1974。 

德里 涅 (D. Deligne), 比利时 ,代数 几何 ,调和 分 析 , 多 复 变 函 
数 ,1978。 

费 弗 曼 (C.Feffernan) ,美国 ,调和 分 析 , 多 复 变 函数 ,1978。 

马尔 古 利 斯 (G.A.Margulis) ,苏联 , 李 群 的 离散 子 群 ,1978。 

奎 伦 (D.Quillen) ,美国 ,代数 KK 理论 ,1978。 

孔 涅 (A.Connes) ,法 国 , 算 子 代数 ,1983。 

瑟 斯 顿 ( 允 .P.Thurston) ,美国 , 低 维 拓扑 , 叶 状 结构 ,1983。 

丘成桐 (Qiu. Cheng tung), 中国 一 美国 ,微分 几何 , 偏 微分 方 

程 ,相对 论 ,1983。 

唐 纳 撑 (S.Donaldson) ,英国 ,微分 枯 扑 ,1986。 
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弗 里 德 锋 (M. Freedman) ,美国 ,四维 庞 加 莱 猜 想 ,1986。 


法 廷 斯 (CG. Faltings) , 德 
德里 菲尔德 (V .Drinfeld) ， 


, 莫 代 和 尔 猜 想 ,1986。 
苏联 ,量子 群 ,1990。 


琼斯 (V.F.R.Jones) ,新 西 兰 一 美国 , 纽 结 理论 ,1990。 
森 重 文 ( Mori ,Shigefumi) ,日 本 ,代数 几何 ,1990。 


威 顿 (E. Witten) ,美国 , 超 
布尔 金 (J. Bourgain), 比 利 
里 帅 斯 (P.L.Lious) ,法 


弦 理 论 ,1990。 


时 , 偏 微分 方程 ,1994。 
, 非 线性 偏 微分 方程 , 1994。 


约 柯 兹 (J.C.Yoccoz) ,法 国 , 复 动力 系统 ,1994。 


契 尔 马 诺 夫 (E.Zelmanov) 


,俄罗斯 ,有限 群 ,1994。 


博 彻 兹 (R.E.Borcherds) ,英国 , 李 代 数 自 守 形式 ,1998。 


高 尔 (到 .T.Gowers) . 英 


, 巴 拿 奋 空间 理论 ,组 合 学 ,1998。 


康 特 谢 维 奇 (M.Kontsevich) ,俄罗斯 ,数学 物理 ,代数 几何 , 拓 


扑 学 ,1998。 


考 克 马 伦 (C.T. Mc Mullen), 美国 , 复 动力 系统 , 双 曲 几何 ， 


3} 沃 尔 夫 奖 


沃 尔 夫 CR. Wolf, 1887 一 1981), 犹太 工业 家 , 曾 任 古 巴 驻 以 色 
列 大 使 ,后 移居 以 色 列 。1976 年 出 巨 资 设 数学 沃 尔 夫 奖 ; 由 世界 
著名 数学 家 组 成 评委 会 对 候选 人 的 数学 成 就 进行 综合 评判 ,得 奖 


者 于 


1998。 


FE 均 年 龄 60 岁 以 上 ,数学 成 就 斐然 。 以 下 是 活 尔 夫 奖 得 奖 榜 。 


盖 尔 范 德 (1.M.Geland) ,苏联 , 泛 函 分 析 , 群 表示 论 ,1978。 


西 格 尔 (C,L. Siegel) , 德 


国 ,数论 , 多 复 变 函数 , 天 体力 学 ， 


1978。 
勒 雷 (J. Leray ) ,法 国 , 偏 微分 方程 拓扑 方法 ,1979。 
韦 依 (A.Weil) ,法 国 ,数论 ,代数 几何 ,1979。 

嘉 当 (H.Carfan) ,法 国 ,代数 拓扑 , 复 变 函 数 , 同 调 代数 ,1980。 
科 尔 莫 蕊 罗 夫 (A.N. Kolmogorov) ,苏联 ,概率 论 ,调和 分 析 , 动 


力 系统 ,1980。 
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阿尔 福 斯 (L.Abhlfors) ,芬兰 一 美国 , 复 变 函 数论 ,1981。 

扎 里 斯 基 (0.- Zariski), 苏 联 一 美国 .代数 几何 ,1981。 

惠 特 尼 (了 H.Whitmey) ,美国 ,代数 拓扑 ,1982。 

克 列 因 (M.C. Krein) ,苏联 , 泛 函 分 析 及 其 应 用 ,1982。 

陈省身 (Chen Shing Shen) ,中 国 国 ,整体 微分 几何 ,1984。 

尼 尔 多 斯 (P.Erdss) ,匈牙利 ,数论 ,组 合 论 ,概率 论 ,1984。 

小 平 邦彦 (Kodaira Kunihiko) ,日 本 ,代数 几何 ,1985。 

勒 维 (H. Lewy) ,波兰 一 美国 , 偏 微分 方程 ,1985。 

艾 伦 伯 格 (S. Eilemberg) ,波兰 一 美国 ,代数 拓扑 ,同调 代数 ， 
1986。 

赛 尔 伯 格 (A. Selberg) ,挪威 一 美国 ,数论 ,调和 分 析 ,离散 群 ， 

1986。 

拉克 斯 (P.D.Lax) ,美国 , 偏 微分 方程 及 应 用 ,1987。 

伊 滕 清 (Ito Kiyosi) ,日 本 ,概率 论 , 随 机 分 析 ,1987。 

赫 尔 曼 德 (L. Homander) ,瑞典 , 偏 微分 方程 ,1988。 

希 尔 策 布 鲁 赫 (F. Hilzebmuch) ,德国 ,拓扑 学 ,代数 几何 ,1988。 

坎 尔 德 隆 (A.P. Caldmn) ,阿根廷 一 美国 , 调 利 分 析 , 偏 微分 方 
程 ,1989。 

米尔 诺 (J. Milnor) ,美国 ,微分 拓扑 ,1989。 

德 乔 吉 (E.de Giorgi) ,意大利 , 偏 微分 方程 , 变 分 法 ,1990。 

皮 亚 捷 茨 基 - 夏 皮 罗 (I.Piatetski - Shapiro) ,苏联 一 以 色 列 , 自 
守 函 数论 , 群 表示 论 ,1990。 

卡尔 松 (1 .Cadeson) , 瑞 与 ,函数 论 ,1992。 

汤 普 逊 (J.C.Thompson) ,美国 ,有 限 群 论 ,1992。 

格 罗 莫 夫 (M. Gromor) ,苏联 一 法 国 ,大 范围 微分 几何 及 辛 几 

何 ,1993。 
蒂 获 (J.Titss) ,比利时 一 法 国 , 代 数 群 及 其 他 类 群 的 结构 理论 ， 
1993。 
莫 泽 (J. K. Moser) ,德国 ,哈密 顿 系统 , 非 线 性 偏 微分 方程 ， 
1995- 
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天 兰 (R. TLanglands) 美 国 ,调和 分 析 , 自 守 形式 ,数论 ,1996。 
维尔 斯 (A.Wiles), 英 国 , 费 马 大 定理 ,1996。 

克勤 (J. Kelter) .美国 ,波动 理论 ,1997。 

西奈 (Y.G.Sinai) ,俄罗斯 ,遍历 理论 ,1997。 

洛 瓦 茨 (L, Lovasz) ,匈牙利 ,离散 数学 ,计算 机 科学 ,1999。 
斯 坦 (E.M.Stein) ,美国 ,调和 分 析 ,1999。 


3 ”中 外 主要 数学 期 刊 


中 国 ,《 数 学 学 报 》, 1936 年 创刊 。 
中 国 ,《 数 学 年 刊 》,1980。 

中 国 ,《 数 学 进展 》,1955。 

中 国 ,《 应 用 数学 学 报 》,1976。 

中 国 ,《 数 学 的 实践 与 认识 》,1971。 

中 国 ,《 数 学 物理 学 报 》, 1981。 

中 国 ,《 数 学 研究 与 评论 》,1981。 

中 国 ,《 高 校 应 用 数学 学 报 》,1987。 
中 国 ,《 中 国 数学 文摘 》,1987、 

中 国 ,《 数 学 译 林 》, 1980。 

德国 ,《 纯 粹 与 应 用 数学 杂志 》, 1826。 

英国 ,《 剑 桥 暂 学 会 数学 文集 》, 1843。 
意大利 ,《 纯 粹 数学 与 应 用 数学 年 刊 》,1850。 
英国 ,《 伦 敦 数学 会 会 报 》,1865。 

俄国 ,《 数 学 汇 刊 》,1865。 

德国 ,《 数 学 年 刊 》,1868。 

法 国 ,《 数 学 与 天 文学 通报 》,1870。 

法 国 ,《 法 国 数学 会 通报 》,1872。 

美国 ,《 美 国 数学 杂志 》,1878。 

瑞典 ,《 数 学 学 报 》,1882。 


站 
羡 


国 ,《 数 学 年 刊 ), 1884。 

国 ,《 美 国 数学 月 刊 》, 1894。 

,美国 数学 会 通报 》, 1894。 
《美国 数学 会 会 报 》.1900。 

司 ,《 数 学 杂志 》, 1918。 

性 俄国 科学 院 和 通讯 数学 部 分 》,1919。 
波兰 ,《 数 学 基础 》, 1920。 

日 本 ,《 日 本 数学 杂志 》,1924。 

英国 ,《 伦 敦 数学 会 杂志 》,1926。 
美国 《纯粹 与 应 用 数学 通讯 》,1929。 
瑞士 《瑞士 数 学 评论 》,1929。 

波兰 《数学 研究 》, 1929。 

俄国 ,《 数 学 进展 》, 1936。 

日 本 ,《 数 学 》,1947 。 

日 本 ,《 日 本 数学 会 杂志 》,1949。 

加 拿 大 必 《加 拿 大 数学 杂志 》, 1949。 
美国 《美国 数学 会 文集 》1950。 

法 国 ,《 传 里 叶 研 究 所 杂志 》,1950。 
苏联 《西伯 利 亚 数 学 杂志 》,1960。 
英国 《伦敦 数学 会 通报 》,1969。 


蛮 广 波 波 小波 


4 中 国 历代 纪元 


(1) 五 帝 ( 黄 帝 . 颜 项 (zhuan xi) \ 帝 状 (kh) 、 


约 前 26 世纪 一 前 22 世纪 。 
(2) 夏 ( 禹 一 乱 ,17 帝王 ) 

约 前 21 世纪 一 前 17 世纪 初 。 
(3) 商 ( 汤 一 证 ,30 帝王 ) 

约 前 17 世纪 一 前 11 世纪 。 


学 天) 


(4) 


(5) 


(6) 


{7) 


《8) 


(9) 
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属 

西周 (武王 一 幽王 ,12 帝王 ) 

约 前 11 世纪 一 前 256 年 。 

东周 (平王 一 起 (nin) 玉 ,25 帝王 ) 

前 770 年 一 前 256 年 。 

秦 ( 昭 襄 王 一 二 世 皇 帝 ( 胡 交 ),5 帝王 ) 

前 256 年 一 前 206 年 ,秦始皇 ( 赢 政 ) 统 一 中 国 前 221 年 。 
汉 

西汉 (高 帝 ( 刘 邦 ) 一 更 始 帝 ( 刘 玄 ),15 帝王 ) 
前 206 年 一 公元 5 年 。 

东汉 (光武 帝 ( 刘 秀 ) 一 献帝 ( 刘 协 ) ,12 帝王) 
25 年 一 220 年 。 

三 国 

魏 ( 文 帝 ( 曹 丕 ) 一 元 帝 ( 曹 负 ),5 帝王 》 

220 年 一 265 年 。 

蜀汉 ( 照 烈 帝 (刘备 ) 一 后 主 ( 刘 祥 ),2 帝王 》 
22 年 一 263 年 。 

吴 ( 大 帝 ( 孙权) 一 乌 程 侯 ( 孙 钳 ) ,4 帝王 ) 

222 年 一 280 年 。 

晋 

西晋 (武帝 (司马 炎 ) 一 账 帝 (司马 如),4 帝 王 ) 
265 年 一 3 了 0 年 。 

东 灵 ( 元 帝 ( 司 马 害 (nmi)) 一 燕 帝 (司马 德 文 ),11 帝 主 ) 
317 年 一 420 年 。 

南北 朝 

南朝 

宋 ( 武 帝 ( 刘 凑 ) 一 顺 帝 ( 刘 准 ) ,8 帝王 ) 

420 年 一 479 年 。 

齐 ( 高 帝 ( 肖 道成 ) 一 和 帝 ( 肖 宝 融 ) ,7 帝王 》 
479 年 一 502 年 。 
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(10) 


(11) 


(12) 


梁 { 武 帝 ( 肖 衍 ) 一 敬 帝 ( 肖 方 智 ),4 帝王 ) 

502 年 一 557 年 。 

陈 (武帝 (陈霸先 ) 一 后 主 ( 陈 叔 宝 ) ,5 帝王 ) 

557 年 一 589 年 。 

北朝 

[ 狐 ( 道 武帝 ( 拓 跨 球 ) 一 孝 武帝 ( 拓 上 踊 俊 ) ,14 帝 于 ) 
386 年 一 534 年 。 

东魏 ( 孝 静 帝 ( 元 善 见 ) ,1 帝王 ) 

534 年 一 550 年 。 

北齐 (文宣 帝 ( 高 洋 ) 一 幼主 (高 恒 ) ,6 帝王 ) 

550 年 一 577 年 。 

西魏 (文帝 (元 宝 炬 ) 一 蕉 帝 ( 元 廊 ) ,3 帝王 ) 

535 年 一 556 年 。 

北周 ( 孝 阅 帝 ( 宇 文 觉 ) 一 静帝 (宇文 阅 ) ,5 帝王 ) 
557 年 一 581 年 。 

隋 (文帝 (杨坚 ) 一 茶 帝 ( 杨 信 (yon) ) ,3 帝王 ) 
581 年 一 618 年 。 

唐 ( 高 祖 ( 李 渊 ) 一 哀帝 ( 李 枫 (cha)),23 帝王 ) 
618 年 一 907 年 。 

五 代 

后 梁 ( 太 祖 ( 朱 晃 ) 一 末 帝 ( 朱 琉 (zhen)),2 帝王 ) 
907 年 一 923 年 。 

后 唐 ( 庄 宗 ( 李 存 助 ) 一 末 帝 ( 李 从 珂 ),4 帝王 ) 
923 年 一 936 年 。 

后 晋 ( 高 祖 ( 石 敬 璃 ) 一 出 帝 ( 石 重 贵 ),2 帝王 ) 
936 年 一 947 年 。 

后 汉 ( 高 祖 ( 刘 器 (gao) ) 一 隐 帝 ( 刘 承 佑 ),2 帝王 ) 
947 年 一 950 年 。 

后 周 ( 太 祖 (郭威 ) 一 茶 帝 ( 郭 宗 训 ),3 帝王 ) 

951 年 一 960 年 。 
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(13) 来 
北宋 ( 太 祖 ( 赵 匡 般 ) 一 钦 宗 ( 赵 恒 ),9 帝王) 
960 年 一 1279 年 。 
南宋 (高 宗 ( 赵 构 ) 一 帝 员 (blng) .9 帝王》 
1127 年 一 1279 年 。 

(14) 辽 ( 太 祖 ( 耶 律 阿 保 机 ) 一 天 放 帝 (耶律 延 柱 ),9 帝王 ) 
907 年 一 1125 年 。 

(15) 金 ( 太 祖 ( 完 闫 旦 , 阿 骨 打 ) 一 训 宗 ( 完 颜 守 绪 ) ,9 帝王 ) 
1115 年 一 1234 年 。 

(16) 元 ( 太 祖 (成吉思汗 , 李 儿 只 斤 铁 木 真 ) 一 顺 帝 ( 贴 睦 尔 )， 
18 帝王 ) 
1206 年 一 1368 年 。 

(17) 明 {( 太 祖 ( 朱 元 璋 ) 一 思 宗 ( 朱 由 检 , 崇 祯 ),17 帝王 ) 
1368 年 一 1644 年 。 

(18) 清 ( 大 祖 ( 爱 新 觉 罗 努尔哈赤 ) 一 爱 新 觉 罗 清 仪 (宣统 ) ， 
12 帝 王 ) 
1616 年 一 1911 年。 

(19) 中 华 民 攻 1912 年 一 1949 年 。 

《20) 中 华人 民 共 和 国 ”1949 年 一 
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